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SIRFACES  FJOEMmÉES  PAR  LE  REPLACE^IEXT  D TXE 
COIRBE  PLA\E  AVEC  CO\E  CIRCOXSCKIT  LE  LO\G 
DE  LA  COURRE; 

Par  m.  E.  KERAVAL, 

Professeur  au  lycée  Louis-le-Grand. 


Pour  abréger,  j'appelle  surface  S  loiite  surface 
engendrée  par  le  déplacement  d'une  courbe  plane  (G), 
quand  il  existe  un  cône  circonscrit  à  la  surface  loutle 
long  de  chaque  courbe  (G).  Je  me  servirai^  de  coor- 
données homogènes  x^^x^-,  27.3,  x.^  ((ne  je  supposerai 
fonctions  de  deux  paramètres  u^  v.  Le  paramètre  a 
restera  constant  sur  chaque  courbe  (G);  je  supposerai 
que  les  courbes  obtenues  en  faisant  r  constant  soient 
conjuguées  des  premières. 

Je  sais  que  dans  ces  conditions  X\ ,  x,^  .x';j,  ^4  sontdes 
solulions  d'une  même  équation  de  la  forme 

(i)  - — r'^P~^ — h  7— H- /-o  =  <), 

^  Ou  cw  ou        '  dv 

où /->,  <y,  /'  sont  (les  Ibnctions  de  //  etciet'.  Si  je  désigne 

par  (S)  la  courbe  lieu  du  sommet  des  cônes  circonscrits 

à  ^  le  long  des  courbes  (G),  les  tangentes  aux  courbes  r 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  Xlll.  (Janvier  hji'J.)  ' 


(  2  ) 

rencontrent  la  courbe  S,  donc  si  Ton  désigne  [)ar /i  et  A" 
les  invariants  de  (i)  savoir 


7  ^P 


k^^-3. 


''^t^pl-''^ 


l'invariant  k  est  ici  nul  ;  nous  dirons  que  l'équation  (i) 
est  de  rang  zéro  à  gauche.  D'autre  part,  les  courbes  u 
étant  planes,  il  existe  une  relation  de  la  forme 


(•^0 


Ut^^i -h  U.2.'r2-l-  Ua^-Ts -h  114^:4 


OÙ  les  coefficients  de  ^(,  x-if  ^3,  oc^  ne  dépendent  que 
de'w.  On  sait  que,  dans  ce  cas,  l'équation  (i)  est  au  plus 
de  rang  deux  à  droite,  c'est-à-dire  qu'a|)rès  avoir 
appliqué  deux  fois  au  plus  la  transformation  de  Laplace 
on  aura  une  nouvelle  équation  où  le  nouvel  invariant /t 
sera  nul.  Alors  les  équations  de  la  surface  S  doivent 
être  de  la  forme 


(3) 


xu  = 


B/,   A/,    a;,    A^. 

(33         OL, 


«1 


(A=i,-2,3,4), 


où  les  fonctions  B/f,  p,,  [^21  ?:$  dépendent  de  v  et  Aa,  a, , 
7.21  a3  de  u.  xMais  il  peut  arriver  que  le  plan  des 
courbes  u  roule  sur  un  cône;  nous  prendrons  le 
sommet  du  cône  à  l'origine 


Xi=  o, 


Xi  =  o, 


^3 


Alors  la  relation  (2)    ne    contiendra    plus   que   Irois 
coordonnées  et  l'équalion  (i)  sera  de  rang  un  à  droite^ 


(  3) 


donc 

(4) 


Xl,= 


Ba 

A/. 

a;, 

?i 

ai 

A 

h 

«2 

<. 

Enfin  le  plan  des  courbe  m  peut  passer  par  une  droite 
fixe.  Dans  ce  cas,  ci  cette  droite  a  pour  équation 


Xi  =  o, 


3^2=  O 


la  relation  (2)  ne  contient  plus  que  les  deux  variables 
j^i ,  ^27  l'équalion  (i)  est  de  rang  zéro  à  droite  et  les 
équations  de  la  surface  prennent  la  forme 


(5) 


^/v  =  Ba--+-  A/,. 


Nous  sommes  ainsi  conduits  à  ranger  les  surfaces  S 
en  trois  catégories,  nous  aurons  ainsi  les  surfaces  S 
de  troisième,  seconde  et  première  espèce.  Dans  les 
équations  précédentes  on  suppose  toujours  qu'iln'existe 
pas  de  relation  linéaire  homogène  à  coefficients  cons- 
tants soit  entie  les  quantités  a,  soit  entre  les  j^. 


Étude  des  surfaces  l^  de  troisième  espèce. 

Les  équations  de  la  surface  sont  de  la  forme  (3),  mais 
il  reste  à  exprimer  que  les  courbes  u  sont  planes.  En 
portant  les  valeurs  ^Lex^ ,  .r^,  x^^  .r»  dans  la  relation  (2), 
on  trouve  une  relation  linéaire  en  B,,B27  l^a?  1^4^  i^o 
^2,  ^3  et  homogène.  En  divisant  par  un  déterminant 
différent  de  zéro,  celte  relation  prend  la  forme 

U,B,+  U2B2+U3B3-4-U,B,+  o(fi,,pj,  [33)^0, 

o  étant  linéaire  et  homogène  en  J^,,  [j2,  ^i.  Dans 
celte  relation  donnons  à  u  quatre  valeurs  telles  que  le 
déterminant  des  coefficients  de  U,,  Uo,  LJ3,  U»  soit 
différent  de  zéro,  ce  qui  est  possible,  puisque  le  plan  des 


(  4  ) 

courbes  u  ne   roule    pas  sur  un   cône,   nous    pourrons 
lirer  pour  64,  Bo,  B3,  B4  des  valeurs  de  la  forme 

Ba-  =  a/,  ,61  -4-  bk  p2  -4-  Cl,  Pa, 

les  coefficients  a^i^,  bh^  Ck  étant  des  constantes.  Alors  en 
cliangeant  la  signification  de  S^k  nous  pourrons  prendre, 
pour  équations  de  la  surface  S, 


(A) 


Xk  = 


0 

A/, 

A/r 

A 

^1 

ai 

a; 

a 

^2 

2^2 

a; 

a 

% 

as 

^3 

a 

et  cette  fois  les  courbes  u  sont  bien  planes.  La  forme 
de  ces  équations  nous  permet  d'énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Les  courbes  planes  u  =:  consl.  qui 
engendrent  la  surface  sont  Jioino graphiques ^  et  la 
correspondance  ho nio graphique  est  établie  par  les 
courbes  conjuguées  r=:  const. 

On  peut  imaginer  par  exemple  d;ius  un  plan  P  un 
point  de  coordonnées  homogènes  [^,,  ^o?  1^3  décrivant 
une  courbe  ([?.).  Pour  chaque  valeur  de  u  on  a  dans  un 
plan  P„  une  transformation  liomographlque  de  cette 
courbe  (p).  Nous  verrons  plus  loin  si  cetle  homo- 
graphie peut  devenii"  singulière  pour  certaines  valeurs 
de  u. 

Pour  le  moment  nous  allons  chercher  les  plans  P„ 
et  la  courbe  lieu  du  sommet  des  cônes  circonscrits.  On 
pourrait  se  servir  des  méthodes  indiquées  par 
M.  Darboux  pour  des  questions  analogues,  je  préfère 
indiquer  une  méthode  ne  dépassant  pas  le  cadre  de  la 
classe  de  Mathématiques  spéciales. 


(5) 

Equations  de  la  courbe  (S). 

Les    tangentes    aux    courbes    v     rencontrent     cette 
courbe.  L'une  des  courbes  v  a  pour  équations 


rk  = 


Or  la  théorie  des  déterminants  nous   donne   l'iden- 
tité 


A/.- 

Kc 

Al 

«1 

«'i 

ir 

«2 

a. 

a'i 

(6) 


A/c 

A/.. 

A'I 

A'^ 

■^ 

«1 

^^'i 

«1 

III 
«1 

) 

«2 

a  2 

^2 

«2 

3^3 

-'3 

2^3 

^3 

A/, 

Al- 

a;;. 

3«1 
«2 

Aa- 

a; 

A'a- 

II 
^2 

a;; 

X 

— 

«1 

«2 

a; 

«2 

X 

• 

Si 

donc 

on 

pose 

X  (ai a',  —  a2  3ti) 


«I 

A 

a.2 

< 

«2 

«3 

«'3 

«3 

a. 

«', 

II 
«1 

«2 

«2 

«2 

«3 

-'3 

II 

(B) 


X/,= 


A,   a;,   a;^   ax 


«1 

«2 
«3 


a. 


celte  identité  prend  la  forme 


ykx 


îti 


a. 


7a- X 


«1 

^'t 

«'i 

^2 

a; 

a'2 

«3 

^3 

A 

~  XA(aia'j  —  a.2  a',), 


qui  prouve  que  le  point  X,,  Xo,  X3,  X*  se  trouve  bien 
sur  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le  poinly,,  j^2? 
y-si  Xk'  ïl  en  est  de  même  pour  deux   autres  courbes  k> 


(  6  ) 
dont  les  coordonnées  du  sommet  du  cône  sont  données 
par  les  formules  (B). 

Plan  des  coiu^bes  u. 

Le  plan  P„  d'une  courbe  u  c'est  le   plan  osculateur 
de  la  courbe  (X), 

c'est-à-dire  de  la  courbe  décrite  par  le  point  de  coor- 
données A,,  Ao,  A3,  A4.  Ceci  résulte  immédiatement 
delà  forme  des  équations  de  la  surface  D,  le  plan  oscu- 
lateur contenant  les   trois   points  de   coordonnées   A/^, 


A'     \" 


Enveloppes  des  courbes  u. 


Un  point  d'une  courbe  u  décrivant  une  enveloppe 
ne  peut  être  que  sur  la  caractéristique  du  plan  P„.  Pour 
ces  points,  ;^et  v  sont  liés  par  la  relation 


^1     «1     3t 


quej 


a.3     a  3 
écrirai  pour  abréger 


=  o, 


1 


I   l^aa'   I  =  0. 


Pour  chaque  valeur  de  u  cette  relation  détermine  un 
certain  nombre  de  points  situés  sur  la  caractéristique 
du  plan  P,^.  Soit  M  l'un  de  ces  points,  ses  coordonnées 
sont  fonctions  de  u  et  v  qui  sont  eux-mêmes  liés  par  la 
relation  précédente.  On  peut  supposer  u  et  v  fonctions 
d'un  paramètre  ^,  on  aura 


dxf, 

d^k  du        ù^'h-  dv 

; 1 T 

dt 

âu     dt           dv    dt 

(  7  ) 
Or  pour  ce  point  M,  on  a 

^=-A/,|  lia'a"'|  +  A'y,|  p  aa'"  1  +  A^^^aa"  |, 
^^-A.IS'a'a^l-f-A'.ÎIB'aa'l, 

donc  —7^  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  Ay^, 

L  ,       L  .      t  •         1  1  ,       i^Xx   dx-i  dx^  dxf, 

A^,  A^.   Le   point  de    coordonnées  —r-  —rf  —rr  —r.    est 

donc  dans  le  plan  P„,  il  en  est  de  même  de  la  tangente 
à  la  courbe  décrite  par  le  point  M,  et  comme  elle  est 
dans  le  plan  tangent  à  la  surface  elle  coïncide  avec  la 
tangente  à  la  courbe  u.  Donc  tous  les  points  M  que 
nous  avons  définis  (lécrivent  des  courbes  tangentes  aux 
courbes  u.  Si  par  exemple,  ^3,,  j^o?  ?3  sont  des  poly- 
nômes de  degré  m  en  v^  c'est-à-dire  si  les  courbes  u 
sont  unicursales  et  de  degré  m,  on  aura  /;/  enveloppes. 
Pour  m  =  2,  on  retrouve  les  résultats  de  M.  Blutel. 
{Annales  de  V Ecole  Anormale,  mai-juin  1890.  Voir 
aussi  la  thèse  de  M.  Lelieuvre  1894  qui  s'occupe  du  cas 
d'une  courbe  plane  unicursale  se  déplaçant  de  telle 
sorte  qu'elle  soit  divisée  homographiquement  par  ses 
conjuguées.) 

Une  transformation  par  polaires  réciproques  change 
une  surface  S  en  une  surface  2Î^  et  nous  montre  que  le 
cône  circonscrit  à  2^  roule  sur  des  développables 
décrites  par  les  génératrices  de  contact  du  cône  avec  les 
plans  laiigenls  cju'on  peut  lui  mener  par  la  tangente  à 
la  courbe  que  décrit  le  sommet  du  cône. 

Définition  d'une  congruence  2. 

Dans  les  équations  (A)  traitons  j5i,,  jioj  ?.i  comme 
<les  constantes  et  désignons-les  para,    b^  c;  au  lieu  de 


(  8  ) 
a,,  a2,  a3  mettons  a,  3,  v,  nous  aurons  les  équations 


(G) 


Xk  = 


o  A/,  A'^.  a;, 

a       a  a'  a" 

^       P  p/  fi" 

c       Y  i  ï" 


(Â-  =  i.2,3,4). 


Dans  ces  formules,  «,  ^,  c  sont  donc  trois  constantes 
arbitraires  et  A,,  A2,  A3,  A,,  a,  [i,  y  des  fonctions  de  u. 
Pour  chaque  valeur  de  u^  les  points  Xk  qui  corres- 
pondent aux  différentes  valeurs  a,  6,  c  décrivent  un 
plan  P„  et  les  tangentes  aux  courbes  décrites  par  ces 
points  concourent  en  un  point  S 


(D) 


X/.= 


^A- 

A',^ 

A?,. 

a;; 

a 

a' 

a' 

a'" 

P 

?' 

?" 

?■•■ 

T 

T' 

T" 

i" 

Si  a,  6,  creslent  fixes  et  que  u  varie,  les  formules  (C) 
définissent  une  courbe  v,  on  a  donc  une  congruence 
de  courbes  (^  et  les  surfaces  de  cette  congrucnce  sont 
les  surfaces  ^.  Il  est  naturel  de  chercher  quelle  peut 
être  la  surface  focale  de  la  congruence  S.  Il  est  évident 
que  si  pour  une  valeur  particulière  de  u  le  point  S  se 
trouve  dans  le  plan  P„  toutes  les  courbes  de  la  con- 
gruence seront  tangentes  à  ce  plan  qui  formera  une  des 
nappes  de  la  surface  focale.  La  valeur  de  X/i  est  de  la 
forme 

X/,=  x,A/,-4-X2A'/,-h-X3A'^-AA;;;, 


ou 


A  = 


a     a      a" 

?      ^'      ?" 
Y     Y'     Y" 


{  9  ) 
J'écris  que  ce  point  esl  dans  le  plan  P,^,  c'est-à-dire 


Xi 

,r.2 

^3 

Xi 

A, 

A2 

A3 

Av 

Al 

a; 

A3 

a; 

=  o. 


i\  A        i\. 9        A.  o        ■'*  4 


Les  coefficients  de  A),  Ao?  ^^3  sont  nuls  et  il  reste 


A  X 


A, 

A.2 

A3 

Ai 

A', 

Ao 

A'3 

K 

A'i 

a; 

A-; 

K 

AT 

a: 

A3 

K 

o, 


ce  qui  donne  :  i*^  les  plans  P„  stationnaires  c'est-à- 
dire  osculateurs  slationnaires  de  la  courbe  A^;  2^  les 
plans  P„  pour  lesquels  A=o  qui  correspondent  aux 
valeurs  de  u  pour  lesquels  un  point  décrivant  la  courbe 
plane  ^  =  a,  j'=  [j,  ^=y  serait  un  point  d'inflexion. 
Je  vais  faire  voir  que  pour  ces  valeurs  de  a  qui  rendent 
A  nul,  toutes  les  courbes  k^  sont  concourantes  et  con- 
courent au  point  S  correspondant.  Il  suffit  de  se 
reporter  à  l'identité  (6)  où  l'on  tiendra  compte  du 
changement  de  notations.  Ainsi  la  surface  focale  se 
compose  des  points  qui  correspondent  à  A  nul  et  des 
plans  P«  staiionnaires.  D'ailleurs  il  n'existe  pas  d'autres 
points  focaux,  car  si  F  est  un  point  focal  et  si  S  n'est 
pas  dans  le  plan  P„  correspondant,  le  plan  tangent  en  F 
à  la  surface  de  la  congruence  dépendra  évidemment  du 
mode  d'assemblage  des  courbes  c 


Cas  d'homographie  singulière. 

Supposons  qu'on  donne  à  u  une  valeur  fixe,  les  for- 
mules (G)  font  coriespondre  point  par  point  le  plan  V^ 
et   un  plan  Q.  Dans  le  premier  on  a  le  point  x^^  x^y 


(   "o  ) 
x^^  Xf,'j  dnns  le  deuxième,  le  point  de  coordonnées  a,  6, 
c  homogènes.  Il    faut   s'assurer  que  ces  formules  (C) 
permettent  de  tirer  a,   6,   c  en    fonction   de    trois    des 
variables  x/(.  Désignons  par 


a,         CC2        «3 

^.        Po        p3 

Ti     T2     T3 


l'adjoint  de 


T     T'     t' 


les  équations  (C)  s'écriront 

x/,  =  —  a(  \fcOLi-\-  A /^  0L2  -I-  A';,  aa ) 

—  c  (  A^.  Yi  -^-  ^ /^  T2  -^  ^k  Ï3  ), 

ce  qui  fait  quatre  équations.    Pour  qu'on  puisse   tirer 
a,  b,  c  des  trois  premières,  par  exemple,  il  faut  que 


Aioti-i- A'i  a2+ A'jaa  Aj  [âi -h  A',  p2 
A2ai-4- Ajas-I- Ajag  Aj^i+A^g^a 
Aaai-f- A'gaaH- AjKa      Agj^i^A'gPa 


A'((33  Ar/i+A'.Ya-i-A'iYa 
A'^P3  A2Y,  +  A'2Y,-i-A'^Y3 
A'^pa      A3Y,  +  A'3Y2-+-Â^;3 


^o 


ou 


A, 

A'. 

A'i 

A2 

A'2 

A'2 

X 

Aa 

A'a 

A3 

«1 

^2 

«3 

Pi 

P2 

P3 

Yi 

Ï2 

Ï3 

=  o. 


Si  le  second  de  ces  déterminants  est  nul,  son  adjoint  A 
l'est  aussi  et  l'homograpliie  est  singulière.  Pour  cette 
valeuide  wnous  avons  vu  que  les  courbes  v  concouraient 
au  point  S  correspondant.  Si  A  ^  o,  l'homographie  ne 
sera  singulière  que  si  les  quatre  déterminants  à  trois 
lignes  du  Tableau 

A4 

K 

X". 


A, 

A, 

Aa 

a; 

K 

A^ 

A'; 

K 

a; 

sont  nuls  à  la   fois.   Or  ceci  ne  peut  arriver  que   pour 


(  ■>  ) 

certaines  valeurs  particulières  de  u^  car  nous  supposons 
évidemment  que  le  point  A,,  Ao,  A3,  A4  décrive  une 
courbe  gauche. 

Conclusion.  —  Ayant  choisi  les  fonctions  A/f  lelles 
que  le  point  A^  décrive  une  courbe  gauclie,  el  les  fonc- 
tions a,  g,  Y  telles  qu'il  n'existe  pas  entre  'elles  une 
relation  linéaire  et  homogène,  les  équations  d'une 
surface  S  seront  données  par  les  formules  (C),  où  «,  6,  c 
sont  des  fonctions  arbitraires  d'un  paramètre  v.  Cela 
revient  à  choisir  arbitrairement  la  courbe  décrite  par  le 
point  a,  6,  c  dans  le  plan  ou  encore  l'une  des  courbes  u 
dans  le  plan  P„  correspondant. 

DEUXIÈME    SOLUTION. 

On  arrive  aux  mêmes  conclusions  en  modifiant  très 
légèrement  les  formules  données  par  M.  Blutel  pour  le 
cas  des  coniques.  Ces  formules  sont  les  suivantes  : 


F  ('2  _^  Q  i^  -i-  R 


Les  fonctions  P,  Q,  R,  P,,  ...,  R3,   de  la  variable  a 
étant  déterminées  par  les  équations 

P'         Q'  K'  ' 

P  '         O  '         W 

P'  ~   Q'   ~    R'  ~     ' 

P'         Q'         R' 
De  telle  sorte  qu'on  peut  se  donner  X,  \  ,  Z  sommet 
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du  cône  circonscrit  et  P,  Q,  R,  on  aura  alors  Pj,  ...,  R3 
parneuf  quadratures.  Si  je  considère  les  trois  courbes  P, 
Q,  R 


^-  p 

Q 

7     p 

h^l; 

p 

^-'i 

les  tangentes  aux  points  de  ces  trois  courbes,  qui  corres- 
pondent à  une  même  valeur  de  w,  concourent  au  point 
X,  Y,  Z.  Lacongruence  S  peut  alors  s'écrire 


X  = 


(C)  y 


a 

Pi 

-+- 

6Q, 

—  cRi 

a 

P 

-1- 

6Q 

-+-cR  ' 

a 

P. 

;-+- 

6Q, 

-f-cR2 

a 

1» 

-+- 

6Q 

+  cR  ' 

a 

Pa 

,-h 

^Qs 

+  cR, 

aP  -+-6Q  -4-cR 


Si  dans  ces  formules  je  donne  à  u  une  valeur  parti- 
culière, la  tangente  au  pointer,  X,  ;  va  passer  par  X, Y,  Z 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes  a^h^c\ 
en  effet  en  désignant  par  D  l'expression  aP-f-  6Q  H-cR, 
on  a 

D2^  =  D(«P'-i-^Q'î+-cR')X 
du 

—  (aP,-i-/>Qi-+-cRi)(aP'-f-^Q'+cR'), 

\ytiL=      (rtP'_+.6Q'-+-cR')(DX— Do:), 
du 

d'où 

X    -  X  _  Y  — y  _  Z  —  ^ 

r/:r'  dy  dz 

du  du  du 

qui  exprime  la  propriété  indiquée.  Les  formules  (C) 
sont  équivalentes  aux  formules  (C).   On  peut  d'ailleurs 
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les  identifier.  Posons  par  exemple 

A,    a;    a; 

T       7'       T" 


Pi  = 


a       a'       a" 
ï      ï'      Y" 


P  = 


A4     Ai     K 

ï       ï'       Y" 


a       a'        a" 

Y       Y'      Y" 


Nous  aurons,    en    vertu   d'une    identité    analogue    à 
l'identité  (6), 


P'i  = 


et 


P'  = 


Al  a;  A';  A7 

a  a'  a"  a'" 

;-•  r  r'  i-^ 

Y  Y'  r  Y'" 

A4  a;  ai  a: 

a  a'  a"  a'" 

P  .3'  ^^"      P'" 

Y  Y'  Y"  Y'" 


x(y3'-Py') 


x(yP'-?y'). 


On  voit  de  suite  quelles  valeurs  il  faudrait   prendre 
pour  P2,  ...  et  l'on  a  bien 


P'         '^l 


avec 


X 


X4 


X,  et  Xj  étant  les  valeurs  de  la  première  solution. 


Détermination  dune  congruence  X  quand  on  donne 
la  courbe  lieu  ^  des  sommets  S  et  la  développable 
enveloppe  des  plans  Vu  avec  la  correspondance  entre 
les  sommets  et  tes  plans. 

Voici  la   solution  avec   mes    formules.   Je   me  donne 
les  fonctions  A/t  et,  en  outre,  les  trois  fonctions  F,,  Fo, 


(  M  ) 
F;j  de  la  variables  a  telles  (|ue 


Xl  T7  ^^2  T7  ^3      p 


A4 


\ 


il 


X. 


On    trouve  alors,   pour    déterminer    la    fonction    a, 
l'équation  différentielle  du  troisième  ordre 


a  a'  a"  a'" 

A,-FiA4  a; -F,  a;  A'i-FiA'i  A'j'-F.AX 

A2-F2A4  a'^-f^a;  a';-F2a;  a';:-F2AX 

A,-F,A4  A'3-F3A'4  A'^-FaAI  A^'-FaA^ 


=  o; 


^  et  y  vérifient  la  même  équation.  Je  laisse  au  lecteur 
le  soin  de  développer  cette  méthode;  voici  celle  qu'on 
peut  déduire  des  calculs  de  M.  Blutel.  Soit 

U.r-f- V3.-4-W2-+-  1  =  0 

le  plan  P,^.  On  se  donne  U,  V,  W,  X,  Y,  Z  comme  des 
fonctions     de    u.    il   s'agit   de    déterminer   P,    Q,    R, 

P        P-       P- 

Le  plan  P„  contient  le  point  —y  -7^»  -^;  donc 

P-+-UPi-f-   VP2-hWP3=0. 

Dérivons  trois  fois  en  a  et  posons  pour  abréger 

H  =  U  X  -+-  V  Y  -^  W  Z, 
K  =  U'X+ V  Y  -+  VV'Z, 

L  =  U"X-f-V"Y-HW"Z. 

Nous  aurons 

UP,-+-VP2+\VP3+P  =  o, 

U'P,-4- V'P2-+- W'Pa-hP'H-P'H  =0, 

U"P,-H  V"P,-f- W''P3+-  P'K+  P"4-  PMI  +  P'H'^o, 

U"'P,-4-V"'P3  4-  \\""P3H-P'L 

P"'_i_  p'K  4-  P'"-+-  n  H-  ^P'  H'+  P  H"=  o 
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L'élimination  de  P^,  Po,  P3  entre  ces  quatre  équa- 
tions donne,  pour  déterminer  P,  une  équation  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre;  P  une  fois  connu,  les 
équations  précédentes  donnent  P,,  Po,  P^.  On  a  des 
calculs  identiques  pour  Q,,  Q2,  Q3,  R,,  R2,  Ra- 
L'équation  différentielle  qui  est  linéaire  et  homogène 
par  rapport  à  la  fonction  inconnue  et  à  ses  trois  dérivées 
est  d'ailleurs  la  même  dans  les  Irois  cas.  Soient  donc 
P,  Q^  R  trois  intégrales  de  cette  équation,  les  valeurs 
les  plus  générales  de  P,  Q,  Pi  seront 


«1 

V 

+ 

^1 

Q 

-H  C, 

R, 

a^ 

y 

-4- 

b. 

iQ 

-^Ci 

Rr 

a-i 

p 

-+- 

bi 

Q 

+  C3 

K; 

X  = 

z  = 


d'où,  pour  P,, 

aiP,-h6iQi-+-CiRi;  ..., 

d'où,  en  remplaçant  dans  les  formules  (C), 

a(aiP i-+- biÇlx-\- CiKi) -h b (a-jP i^  bjQi-^ CyRi) -h  c(a:iP i-}~ bjQi-^ C3R1) 
a(aiP  -h^iQi-hc,R  )-{-b(ay  -+-62Q  -^c^R  )-i-c(a;{P  H-^aQ  -+-C3Q  )' 

• 1 

• j 

ou,  avec  un  changement  de  notations, 


X  = 


AP  -F  130   -4-GK 


_  AP2-+-BQ.2-f-GR2 
•^~  AP  ^  BQ  -f-GK   ' 

_  AP3-+-  BQ,-hGR;t 
^  -  AP  +  BQ  -i-GK   ' 


avec  Irois  constantes  A,  B,  C  ou  plutôt  deux  constantes, 
A     B 

G'   G 


A      B 

—  »  -^  par  exemple.  On  a  donc  une  seule  congruence  S. 
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Conclusion.  —  Il  résulte  de  là  (jiie  le  problème  que 
nous  nous  sommes  proposé  conduit  exactement  aux 
mêmes  cnlculs  que  le  problème  analogue  dans  le  cas  des 
coniques.  Toute  la  difficulté  consistera  à  résoudre 
l'équation  différentielle  du  troisième  ordre. 

Remarque^  —  Dans  un  article  précédent  j'avais 
considéré  les  surfaces  2]  dans  le  cas  où  la  courbe  plane 
était  indéformable,  il  fallait  donc  que  celte  courbe 
admette  un  groupe  de  transformations  homographiques; 
on  sait  qu'il  en  est  bien  ainsi  pour  les  courbes  trian- 
gulaires que  j'ai  trouvées. 


Surfaces  de  deuxième  espèce. 

Je  supposerai  que  le  plan  P„  roule  sur  un  cône  ayant 
son  sommet  à  l'origine. 

On  trouve  facilement,  pour  la  congruence  I,  les  équa- 
tions 

o     A/,     A'/, 


(K) 


Xk^ 


a       a        a 

h       3       3' 


{k=  i,'^,3). 


1       A,      a; 
a       a        a' 

b        P        p' 

Le  sommet  du  cône  a  pour  coordonnées 

A/,   A'/,   a;; 

a        a'        a" 


X/,= 


Av  a;  A'i 
a  a'  a" 
[i        3'       [i" 


l^es  plans  P„  roulent  sur  un  cône  avant  pour  sommet 


(  ■/  ) 

l'origine  des  coordonnées  et  contenant  la  courbe 

Xlc  =  X/c  (  A-  =:  I  ,  2 ,  3  ). 

Avec    la    méthode    de    M.    Blutel,   j'adopterai    les 

formules 

aP, -f-6Qi 


X  = 


(E')  r 


aP-i- 

b 

Q 

+ 1 

aPs 

-h 

b 

Q-2 

aP  -+- 

b 

Q 

4-  I 

aPs 

-4- 

b 

Q3 

avec 


«p  + 

èQ  +  r 

P' 

q; 

Q' 

=  x, 

Po 
p 

Q' 

=  Y, 

P' 

_Q3 

Q' 

=  z. 

On  se  donne  alors  X,  Y,  Z  sommet  du  cône  puis  P,  Q; 

on  a  alors  P,,  Pq,  P3,  Qi,  Q2,  Q3  par  six  quadratures. 

Le  plan  P„  passe  par  l'origine   et   les  deux  points  de 

coordonnées  P,.  Po,  P3  et  Q<,  Qo,  Q». 

ri  Pi      Po     P3        Ql      Q>     O3    j  ,      . 

Les  deux  points—,  -^,  —  et^r»  -^fy  -tt  décrivent 

deux  courbes  dont  les   tangentes  se  coupent  au   point 
X,  Y,  z. 

Avec  ces  notations  on  peut  reprendre  les  calculs  faits 
plus  haut  pour  trouver  la  congruence  S  quand  on 
se  donne  la  courbe  lieu  des  sommets  des  cônes  et  la 
développable  enveloppe  des  plans  P,<  avec  la  corres- 
pondance entre  les  sommets  et  les  plans,  c'est-à-diie 
X,  Y,  /j,  U,  V,  W;  le  j)lan  P„  avant  pour  équation 

Ua:4-VvH-W::=o. 

On  trouve  alors,  pour  calculer  P  cl  (J,  une  é(juahon 
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du  second  ordre  linéaire  et  homogène  par  rapport  à  la 
fonction  inconnue,  et  ses  deux  premières  dérivées  se 
ramenant  par  suite  à  une  équation  de  Riccati. 

Exemple.  —  On  trouve  un  exemple  intéressant  en 
partant  des  surfaces  S  de  révolution.  Si  le  plan  P„ 
roule  sur  un  cône  de  révolution,  S  étant  lié  au  plan, 
on  est  ramené  à  une  équation  différentielle  du  type 
suivant  (Os  est  l'axe  du  cône)  qu'on  est  certain  de 
pouvoir  intégrer 

i(x{x  —  a)     ,       23(^72 — iax~\-b) 
y"  —  — y  -\-  -i— r  =  o, 

OÙ   a,  p,  a  sont  des    constantes  et  y   la   fonction    in- 
connue de  X.  On  suppose   toutefois   a,   ^  liées  par  la 

relation 

a2  +  a  =  2  p 
ou 

^a(a-4-i) 

*^  2 

On  peut  ramener  cette  équation  à  la  forme 

y_  _     K 

y     ""    (l  4-  372)2' 

qui  s'intègre  facilement. 

Surfaces  de  première  espèce. 

Généralisation  des  surfaces  de  translation» 

Ces  surfaces  ont  des  équations  de  la  forme 

Xk  =  A^.-h  B/,         (  A-  =  1 ,  2,  3,  4  ), 

où  les  Aa  sont  des  fonctions   de    u    et    les  B^  de  ç.  Le 
long  des  courbes  u  (ou  ç)  il  existe  un  cône  circonscrit 
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à  la  surface,  il  resterait  à  exprimer  que  les   courbes   u 
sont  planes.  Pour  le  moment  je  garderai  ces  surfaces 
dans  toute  leur  généralité.  On  a  là  une  généralisation 
des  surfaces  de  translation.  Les  surfaces  transformées 
par  polairesréciproques  ont  été  étudiées  par  M.  Darboux 
au  Tome  I  de  la  Théorie  des  Surfaces,  Ce  sont  les 
surfaces  pour  lesquelles  il  existe  deux  familles  conju- 
guées formées  exclusivement  de  courbes  planes.  Ici  les 
surfaces   que   j'étudie    sont   caractérisées   par   ce  fait 
qu'il  existe  un  cône  circonscrit  le  long  de   toutes  les 
courbes  du  système  conjugué   w,   v.  Appelons  Si  ces 
nouvelles  surfaces,  nous    allons   en    donner  une   défi- 
nition géométrique. 

Définition  des  surfaces  Sj.  —  Donnons-nous  deux 
courbes,  l'une  A  décrite  par  le  point  M^ 

Al,  A2,  A;,  étant  des  fonctions  quelconques  de  u.  L'autre 
courbe  B  sera  décrite  parle  point  M'' 

37"=  Bi,        y"=Bj,         5"=B3,         fonctions  de  U. 

Donnons-nous  encore  deux  autres  fonctions  A^  etB4 
l'une  de  u  l'autre  de  v  et  sur  la  droite  M^M'^  marquons 
le  point  M  déterminé  par 


MM    __  A4 
MM"  ~"       B4 

Les  coordonnées  du  point  M  seront 

A,B;-h   A4B, 


X  = 


(2,)  {y  = 


Av-t-B; 

AaB4-h  AyB, 

A4-hB4 
A3B4H-  A4B, 


A4-i-  Bi 


(    20) 

Comme  on  peut  écrire 

Al    .    B, 


A4       B4 

X  =  » 

I  I 


-on   voit  qu'on  a  bien   les   mêmes   surfaces  que  celles 
définies  plus  haut. 

Les  courbes  u  se  correspondent  point  par  point  et 
cette  correspondance  est  établie  au  moyen  des  courbes 
conjuguées  v.  Dans  les  surfaces  de  translation  les 
droites  joignant  les  points  correspondants  de  deux 
courbes  u  sont  égales,  parallèles  et  de  même  sens; 
retenons  cette  propriété  que  les  droites  joignant  les 
points  correspondants  des  courbes  u  (ou  v)  forment 
\\n  cylindre.  Comme  généralisalion  je  vais  démontrer 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  — Dans  les  surfaces  S,  les  droites  qui 
joignent  les  points  correspondants  de  deux  courbes 
u(ou  i')  quelconques  forment  un  cône. 

Donnons  à  u  deux  valeurs  fixes  et  soient  a  et  a,  les 
valeurs  correspondan les  de  la  fonction  A4.  Soient  M' 
et  M,  les  positions  fixes  correspondantes  du  point  M'; 
enfin  IVF  correspond  à  une  valeur  de  p  qu'on  fera  varier. 
On  a  ainsi  deux  positions  de  M  :  M  et  M,  déterminées 
par 


Or 

Donc 


MM^  ~       B4'  Ml  M"   ~       B4 

MM'   M,  M'    PMi 


MM-  MiM'i  PM' 

FM'    _  ja 
PM',   ~  «i' 


=  4-1. 


qui  prouve  que  le  point  P  est  i]xG 


(  2'  ) 


D'autre  part 


MM'        MM 


MM' 

a  —  Bi         a  -h  Bv 

M,MV        Ml  M"  M"Mi 


Donc 


rtt  —  B4       «i-h  B4 

PM   M',  Ml  iM'M'^  _ 
PM7  M 1  M '    MM   ~''"^'' 

PM   _  a(ai  -\-  B4) 
PM,  ""  a,(a  +  B4) 

,  PM 

montre  que  le  rapport  ^r^  varie  avec  (^  et  peut  être  une 

fonilion  arbitraire  de  cette  variable. 


Corollaire.  —  Il  en  résulte  facilement  que  : 

1"  Trois  courbes  u  sont    situées    deux    à    deux    sur 

trois  côn^s  et  que  les   sommets  des  cônes  sont  en  ligne 

droite  ; 

2"  Quatre  courbes  u  sont  deux  à  deux  sur  six  cônes 

et   les    six    sommets    forment    les    six    sommets    d'ua 

quadrilatère  complet. 
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Surface  lieu  du  sommet  des  cônes. 

Sur  la  corde  M' M',  la  position  du  point  P  est  dé- 
finie par  l'égalité 

PM'   _  A4(^) 

si  M'  et  M',  correspondent  respectivement  aux  valeurs 
u  et  U\.  Cette  surface  (P)  est  donc  définie  d'une  façon 
tout  à  fait  analogue  à  la  surface  2| ,  avec  cette  différence 
qu'on  se  sert  d'une  seule  courbe  au  lieu  de  deux  et 
d'une  seule  fonction  A4.  Les  courbes  it  et  W|  tracent 
sur  cette  surface  (P)  un  système  conjugué  symétrique 
et  la  courbe  u  =  u^  est  le  lieu  des  sommets  des  cônes 
circonscrits  à  S,  le  long  des  courbes  11  de  cette  surface. 
En  tous  les  points  de  cette  courbe  iiz=.  u^^  les  courbes 
u  et  U\  sont  tangentes.  Les  équations  de  la  surface  (P) 
sont 

^    ^  ^  Aiiui)  —  A^{u) 

poury  et^   on  change  l'indice  i  en  2  ou  3. 

Cas  particulier  des  sur/aces  de  première  espèce. 

Je  reviens  maintenant  aux  surfaces  S  de  première 
espèce,  c'est-à-dire  pour  lesquelles  le  plan  des  courbes  u 
passe  par  une  droite  fixe  O^,  par  exemple  : 

A,-f-Bi  A,-hB2  Aa+Ba 


A4-hB4  -^         A4H-B4  Ai-i-Bi 

Mais  pour  que  -  dépende  de  u  et  pas  de  t^,  on  montre 

facilement  qu'il  faut  que  Bi  et  B2  soient  constants  et 
alors  on  peut  les  supposer  nuls.  Un  simple  changement 
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de 

notations  conduit 

al 

ors  aux  formules 

X 

= 

A1B4 

A4  -+-  b/ 

y 

= 

A2B4 
A4^-B4 

z 

A3B4-1-A4B3 

A4-i-B4 

qui  sont  les  formules  (S,)  où  l'on  fait 
Bi  =  o,        B2=o. 

Il  suffit  donc  de  supposer  que  la  courbe  (B)  décrite 
par  le  point  M'^  soit  une  droite  pour  avoir  les  nouvelles 
surfaces.  Donc  on  peut  énoncer  le   théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Des  surfaces  S  de  première  espèce 
sont  telles  que  deux  courbes  planes  u  se  corres- 
pondent par  homologle.  Il  en  résulte  que^  si  V une  de 
ces  courbes  coupe  V axe  Os  en  un  certain  nombre  de 
points^  les  autres  courbes  u  passent  par  les  mêmes 
points. 

Remarque.  —  Pour  obtenir  les  surfaces  S,  au  lieu 
de  poser 


MM' 


MM"  B4' 

on  pourrait  prendre 

MM'  _  A4+  K 
MM"  ~  B4+K' 

k  étant  une  constante.  Chaque  valeur  de  k  donne  une 
surface,  on  a  ainsi  des  surfaces  qui  se  correspondent 
point  par  point  avec  plans  tangents  parallèles.  On 
trouve  ainsi  un  cas  |)articulier  intéressant  du  théorème 
suivant,  énoncé  par  M.  Darboux  au  Tome  II  de  la 
Théorie  des  Surfaces  : 


(  M  ) 

Si  Von  mène  à  deux  surfaces  S  e^  S|  des  plans 
tangents  parallèles^  la  droite  qui  joint  les  points  de 
contact  engendre  une  congruence  dont  les  dévelop- 
pables  interceptent  sur  S  et  S^  un  réseau  conjugué. 
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SUR  m  HEXAÈDRE  PARTICULIER; 

Par  m.  R.  BRIGARD. 


1.  Il  existe  dans  le  plan  deux  espèces  de  quadrila- 
tères ajant  leurs  côtés  opposés  égaux  deux  à  deux  :  le 
parallélogramme  et  le  cont/'e- parallélogramme 
(figure  formée  par  les  côtés  non  parallèles  et  les  diago- 
nales d'un  trapèze  isoscèle). 

Dans  l'espace,  il  existe  un  hexaèdre,  \e  parallélépi- 
pède, dont  toutes  les  faces  sont  des  parallélogrammes. 
On  peut  rechercher,  par  analogie,  s'il  existe  un 
hexaèdre  dont  toutes  les  faces  sont  des  contre-parallé- 
logrammes. Nous  allons  voir  que  la  r<^ponse  est  affir- 
mative. Donnons,  dès  maintenant,  le  nom  de  contre- 
parallélépipède  à  l'hexaèdre  satisfaisant. 

2.  Soit  abcda'b'c'd'  le  schéma  d'un  contre-parallé- 
lépipède {fig-  i).  Les  lettres  ont  été  tellement  dispo- 
sées que  deux  quelconques  des  sommets  a,  b,  c,  d 
soient  les  sommets  opposés  d'une  même  face  de  Thexaè- 
dre;  a',  b' ,  c',  d'  sont  les  sommets  de  l'hexaèdre  res- 
pectivement opposés  aux  premiers. 

Par  hypothèse,  le  quadrilatère  acb'd  par  exemple 
est  un  contre-parallélogramme  ;  ses  diagonales  a'b' 
et  cd  sont  donc  parallèles.  De  même,  a'c'  est  parallèle 
à  db^  et  a'd'  est  parallèle  à  bc.  Autrement  dit,  a'b' ,  a'c' 
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et  rt'â?'  sont  respectivement  parallèles  aux.  côtés  du 
triangle  hcd\  ces  trois  droites  sont  donc  dans  un  même 
plan,  d'ailleurs  parallèle  au  plan  du  triangle.  On  verra, 
par  un  raisonnement  semblable,  que  ce  dernier  plan 
contient  aussi  le  point  a. 

Ainsi,  les  deux  quadrangles  abcd  et  a'b'c'd'  appar- 
tiennent respectivement  à  deux  plans  parallèles  PctP'. 

Fiff.  I. 


En  outre,  les  côtés  du  premier  quadrangle  sont  paral- 
lèles à  ceux  du  second,  deux  côtés  parallèles  étant 
désignés  par  des  lettres  difïerentes  (par  exemple  a/> 
et  c'a').  On  voit  qu'à  trois  côtés  concourants  de  l'un 
des  quadrangles  correspondent  dans  l'autre  trois  côtés 
formant  un  triangle.  On  reconnaît  là  les  quadrangles 
réciproques  de  la  statique  graphique. 

Pour  aller  plus  loin,  faisons  une  projection  ortho- 
gonale de  l'hexaèdre  sur  le  plan  P.  Le  contre-parallé- 
logramme a'db'c  restera  visiblement  tel  en  projection  : 
il  en  résulte  que  les  médiatrices  des  segments  a'b 
et  cd  (c'est-à-dire  les  perpendiculaires  élevées  aux 
milieux  de  ces  segments)  sont  confondues.  De  même 
les  médiatrices  des  segments  a'c'  et  db^  et  celles  des 
segments  ad'  ci  bc.  Mais  les  médiatrices  des  segments 
cd^  db^  6c  concourent  en  un  point  O,  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  bcd.  11  résulte  immédialement 
de  là  queles  quatre  points  «',  b' ^  c',  d'  ap[)artiennent  à  un 
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cercle  ayant  le  même  centre  O.  On  verra  aussi  que  le 
point  a  appartient  au  premier  cercle  contenant  les 
points  6,  c,  d.  En  résumé  les  deux  quadrangles  abcd 
et  a' b' c' d'  sont,  en  projection  sur  le  plan  P,  inscrits  à 
deux  cercles  concentriques. 

Il  est  facile  d'achever.  Soient  a,  [i,  ...,  y',  ô'  les  an- 
gles que  font  les  rayons  Oa,  06,  ...,  Oc',  Od'  avec  un 
axe  quelconque  O^.  Pour  exprimer  que  le  quadrila- 
tère a'cb'd  {fig'  2)  est  un  contre-parallélogramme,  il 

Fi  g.  2. 


suffît  évidemment  d'écrire  que  les   deux  angles  a  Ob' 
et  cOd  ont  les  mêmes  bissectrices,  ce  qui  donne 


P'  =  T 


On  aura  de  même 


a' 

-+-ï' 

= 

^  +  5, 

a' 

+  5' 

= 

?-HY, 

P' 

+  T' 

= 

a-H  ô, 

P' 

-t-o' 

= 

a -h  Y, 

ï' 

+  8' 

= 

a+p. 

(27  ) 

On  reconnaît  tout  de  suite  que  ces  six  équations  sont 
compatibles,  et  cela  établit  définitivement  Vexis- 
tence  du  contre-parallélépipède.  En  résolvant  le  sys- 
tème par  rapport  à  a',  jS',  y',  o',  il  vient 


a   — 

—  a 

-4- 

P 

-+- 

ï  + 

ô 

P'  = 

7.  — 

P 

•2 

Y 

+  Ô 

2 

, 

a  4- 

? 

— 

T 

-+-  0 

T  — 

2 

7^'  — 

a  -h 

^ 

-4- 

T 

—  0 

On  peut  donc  se  donner  arbitrairement  les  points  a, 
bj  c,  d  sur  le  cercle  G.  Les  positions  des  points  a\  b\ 
c',  d  sur  le  cercle  G'  en  résultent.  Pratiquement,  il 
vaut  mieux  se  donner  trois  points  sur  le  cercle  G  et 
un  point  sur  le  cercle  G',  par  exemple  les  points  a,  ^,  c 
et  d' .  On  obtient  les  autres  points  en  utilisant  la  réci- 
procité des  deux  quadrangles.  On  aboutit  ainsi  à  la 
construction  suivante  : 

Tracer  deux  cercles  concentriques  Q  et  G'  ;  mar- 
quer arbitrairement  les  points  a,  6,  c  sur  le  pre- 
mier et  d'  sur  le  second.  Construire  successivement 
les  points  c',  a\  d  et  6',  appartenant  au  cercle  G'  ou 
au  cercle  G  suivant  quils  sont  désignés  par  des 
lettres  accentuées  ou  non.,  en  menant  d'c' .,  parai" 
lèle  à  ba;  d'à',  parallèle  à  bc  ;  bd,  parallèle  à  a'c'  ; 
c'b',  parallèle  à  ad. 

Les  points  a,  b,  c,  d  et  ceux  qu^on  obtient  en  don- 
nant au  quadrangie  a'b'c'd'  une  translation  quel- 
conque perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  sont  les 
sommets  cVun  contre-parallélépipède. 


(  28) 
3.  Le  contre-parallélépipède  jouit  de  propriétés  qui 
résultent  immédiatement  de  sa  construction.  Tout 
d'abord,  il  est  évident  qu'il  est  inscrit  à  une  sphère.  On 
voit  tout  aussi  facilement  que  les  douze  arêtes  du  po- 
lyèdre sont  réparties  quatre  par  quatre  sur  trois  hyper- 
boloïdes  de  révolution  autour  de  l'axe  commun  des 
cercles  G  et  G'^  savoir  : 

Hi,  contenant  les  arêtes  ah' ^  ba\  cd' ,  de'  ; 
H2,  contenant  les  arêtes  ac'j  ca\  bd\  db'  ; 
H3,  contenant  les  arêtes  ad\  da! ^  bc\  cb' . 


Il  existe  d'autres  hyperboloïdes  attachés  au  contre- 
parallélépipède.  Gonsidérons  en  effet  les  deux  systèmes 
de  quatre  droites 


et 


ab,     a' b\     cd\     de' 
ah.,     ba\     cd^     c' d' ; 


on  se  rend  compte  que  chaque  droite  de  l'un  des  sys- 


Fis:.  3. 


œ 

b- 

<L 

<!■ 

c/ 

^- 

b 

cl' 

tèmes  rencontre  chaque  droite  de  l'autre  système  (à 
distance  finie  ou  infinie).  Ges  huit  droites   sont  donc  à 
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un  hjperboloïde  HJ  où  elles  se  réparlissent  en  deux 
groupes  de  génératrices  de  l'un  et  de  l'autre  système, 
comme  le  montre  le  schéma  de  la  figure  3.  La  confi- 
guration des  huit  sommets  forme  donc  ce  que  M.  Fon- 
tené  appelle  un  octuple  gauche  complet. 

L'hyperboloïde  H',  touche  les  deux,  plans  P  et  P', 
puisqu'il  les  coupe  respectivement  suivant  les  géné- 
ratrices ab  et  cd^  a'b'  el  c'd' .  Ces  deux  plans  étant 
parallèles,  le  centre  de  l'hjperholoïde  se  trouve  sur  le 
plan  parallèle  et  équidislant  P". 

Il  existe  deux  hyperboloïdes  analogues  : 


et 


H»,  contenant  les  droites 


Hj,  contenant  les  droites 


<2C,  a' c\  bd' ,  db' , 

ac\  ca\  bd,  b'd\ 

ad^  a' d' ,  bc' ,  cb\ 

ad!.  da\  bc^  b'  c\ 


Ils  ont  aussi  leur  centre  sur  le  plan  P'^ 

Enfin  une  propriété  intéressante  du  contre-parallé- 
lépipède est  relative  à  la  possibilité  de  sa  déformation 
avec  conservation  des  longueurs  des  arêtes.  En  effet, 
le  polyèdre  le  plus  général  de  celte  nature  dépend  de 
six  paramètres  de  grandeur,  à  savoir  les  rayons  des 
cercles  C  et  G',  les  longueurs  des  segments  a6,  ac,  ad\ 
et  la  valeur  de  la  translation  finale  qui  sert  à  le 
définir.  D'autre  part,  ses  douze  arêtes  sont  égales 
quatre  par  quatre,  et  la  connaissance  de  leurs  lon- 
gueurs se  traduit  par  trois  relations  seulement  entre 
les  six  paramètres.  On  voit  donc  qail  existe  une 
triple  infinité  de  contre-parallélépipèdes  ayant  des 
arêtes  de  longueurs  données. 

Il  est  curieux  de  constater  que  le  contre-parallé- 
lépipède se  comporte,  au  point  de  la  déformabilité, 
exactement  comme   le  parallélépipède. 
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[Rla] 


CINEMA TIOUE  D'AEROPLANE  ; 

Par  m.  le  lieutenant  BALLIF. 


Soient  deux  aéroplanes  A  et  B  animés  de  vitesses 
constantes  V^  et  Y^  qui  se  combattent  par  le  canon. 
Admettons  que,  pour  la  facilité  du  tir,  ils  aient  pris 
comme  règle  de  manœuvre  de  maintenir  constant 
l'angle  de  la  vitesse  de  chacun  d'eux,  avec  la  droite 
qui  les  joint.  Quelles  courbes  vont  décrire  ces  deux 
mobiles? 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  n^ajoute  aucune  con- 
dition particulière,  l'un  des  mobiles  pourra  décrire  une 
courbe  arbitraire  qui  déterminera  la  trajectoire  de 
l'autre.  En  effet,  supposons  les  deux  mobiles  en  AqBo, 
avec  des  vitesses  dirigées  suivant  Aq^o,  Bq^o»  et  fai- 
sons décrire  à  B  une  courbe  arbitraire  tangente  à 
BqÔq.  Je  dis  que  A  peut  s'arranger  de  façon  à  main- 
tenir des  valeurs  constantes  aux  angles  aoAgBzrra, 
^0  Bq  A  =  ji.  En  effet,  soit  B  un  point  infiniment  voisin 
de  Bq  sur  sa  trajectoire,  la  position  correspondante  A 
de  Aq  devra  se  trouver  sur  un  cône  de  révolution 
d'angle  au  sommet  ^  ayant  pour  axe  Bb,  tangente  à  la 
trajectoire  en  B.  D'autre  part,  il  devra  se  trouver  sur 
un  cône  de  révolution  d'angle  au  sommet  2 a,  d'axe  AB 
et  de  sommet  Aq,  et  sur  une  sphère  de  rayon 

rrj-  Bo  B   =   K.BqB. 

Ces  trois  surfaces  se  coupent  généralement,  de  sorte 
qu'on  pourra  déterminer  A  et  continuer  de  proche  en 
proche. 
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Pour  déterminer  dans  cette  hypothèse  la  trajectoire 
de  A,  il  semble  naliirel  d'employer  la  méthode  du 
trièdre  mobile  qui  fournira  très  simplement  les  équa- 
tions du  mouvement  relatif  de  A  par  rapport  à  B. 

Fig.  I. 


Prenons  pour  axes  O^,  Ojk,  Oz  la  tangente,  la  nor- 
male et  la  binormale  à  (B),  soient  x,  y,  z  les  coor- 
données de  A,  et  a,  6,  c  les  cosinus  directeurs  de  sa 
vitesse. 

Nous  aurons  la  relation 


(0 


yi-^^  Z'  =  x'*'  lang2  [3, 


qui  exprime  que  la  droite   AB  fait   un  angle   [^  avec  la 

tangente  à  (B). 

Projetons  maintenant  la  vitesse  relative  de  A  sur  les 

trois  axes 

dx 

"^^   -h\ 


dz 
~di 


=  c\\-^qx, 
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q  est   la  rotation   inslanlanée    du    trièdre,   connue  en 
fonction  du  temps. 

Ces  trois  équations,  résolues  par  rapport  à  a,  6,  c 

nous  donnent 

f  dx 
\di 


a=  {^+VB-f-9Z;^, 


dt        Va 

(  dz 

Portons  ces  valeurs  dans  les  relations 

ax  -^  by  -V-  cz 


\/r/.2  -h  62  -f-  c-  \/ x''^  -f-  j^2  _^  ^2 

«2  +  ^2  ^  C2  =  I  . 
1*12.    2. 


=  cosa, 


yy:^ 


INous  obtiendrons  les  deux  équations 

dx  dy  dz 

,    ^  dt       "^    dt  dt  ,. 

(2)  : =  Va  cosa, 


dy 

dt  J     '    \  dt 


(3)     ^^^y,^,^%-(±)\(^-,.Y=yl 
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qui,  avec  (i),  permettraient,  si  on  les  intégrait,  de 
déterminer  x^  y,  z  en  fonction  du  temps.  Inutile  de 
faire  remarquer  que  ces  équations  ne  se  laissent  pas 
intégrer;  elles  comprennent,  en  effet,  comme  cas  par- 
ticulier, le  problème  général  des  courbes  de  poursuite 
dont  on  ne  connaît  pas  la  solution,  même  dans  le 
plan.  On  peut  cependant  écrire  de  façon  un  peu  plus- 
simple  : 

(•2')  —  4- Vb  cosp  =  Va  cosa,  (/•=AB); 

cette  équation  donne  /•  en  fonction  linéaire  de  temps^ 
et 

(3')     (  Vb  sin2 [i  -\-  V^  cosa  cos  [3  -h  qzy 


dt  J        \dt 


c?  y//-'^  sin2  [i  —  ^2  y        /  dz  \2 


H- ^r  cos  [3)   =  Va 


montre  que  tout  se  ramène  à  intégrer  une  équation 
différentielle  à  une  seule  variable  ^,  du  premier 
ordre. 

Examinons  séparément  le  cas  d'un  intérêt  tout  parti- 
culier où  a=:o;  dans  ce  cas,  le  mobile  A  se  dirige 
constamment  vers  B.  Dans  ce  cas,  on  ne  peut  plus  se 
donner  arbitrairement  la  courbe  (B).  En  efTet,  la 
droite  AB  étant  constamment  tangente  à  (A)  décrit 
une  surface  développable  dontl'arête  de  rebroussement 
est  (A).  Développons  cette  surface  sur  un  plan,  les 
angles  seront  conservés  et  nous  aurons,  comme  trans- 
formées de  (A)  et  (B)  deux  courbes  {a)  et  [b)  telles 
que  les  tangentes  à  {a)  fassent  un  angle  constant 
avec  [b)  et  que  les  arcs  correspondants  sur  les  deux 
courbes  soient  proportionnels.  On  sait  que  cette  pro- 
priété est  caractéristique  de  la  spirale  logarithmique. 
La  courbe  (A)  est  donc  une  spirale  logaritlimi(jue 
gauchie,  c'est-à-dire  une  courbe  ayant  même  relation 
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entre  l'arc  et  la  courbure  que  la  spirale  logarithmique 
et  une  torsion  arbitraire,   et  la  courbe  (B)  est  une  tra- 


jectoire à  angle  constant  [3  des  génératrices  de  la  déve- 
loppable  ayant  (A)  pour  arête  de  rebroussement.  On 


Fig.  4. 


voit  donc  que  ces  courbes  dépendent  d'une  seule  fonc- 
tion arbitraire,  qui  est  la  torsion  de  (  V). 
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On  se  rend  facilement  compte  que  le  résultat  reste  le 
même  si  l'on  astreint  les  vitesses  V ^  et  Vg  à  être  dans 
un  même  plan.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  plans  tangents 
à  la  surface  réglée  engendrée  par  AB  étant  confondus 
en  A  et  B  sont  confondus  tout  le  long  de  cette  généra- 
trice ;  donc,  la  surface  engendrée  par  AB  est  dévelop- 
pable.  Le  triangle  formé  par  A,  B  et  leurs  vitesses  se 
déplace  en  restant  constamment  semblable  à  lui-même 

et  comme    le    rapport  ^r-  ^st  constant,    il    existe    un 

Va 

point  C  doué  d'une  vitesse  constante  dirigée  sui- 
vant AB,  et  ce  point  G  divise  le  segment  AB  dans  un 
rapport  constant.  C'est  donc  ce  point  G  qui  décrira 
l'arête  de  rebroussement,  qui  sera  la  spirale  logarith- 
mique gauchie  du  problème  précédent,  et  A  et  B  décri- 
ront des  trajectoires  à  angle  constant  des  génératrices 
de  la  développable  ayant  (G)  comme  arête  de  rebrous- 
sement. 

Je  vais  maintenant  considérer  un  cas  qui  semble 
présenter  un  certain  intérêt  :  c'est  celui  où  les  deux 
aéroplanes  manœuvrent  de  façon  à  avoir  des  altitudes 
égales  à  chaque  instant;  c'est  ce  qui  pourra  se  présen- 
ter, car  un  aéroplane  ne  consentira  jamais,  s'il  peut 
l'empêcher,  à  se  laisser  dominer  par  son  ennemi.  Soient 
donc  deux  mobiles  A  et  B  situés  dans  un  plan  hori- 
zontal et  manœuvrant  (dans  ce  plan),  de  façon  que 
les  angles  a,  [^  soient  constants.  G'est  le  problème 
bien  connu  des  deux  cuirassés  qui  combattent  de  façon 
à  se  relever  réciproquement  sous  un  angle  constant,  de 
telle  sorte  que  leurs  [)ièces,  une  fois  pointées,  le 
restent  pendant  toute  la  durée  du  combat.  La  solution 
géométrique  de  ce  problème  est  connue  depuis  long- 
temps et  j'en  ai  donné  une  solution  analytique  dans  la 
Revue  mari  lime  d'octobre  1907.  On  trouve  facilement 


(  36) 

Ljue  A  et  B  décrivent  deux  spirales  logarithmiques  égales 
et  de  même  pôle.  Donnons  maintenant  à  toute  la 
figure  une  translation  perpendiculaire  à  son  plan  et  de 
vitesse  constante  V  ;  les  nouvelles  vitesses 

seront  constantes  et  feront  avec  AB  des  angles  constants 
à'^'.  Quant  aux  trajectoires  des  points  A  et  B,  ce 
seront  deux  hélices  tracées  sur  des  cylindres  à  base 
spirale  logarithmique. 

On  peut  remarquer  que,  dans  ce  mouvement,  l'angle 
des  plans  ABV^  et  ABVy  est  constant,  c'est-à-dire  que 

Fis.  5. 


les  deux  aéroplanes  restent  dans  une  position  relative 
complètement  fixée  au  point  de  vue  angulaire. 

Ceci  nous  conduit  à  nous  poser  le  problème  général 
dont  ce  dernier  est  un  cas  particulier  :  trouver  les  tra- 
jectoires des  deux  aéroplanes  lorsque  leurs  vitesses 
sont  assujetties  à  faire  avec  la  droite  qui  les  joint  des 
angles  constants  et  que,  de  plus,  l'angle  dièdre  des 
plans  passant  par  leurs  vitesses  et  la  droite  qui  les  joint 
est  constant  également. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  suffit  de  prendre  les 
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posilions  successives  AB,  A'B',  A"B''  de  la  droite  AB 
dans  la  question  précédente  et,  au  lieu  de  nous 
astreindre  à  rendre  AB,  A'B',  A''B'^  parallèles  à  un  même 
plan,  il  faut  au  contraire  faire  tourner  chaque  qua- 
drilatère ganche  AnBnA,i^iB,i_^^  d'un  angle  arbitraire 
autour  de  A^B,,,  ce  qui  introduit  dans  la  solution  une 
fonction  arbitraire. 

Mais  cetle  transformation  qui  revient  à  faire  tourner 
le  trièdre  fondamental  et  la  courbe  (hélice  sur  cylindre 


à  base  spirale  logarithmique)  qui  lui  est  liée,  n'est 
plus  simplement  une  modification  de  la  torsion,  car 
elle  influe  simultanément  sur  la  courbure  et  la  torsion. 

Remarques  I.  —  On  peut  se  demander  comment  on 
a  été  conduit,  dans  le  premier  problème,  à  examiner  le 
cas  où  l'un  des  mobiles  se  dirigeait  constamment  vers 
l'autre,  et  pourquoi  ce  cas  particulier  difî'ère  si  profon- 
dément du  cas  général.  Au  point  de  vue  géométrique, 
c'est  parce  que  le  cône  de  révolution  d'angle  au 
sommet  2  a  qui  est  une  surface  dégénère  en  une  droite 
qui  est  une  ligne.  On  le  voit  également  au  point  de  vue 
analytique  par  ce  fait  que  l'équation 


ax  ->r  by  -\-  cz 

•^  =:  =  cosa 


devient 


v/a2  -+-  62  H-  c2  s/x"^  H-  jK* 

ax  -4-  by  -{-  cz 


\J a"^  -h  p*  -f-  c'-  \Jx^-\- y'^-^  z^ 

ou . 

(ax  -\-  by  -h  czy=:  (««-+-  b*  -h  c*)  (x^ -\- y^ -^  z^). 


(  38  ) 
Mais,  d'après  ridentité  de  Lagrange 

(a2-t-62-}-c2)(^2_|_^2.^_^2):^  (2aar)2-h  S («^—6^)2, 

d'où 

{ax  ^  by  -^  cz}^z=  [ax  -^  by  +  cs)2-|-  2(«j  —  6^)2, 

qui  n'est  vérifiée  que  pour 

ay  —  bx  =■  bz  —  cy  =  ex  —  ay  =  o. 

de  sorte  que  notre  unique  équation  est  remplacée  par 
les  deux  autres 

abc 

X        y       z 


CORRESPONDANCE. 


M.  A.  de  Saint  Germain.  —  Sur  les podaires.  —  Dans  le 
numéro  de  juillet  1912,  p.  33i,  M.  Barisien  signale  une  pro- 
priété simple  des  podaires  :  on  sait,  dit-il,  qu'une  courbe 
fermée  (G)  a  pour  propriété  d'avoir  pour  podaires  des  courbes 
fermées;  or,  le  lieu  du  point  P  dont  la  podaire  par  rapport 
à  (G)  a  une  aire  donnée  est  une  ellipse  qui  devient  un  cercle 
lorsque  (G)  est  une  courbe  à  centre.  Il  est  facile  de  voir  que 
le  lieu  est  un  cercle  dans  le  cas  général. 

Prenons  des  axes  rectangulaires  dont  l'origine  est  à  l'inté- 
rieur, de  (G),  on  peut  regarder  cette  courbe  comme  l'enve- 
loppe d'une  droite  représentée  par  une  équation   de  la  forme 

a  cosO  4- JK  sin6 — /?  =  o  ; 


à 


(  39) 

l'aire  delà  podaire  d'un  point  P(a,  [3)  est  visiblement 
U  =  -   f      (acos6-h  ^sinO  — jD)26^0, 


U  =  -(a2-+-  Û2) 

,  2  71:  ^  2  7C 


2  Jq  Jq  Jq 

Les  trois  dernières  intégrales  ont  une  valeur  indépendante 
de  a  et  de  ^  :  si  donc  U  est  constant,  le  point  (a,  P)  a  pour 
lieu  un  cercle  dont  le  centre  est  fixe  quelle  que  soit  cette 
constante.  Lorsque  (G)  a  pour  centre  l'origine,  les  deux  der- 
nières intégrales  s'annulent  et  l'on  retrouve  une  formule  don- 
née par  M,  Barisien. 
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Le  grand  Lehi^huch  der  Algebra,  en  deux  Parties,  de 
M.  H.  Weber,  est  considéré  à  juste  titre  comme  un  Ouvrage 
fondamental,  auquel  doivent  se  reporter  toutes  les  personnes 
soucieuses  de  se  mettre  au  courant  de  l'Algèbre  moderne  ('). 
Les  lecteurs  qu'effraierait  son  étendue  verront  avec  plaisir 
l'édition  réduite  que  l'auteur  vient  de  faire  paraître.  La 
condensation  des  matières  y  est  vraiment  digne  de  remarque. 
En  cinq  cents  pages,  on  est  conduit  des  propriétés  élémentaires 
des  déterminants  aux  théories  de  Galois,  aux  équations  de  la 
division  du  cercle  et  à  la  doctrine  des  nombres  algébriques. 
L'étude  des  idéaux,   dont  la  création   a  permis  aux  génies  de 


(  *  )  La  première  Partie  a  été  traduite  eu  français  par  M.  J.  (iricss 
(Gauthier-Villars,  1898). 


(  4o  ) 

Kummer  et  de  Dedekind  de  généraliser  les  lois  de  l'Arithmé- 
tique élémentaire,  est  considérée  comme  une  des  plus  abstraites 
qui  soient  en  Mathématiques.  L'exposition  de  M.  Weber  est 
très  claire  et  aussi  simple  que  le  sujet  le  comporte.  Elle 
contribuera  sans  doute  à  vulgariser  celte  belle  théorie. 

R.  B. 


CERTIFICATS  DE  AIÉCA^IOIIE  RATIOIVIVELLE. 


Montpellier. 

Épreuve  écrite.  —  Un  hémisphère  cireux  est  animé  d'un 
mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de  son  axe  qui 
■est  fixe;  cet  axe  est  vertical,  et  la  concavité  de  V hémisphère 
est  tournée  du  côté  de  la  verticale  ascendante.  Un  point 
pesant  M  se  meut  sans  frottement  sur  la  surface  intérieure 
de  r  hémisphère. 

I.  Établir  les  équations  du  mouvement  relatif  du 
point  M  par  rapport  à  l'hémisphère^  et  indiquer  les  cir- 
constances générales  de  ce  mouvement,  les  conditions 
initiales  étant  quelconques. 

II.  On  suppose  qu'à  l'époque  initiale  le  mobile  parte  du 
sommet  de  l'hémisphère,  et  Von  demande  s'il  quittera 
l'hémisphère, 

III.  Le  point  M  étant  placé,  à  l'époque  initiale,  en  un 
point  quelconque  de  l'hémisphère,  peut-on  choisir  la 
vitesse  initiale  relative  de  manière  qu'il  décrive  un 
parallèle  ? 

Épreuve  pratique.  —  Une  plaque  homogène  et  pesante 
-est  limitée  par  deux  triangles  équilatéraux  dont  l'un  est 
intérieur  à  l'autre.  Les  côtés  de  ces  triangles  sont  paral- 
lèles deux  à  deux.  Le  côté  du  triangle  extérieur  ayant 
pour  longueur  a,   la  distance   de  deux  côtés  parallèles 

quelconques  est  — — • 

4/3 


(  4.  ) 

On  fait  osciller  cette  plaque  autour  d'un  côté  du  triangle 
extérieur;  ce  côté  étant  placé  horizontalement  et  maintenu 
fixe.  Quelle  valeur  doit  avoir  a  pour  que  la  durée  des 
pelites  oscillations  du  pendule  composé  obtenu  ainsi  soit 
d'une  seconde?  (Juillet  1911.) 

Épreuve  écrite.  —  L'extrémité  inférieure  d'une  barre 
rigide^  homogène  et  pesante^  est  assujettie  à  glisser  sans 
frottement  sur  une  verticale  fixe ^  tandis  que  l'extrémité 
supérieure  de  la  barre  est  reliée  à  un  point  fixe  de  la 
même  verticale  par  un  fil  sans  masse,  flexible  et  inexten- 
sible, de  même  longueur  que  la  barre.  A  l'époque  initiale^ 
la  barre  fait  un  angle  de  60"  avec  la  verticale  ascendante 
et  tourne  autour  de  cette  verticale  avec  une  vitesse  angu- 
laire donnée, 

1"  Établir  les  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
de  la  barre  et  la  tension  du  fil.,  en  supposant  que  le  fil 
reste  tendu. 

1°  Vérifier  que  le  fil  est  tendu  au  débuts  et  étudier  la 
suite  du  mouvenfient  en  laissant  de  côté  l'étude  de  la 
tension. 

Epreuve  pratique.  —  Un  fiotteur  est  constitué  par  un 
cylindre  de  révolution  dont  le  rayon  est  i"^""  et  la  hauteur  6"'\ 
terminé  à  sa  partie  supérieure  par  un  hémisphère  de 
rayon  égal  à  celui  du  cylindre^  et  à  sa  partie  inférieure 
par  un  segment  sphérique  dont  V axe  coïncide  avec  celui 
du  cylindre^  de  hauteur  i""  et  de  rayon  3*"".  Calculer  la 
densité  du  fiotteur  sachant  que,  lorsqu'il  fiotte  sur  l'eau., 
son  axe  étant  vertical,  son  centre  de  gravité  se  trouve  sur 
la  surface  libre  du  liquide.  (Novembre  191 1.) 

Nancy. 

Epreuve  écrite.  —  A  une  sphère  homogène  de  densité  C, 
de  centre  G  et  de  rayon  R  sont  soudées,  aux  deux  extré- 
mités D  et  E  d'un  même  diamètre  et  suivant  le  prolonge- 
ment de  ce  diamètre,  deux  tiges  homogènes  de  densité  C, 
chacune  de  longueur  égale,  au  rayon  de  la  sphère.  Le 
solide  ainsi  formé  est  pesant. 
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Les  extrémités  h.  et  ^  de  ces  deux  tiges  sont  assujetties 
à  ne  pas  quitter  deux  droites  gauches  fixes  données  d^  et  d^ 
formant  entre  elles  un  angle  de  60"  et  inclinées  toutes 
deux  de  60"  sur  V horizon. 

Le  centre  G  est  repoussé  par  le  milieu  O  de  la  plus 
courte  distance  Oi02=  0  des  deux  droites  d^  et  d^^  pro- 
portionnellement à  la  distance  OG.  On  désignera  par  jjl 
le  rapport  du  poids  total  du  solide  à  la  répulsion  exercée 
par  O  à  l  ^ unité  de  distance. 

On  donne  la  position  initiale  et  Vétat  initial  des  vitesses 
du  solide  envisagé.  On  demande  d'étudier  son  mouvement. 

Pour  fixer  les  idéa^  on  envisagera  en  particulier  le 
cas  o  II 


o  =  —  > 


6'=5,         R=i,  8  = 


TT  11 

(Juin  1910.) 

Epreuve  écrite.  —  On  imprime  au  tore  d'un  gyroscope., 
dont  le  centre  est  fixé  relativement  à  la  Terre.,  une  rotation 
initiale  autour  de  l'axe  de  ce  tore. 

Si  0)  est  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  la  Terre 
autour  de  son  axe  et  n  la  vitesse  angulaire  initiale  de 
rotation  du  tore  autour  de  son  axe.,  on  néglige 

w2     et  -• 

n 

L'un  des  anneaux  de  suspension  du  gyroscope  est  fixé 
de  façon  à  obliger  l'axe  du  tore  à  ne  pas  quitter  un  plan 
horizontal  fixé  à  la  Terre. 

Etudier  le  mouvement  de  l'axe  du  tore  dans  ce  plan 
horizontal. 

On  néglige  le  frottement.  (Octobre  1910.) 

Paris. 

Epreuve  écrite.  —  Un  corps  solide  de  masse  m  peut 
tourner  librement.,  sans  frottement  autour  d'un  axe 
vertical  fixe  Z'OZ;  dans  ce  corps  est  creusé  un  canal 
rectiligne  AOB,  de  section  infiniment  petite  rencontrant 
l'axe  Z'Z  en  O  et  faisant,  avec  la  verticale  descendante  OZ, 
un  angle  aigu  ZOA  =  a;  un  point  matériel  pesant  P,  de 
même  masse  m,  peut  glisser  sans  frottement  dans  ce  canal. 


I 
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Trouver  le  mouvement  du  système,  en  supposant  d'abord 
les  conditions  initiales  quelconques. 

Notations.  —  Prenant  deux  axes  rectangulaires  hori- 
zontaux Ox  et  0/,  on  appellerai  V  angle  xO  a  que  fait 
le  plan  verticalBbAa  passant  par  AOB  avec  le  plan  ZOx, 
r  le  segment  OP  estimé  positivement  dans  le  sens  OA,  et 
mK2  le  moment  d'inertie  du  solide  par  rappoi^t  à  l'axe  OZ. 


Conditions  initiales  particulières.  —  En  appelant  r'  et  ô' 
les  dérivées  de  r  et  de  6  par  rapport  à  t,  on  discutera  le 
cas  où,  à  l'instant  initial  t  =  o,  ^  et  r'  seraient  nuls, 
r  ayant  une  valeur  donnée  r^  et  6'  une  valeur  donnée  a>. 
Le  segment  r  va-t-  il  d'abord  en  augmentant  ou  en  dimi- 
nuant à  partir  de  r^? 

Trouver,  en  particulier,  la  relation  qui  doit  exister 
entre  ^o  ^^  w  pour  que,  dans  le  mouvement ,  r  reste  constant. 
Quelle  est  alors  la  pression  du  point  P  sur  le  corps  solide  ? 

Nota.  —  On  ne  se  préoccupera  pas  de  la  longueur  du 
canal  AOB. 

Epreuve  pratique.  —  Étant  donnée  une  demi-sphère 
homogène  de  rayon  R  et  de  diamètre  p  limitée  par  le 
grand  cercle  ABC  de  centre  O. 

i"  Déterminer  les  axes  principaux  d'inertie  et  les 
moments  principaux  d'inertie  de  cette  demi-sphère  relatifs 
au  point  O  ; 


(44) 

1^  Calculer  la  distance  OG  du  centre  de  gravité  G  de  la 
demi-sphère  au  point  O; 

3°  Déterminer  les  axes  et  les  moments  principaux 
d^inertie  de  la  demi-sphère  par  rapport  au  point  G; 

_C 
A 


4"  On  fait  de  cette  demi-sphère  un  pendule  composé^  en 
le  suspendant  autour  d'un  diamètre  AOB  de  grand  cercle 
de  base.  Ce  diamètre  étant  horizontal  et  fixe,  calculer  la 
durée  T  de  l'oscillation  double^  infiniment  petite  {aller 
et  retour)  de  ce  pendule  sous  l'action  de  la  pesanteur  ; 

5°  Calculer    T    à   j^^  ^^    seconde  près,    en   supposant 

{unités  C.  G.  S.) 

K  =  loo, 

g  =  980. 

(Juillet  1911.) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


2179. 

(1911,  p.  gC.) 

Soient  E  une  ellipse  d'axes  la  et  ib  et  ses  deux  cercles 
de  Chasles  G  et  G',  concentriques  àEetde  rayons  {a -h  b) 
et  {a  —  b). 

Il  existe  une  infinité  de  triangles  MPQ  qui  sont  inscrits 
à  C  et  circonscî-its  à  E  e/i  M'P'Q'.     . 

Montrer  que  : 

i**  Les  normales  à  E  en  M'P'Q'  sont  concourantes  et  que 
le  lieu  de  leur  point  de  concours  est  le  cercle  de  Chasles  G'; 

2"  Le  lieu  de  Vorthocentre  du  triangle  MPQ  est  le  même 
cercle  G'; 


(45  ) 

3"  Les  droites  MM',  PP',  QQ'  sont  normales  à  une  ellipse 
fixe; 

4"  Les  droites  PQ  et  P  Q'  ont  leur  point  de  concours  sur 
une  Kreuzcurve.  E.-N.  Barisien. 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Bouvaist. 

Considérons   un  cercle  G  concentrique   à   une   ellipse  E  de 

centre  0.  S'il  existe  un  triangle  inscrit  à  C  et  circonscrit  à  E, 

l'une  des  asympotes  de  E  coupant  G  en  A  et  A',  les  tangentes 

à  E  issues  de  ces  points  seront  parallèles  et  perpendiculaires, 

c'est-à-dire  isotropes.  Il  en  résulte   immédiatement  que  l'axe 

radical  du  cercle  G  et  d'un  des  foyers  F  de  E  sera  une  corde 

commune  à  G  et  aux  asymptotes  de  E,  L'axe  radical  de  G  et 

R2  -\-  c2 

de  F  coupe  le  grand  axe  de  E  en  a,  Oa  =  ■>  une  corde 

^        "  ic 

commune  à  G  et  aux  asymptotes  de  E  coupe  le  grand  axe  en  a' 

et  Oa  =  j   on  a  donc 

c 

R2_2aR-H  c2  =  o 

ou 

K  =  a±.b. 

Il  y  a,  par  suite,  une  infinité  de  triangles  circonscrits  à  une 
ellipse  et  inscrits  dans  l'un  de  ces  cercles  de  Ghasles. 

1°  et  '2".  Etant  donné  un  triangle  MPQ,  nous  allons  déterminer 
les  points  de  contact  avec  les  côtés  de  ce  triangle  de  la  conique 
inscrite  ayant  pour  centre  le  centre  O  du  cercle  G  circonscrit  au 
triangle.  Soient/?  et  q  les  points  de  G  diamétralement  opposés 
à  P  et  Q,  pq  coupe  MP  et  MQ  en  Pj  et  Qi,  les  droites  QPi 
et  PQi  se  coupent  en  J,  la  droite  01  coupe  pq  en  m,  contact 
At  pq  avec  la  conique  considérée.  On  a 

QiM    IQ    IVP  _ 

qTq ïp;  PM -' 

et,  aussi 

TQ    mP,   Oq 


IPi 

niq 

OQ 

d' 

où, 

en 

remarquant 

que 

Qi 

,  M 

P. 

M 

Q.Q~ 

'  Pi 

■p' 

M 

P, 

ni 

PAl 


qin 
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cette  relation  montre  que  les  triangles  Pt/Pi  et  MPim  sont 
sennblables;  d'où  l'on  déduit  que  Mm  est  perpendiculaire 
sur  pq  et  finalement  que  la  conique  considérée  touche  les 
côtés  du  triangle  MPQ  en  leurs  points  d'intersection  avec  les 
droites  isotomiques  des  hauteurs.  Les  normales  en  ces  points 
M',  P',Q'  sont  donc  concourantes  en  un  point  H'  symétrique 
de  l'orthocentre  H  du  triangle  par  rapporta  0. 

Le  cercle  conjugué  au  triangle  MPQ  est  harmoniquement 
circonscrit  à  la  conique  considérée;  si  p^  est  le  carré  du  rayon 
de  ce   cercle,  on  a  donc,  en  désignant  par  a  et  b  les  axes  de 

2 

cette  conique,  OH   =  a^-\-  b^^  (p^);  on  a  aussi 

ÔH^=:(2p2)-+-R2. 

R  étant  le  rayon  du  cercle  MPQ,  on  a  par  suite 

ÔH^=  2(a2_|_è2)_  R2 

ou,  puisque  R  =  a  -t-  6,  OH  =  a  —  b.  Le  lieu  des  points  H 
et  H'  est  donc  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  a  —  b  lorsque 
MPQ  varie. 

3°  On  sait  que  si  l'on  considère  un  point  A  d'une  ellipse  de 
centre  O,  le  point  A'  correspondant  du  cercle  principal  de 
cette  ellipse,  la  normale  en  A  et  le  rayon  OA'  se  coupent  sur 
le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  («4-6  ),  a  el  b  étant  les  axes 
de  l'ellipse.  Cette  propriété  permet  d'obtenir  immédiatement 
l'équation  de  la  droite  MM',  l'ellipse  E  étant  rapportée  à  ses 
axes.  Si,  en  effet,  les  coordonnées  de  M  sont  (a -4- 6)  cos  cp, 
(a  -+-  b)  sin  cp,  celles  du  point  M'  seront  —  a  cos  cp,  —  b  sin  (p,  la 
droite  MM' sera 

(a  -\-  ib)x        (b  -h  -la)  y 

^ : —   H-  C2  —  o, 

coscp  sincp 

elle  est  normale  à  l'ellipse 

9^'  ,  97"' 


(a-i-ib)^        {b-\--iaY 


—  I  =  o. 


4"  Le  point  de  rencontre  des  droites  PQ,  P'Q'  est  le  pôle 
de  MM'  par  rapport  à  l'ellipse  E,  il  décrit  par  suite  la  Kreuz- 
curve  polaire  réciproque  par  rapport  à  E  de  la  développée  de 
l'ellipse  trouvée  plus  haut. 
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Remarques.  —  i°  Les  hauteurs  du  triangle  MPQ  enve- 
loppent la  développée  de  l'ellipse  E. 

2"  Les  points  AIPQ  sont  sur  une  hyperbole  d'Apollonius  de 
l'ellipse  E,  cette  hyperbole  est  l'inverse  de  la  droite  OH  par 
rapport  au  triangle  MPQ,  ses  asyniptotes  sont  les  droites  de 
Simson  des  points  d'intersection  a  et  [i  de  OH  avec  le  cercle  G 
par  rapport  à  MPQ.  Lorsque  MPQ  varie,  ces  droites  restent 
par  suite  parallèles  aux  axes  de  E. 

3"  Les  points  M',P',Q'  sont  les  points  de  contact  d'une  hypo- 
cycloïde  à  trois  rebrousseinents  tritangents  à  E.  On  voit  que 
le  centre  de  cette  hypocycloïde  décrit  un  cercle  de   centre  O. 

Autres  solutions  par  MM.  Klug  et  Lemaire. 

2180. 

(  1911,  p.  96.) 

Démontrer  la  formule 

/cos2  w  cos  3  co  v/cos  2  to  c/to  =  — — .  • 
81/2 


E.-N.  Barisien. 


SOLUTION 

Par  M.  R.  Bouvaist. 


Jf        C0S2  to  cos  3  t0^C0S2  to  «?to 
0 

=    /      \/cos2w(i — 4  sin^w)  cos'o)  û?a), 

«^0 


posons 


I     .    . 
sinoj  =  -—  sino, 


l'intégrale  devient 

— —    /      (  cos2  2  0  -4-  4  COS  2  0  -+-  3  )  cos  2  0  ^6 

Hv2-^o- 
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2  0  -t-    -  si  n  4  6  —  -  s  i  n  ^  2  0  H-  2  si  n  2  0 

8  s/-).  I  'i  ^ 


2  TT 


0        8  s/'% 
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OuesTioivs. 


"  2200.  Soient  :  ABGD  un  carré  de  centre  O,  M  un  point 
quelconque  du  cercle  circonscrit  au  carré,  E  le  point  où  la 
tangente  en  M  au  cercle  rencontre  la  diagonale  BD.  Montrer 
que  les  centres  des  cercles  tritangents  au  triangle  OME  sont 
chacun  sur  un  des  côtés  du  carré  ABGD. 

E.-N.  Barisien. 

2201.   Démontrer  la  relation 

r2 sin^ecos^Oc/e 

J^     (  «2  cos2  6  -+-  62  sin2  6  )2  (  a*  sin2  6  h-  6*  cos2  6  )2 

71 

_  /•2  sin^Ocos^e^/e 

^       Jq     (a2sin26  -b  ^2  cos2e)  (a^  sin2e  h-  66cos26)2' 

E.-N.  Barisien. 

2203,  Soient  AB  un  diamètre  d'un  cercle  0  et  M  un  point 
de  la  circonférence.  Il  existe  deux  paraboles  P  et  Q  passant 
par  A  et  B  et  tangentes  en  M  au  cercle.  Montrer  que  ks  axes 
de  ces  deux  paraboles  concourent  au  milieu  I  de  OM. 

E.-N.  Barisien. 

2204.  On  considère  la  développable  qui  est  l'enveloppe  des 
quadriques  d'un  faisceau  tangentiel  (surface  du  huitième  ordre). 
Une  des  quadriques  du  faisceau,  outre  qu'elle  est  inscrite  à  la 
développable  le  long  d'une  biquadratique,  a  encore  avec  elle, 
comme  l'on  sait,  huit  génératrices  communes,  quatre  d'un 
système,  quatre  de  l'autre.  Démontrer  que  la  biquadratique 
rencontre  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable  (courbe 
du  douzième  ordre)  aux  points  de  contact  des  génératrices  en 
question,  et  est  tangente  en  ces  points  à  cette  courbe.  En 
particulier,  chacune  des  quatre  coniques  doubles  de  la  déve- 
loppable est  tangente  à  l'arête  de  rebroussement  en  quatre  de 
ses  seize  points  de  rebroussement.  G.  Fontené. 
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SIR  L'IlYPOCYCLOiDE  A  TROIS  RERROIISSEMEXT^T 

Par  m.  J.  LEMAIRE. 

Professeur  au  Lycée  Condorcet. 


1.  Nous  nous  proposons  d'étudier  l'hypocycloïde 
à  trois  rebroussemenls  par  des  procédés  élémentaires, 
en  développant  seulement  les  propriétés  et  démonstra- 
tions que  nous  croyons  nouvelles. 

Sur  un  cercle  fixe  to,  de  rajon  r,  soit  A  un  point 
fixe;  deux  points  mobiles  B  et  C,  partant  de  A  simul- 
tanément, se  déplacent  sur  le  cercle  d'un  mouvement 
uniforme,  le  premier  dans  le  sens  direct,  l'autre  dans 
le  sens  inverse,  la  vitesse  du  second  étant  double  de 
celle  du  premier  :  V enveloppe  (H)  de  la  droite  BC 
est  une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse nients. 

Si  m  est  le  point  commun  à  deux  positions  voi- 
sines BG  et  B'C  de  la  droite  mobile,  le  triangle  B'G/?i 
est  isoscèle  :  la  limite  de  /n,  quand  B'C  vient  coïncider 
avec  BG,  est  donc  le  point  symétrique  de  G  par  rap- 
port à  B  :  la  droite  BG  touche  son  enveloppe  au 
point  M  symétrique  de  G  par  rapport  à  B  (^fig.  i). 

Adoptant  les  unités  d'arc  et  d'angle  de  la  Trigono- 
métrie, nous  désignerons  par  20  la  mesure  de  l'arc  AB; 
faisant  croître  cp  de  zéro  à  tt,  nous  obtiendrons  (H)  par 
points  et  tangentes  :  c'est  une  courbe  fermée  tangente 
au  cercle  w  en  A,  A,,  A2,  sommets  d'un  triangle  équi- 
latéral.;  ojA,  wA,,  wAo  sont  des  axes  de  symétrie  et 
des  tangentes  de  rebroussement,  les  points  de  rebrous- 
sementétantà  une  distance  3/-  de  co.  Le  point  co,  centre 
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ternaire,  sera  dit  le  centre  de  la  courbe;  le  cercle 
donné,  le  cercle  inscrit  ou  le  cercle  tritangent  à  l'hypo- 
cjcloïde;  ces  courbes  ont  leurs  convexités  opposées. 


L'hypocjcloïde  n'a  pas  de  point  double  ordinaire;  la 
partie  du  plan  qu'elle  limite,  et  qui  contient  son  centre, 
est  dite  région  intérieure;  toutes  les  H3  (cette  notation 
désignant  toute  bjpocjcloïde  à  trois  rebroussements) 
sont  des  courbes  semblables. 

Dans  la  définition  de  (H),  on  peut  remplacer  la  posi- 
tion initiale  de  la  droite  mobile,  c'est-à-dire  la  tan- 
gente U'U  en  A  au  cercle  cd,  par  une  autre  de  ses  posi- 
tions, c'est-à-dire  par  une  corde  quelconque. 

La  courbe  est  aussi  r enveloppe  des  droites  sur 
lesquelles  \}'\J  et  wA  déterminent  des  segments 
ayant  leurs  milieux  sur  le  cercle;  dans  cette  défini- 
tion, on  peut  substituer  à  U'U  et  toA  deux  sécantes 
rectangulaires  BG  et  GY  se  coupant  sur  le  cercle;  la 
courbe  est  tangente  à  ces  sécantes  aux  points  M  et  N 
symétriques  de  G  par  rapport  aux  seconds  points  où 
elles  coupent  le  cercle. 


(  Si   ) 

2.  Classe  et  degré  de\]^).  —  11  est  manifeste  que 
la  droite  mobile  passe  successivement,  au  moins  une 
fois,  par  tout  point  du  plan;  soient  BG  l'une  de  ses  posi- 
tions quand  elle  passe  par  un  point  déterminé  P,  CYla 
perpendiculaire  en   i]  à  cette  droite  {fig  2);   par   P 

Fiff.  2. 


S*^  Lih^. 


/ 


passent  autant  de  tangentes  à  (H)  que  de  droites  sur 
lesquelles  GY  et  BG  interceptent  un  segment  ayant  son 
milieu  sur  le  cercle  to  :  ces  droites  s'obtiennent  en 
joignant  P  aux  points  oii  la  perpendiculaire  à  GP  en 
son  milieu  coupe  to;  il  existe  donc,  outre  PBG,  au  plus 
deux  autres  tangentes  PB' G'  et  PB" G'',  à  (H),  issues 
de  P.  D'ailleurs,  toute  tangente  PBG  faisant  avec  AB 
et  U'U  un  triangle  isoscèle  ayant  sa  base  sur  U'U,  on 
peut  mener  une  tangente,  et  une  seule,  ayant  une  direc- 
tion donnée.  Par  conséquent  (H)  est  une  courbe  de 
troisième  classe^  bitangente  à  la  droite  de  V infini. 
Elle  coupe  la  droite  BG  aux  points  pour  lesquels  les 
deux   tangentes  autres  que  BG  coïncident,  et  en  ces 
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points  seulement,  c'est-à-dire  aux  points  E  et  E'  s.ymé- 
triques  de  C  par  rapport  aux  traces  D  et  D',  sur  BC, 
des  tangentes  à  w  perpendiculaires  à  BC;  si  d  et  d' 
sont  les  points  où  ces  tangentes  touchent  le  cercle,  les 
tangentes  à  (H)  en  E  et  E'  sont  E<f  et  Y! d'  ;  elles  sont 
rectangulaires  et  se  coupent  en  Q  sur  le  cercle  to  et 
sur  CY. 

Nous  voyons  que,  des  tangentes  issues  de  Q,  deux 
sont  perpendiculaires;  comme  il  n'existe  qu'une  seule 
tangente  perpendiculaire  à  une  tangente  donnée,  le 
cercle  to  est  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
circonscrits  à  (H). 

Nous  pouvons  ainsi  énoncer  ce  théorème  :  Toute 
corde  EE'  tangente  à  (H)  est  égale  à  ^r]  son  milieu 
est  sur  le  cercle  w,  à  égale  distance  de  son  point  de 
contact  M  et  du  second  point  G  oii  elle  coupe  le 
cercle;  les  tangentes  en  E  et  E'  sont  rectangulaires^ 
et  se  coupent  en  un  point  Q^  de  oj;  QC  est  perpendi- 
culaire à  EE'^  et  touche  (H)  en  N,  symétrique  de  C 
par  rapport  à  Q.  La  droite  MN,  joignant  les  points 
de  contact  de  deux  tangentes  rectangulaires,  est  tan- 
genle  à  (H). 

Les  normales  à  (H)  en  M,  E  etE'  se  coupent  au  point 
symétrique  de  Q  par  rapport  à  B,  c'est-à-dire  sur  le 
cercle  des  rebroussements. 

Il  existe  une  normale  à  (H),  et  une  seule,  parallèle 
à  une  tangente  donnée  CBM  :  c'est  la  normale  en  N; 
elle  est  inversement  homothétique  de  la  tangente  par 
rapport  à  w,  le  rapport  d'homothétie  étant  3.  La  déve- 
loppée de  (H)  est  donc  une  H3  inversement  homo- 
thétique de  (H),  par  rapport  à  to,  dans  ce  même 
rapport. 

Si  wM  coupe  en  v  la  normale  en  N,  v  est  le  centre  de 
courbure  en  N,  et  l'on  verrait  très  aisément  que  le  rayon 
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de  courbure  Nv  vaut  huit  fois  la  distance  de  o)  à  la 
tangente  en  N;  nous  trouverons  autrement  ces  résul- 
tats . 

Toute  tangente  à  (H)  coupant  la  courbe  en  deux 
points,  r  hypocycloïde  est  du  quatrième  de  gré  ^ 
comme  il  résulte  de  la  formule  de  Caylej 

3  /n  -4-  t  =  3  /i  -h  r, 

où  m  désigne  le  degré,  n  la  classe,  i  le  nombre  des 
tangentes  stalionnaires,  r  celui  des  points  de  rebrous- 
sement. 

3.  Voici  d'autres  conséquences  de  la  figure  i  :  B^ 
et  B'^  étant  les  milieux  des  deux  tangentes  PB^C 
et  PB'^C",  nous  pouvons  dire  que  si  trois  cordes  tan- 
gentes passent  en  un  même  point  P,  chacune  d^ elles 
est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  les  milieux 
des  deux  autres. 

Le  cercle  PB'B'^,  symétrique  du  cercle  to  par  rapport 
à  B'B",  lui  est  égal;  donc  le  cercle  qui  passe  aux  mi- 
lieux de  deux  cordes  tangentes  et  en  leur  point 
commun  est  égal  au  cercle  inscrit  dans  (H). 

Si  P  se  déplace  de  manière  que  Tangle  B'PB"  de  deux 
tangentes  issues  de  ce  point  conserve  une  valeur 
constante,  C  symétrique  de  P  par  rapport  à  B'B'',  res- 
tant sur  le  cercle,  B'B"  reste  constant,  d'où  ce  théorème: 
Si  un  angle  de  grandeur  constante  se  déplace  en 
s^ appuyant  par  ses  deux  côtés  sur  une  II3,  la  droite 
qui  joint  les  milieux  des  cordes  déterminées  par  la 
courbe  sur  les  cotés  a  une  longueur  constante ^  le 
centre  du  cercle  passant  au  point  commun  aux 
cordes  et  en  leurs  milieux  décrit  un  cercle  de 
centre  (o.  La  distance  des  points  où  les  côtés  de  l'angle 
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sont  coupés  par  les  tangentes  qui  leur  sont  respective- 
ment perpendiculaires  est  aussi  constante. 

Supposons  {fig-  2)  que  P  se  clé|)lace  sur  la  tan- 
gente CB,  la  bissectrice  de  l'angle  B'CB"  reste  fixe, 

celle  de  B' PB",  sj^n étriqué  de  la  précédente  par  rapport 
à  B'B'',  conserve  donc  une  direction  invariable.  Ainsi, 
les  deux  tangentes  à  une  H3,  issues  d'un  point  mo- 
bile d'une  tangente  fixe  ^  et  autres  que  celle-ci^  font 
des  angles  dont  les  bissectrices  ont  des  directions 
fixes;  ces  directions  sont  celles  des  tangentes  aux  points 
où  la  tangente  fixe  coupe  la  courbe.  On  en  conclut  que 
la  somme  des  angles  de  ces  tangentes  variables  avec  la 
tangente  fixe  est  constante,  puis  que  la  somme  des 
angles  de  ces  trois  tangentes  avec  une  droite  fixe  est 
constante. 

On  étend  de  suite  le  théorème  au  cas  où  le  point  se 
déplace  arbitrairement,  et  l'on  a  celte  importante  pro- 
position : 

La  somme  des  angles  que  font  avec  une  droite 
fixe  les  trois  tangentes  issues  d'un  point  quelconque 
est  constante. 

M.  G.  Humbert  a  déduit  celte  propriété  d'un 
théorème  sur  les  courbes  ayant  tous  leurs  foyers 
à  l'infini,  et  en  a  tiré  d'intéressantes  conséquences 
(Nouv.  Ann.^  *^9^)* 

Si  la  droite  fixe  est  la  tangente  U'U  au  sommet  A 
de  l'hypocjcloïde,  et  si  nous  appelons  a,  [3,  y  les  angles 
des  trois  tangentes  issues  d'un  point  quelconque  avec 
la  direction  U'U,  nous  trouverons,  en  considérant  une 
position  particulière  du  point,  A  par  exemple, 

a  +  B  -h  Y  =  - , 
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le  signe  e^  voulant  dire  :  égale  à  A-tc  près  (k  entier). 
Sous  cette  forme,  le  théorème  avait  été  énoncé  par 
Laguerre    (Nouv.    Arin.^    1870)?     sa    réciproque    est 
vraie. 

4.  Tout  point  d'une  H3  et  la  tangente  en  ce  point 
sont  déterminés  par  l'angle  que  fait  cette  tangente  avec 
la  tangente  U^U  en  un  sommet;  nous  pourrons  dési- 
gner par  la  notation  o  la  tangente  correspondant 
à  l'angle  ce,  que  nous  pourrons  supposer  compris 
entre  zéro  et  tt. 

Nous  appellerons  tangente  adjointe  à  une  tangente 
donnée  a  la  tangente  a',  différente  de  a,  issue  du  point 
de  contact  de  celle-ci  ;  a  et  a'  sont  liés  par  la  relation 

(i)  2a  -h  a'=  -. 

•2 

Si  trois  tangentes  a,  3,  y  ont  un  point  commun  P, 
leurs  tangentes  adjointes  a',  jj',  y'  ont  aussi  un  point 
commun  P';  cette  propriété,  commune  à  toutes  les 
courbes  de  Iroisième  classe,  peut  s'établir  comme  il 
suit  :  par  hypothèse,  on  a 

a  -h  ^  -h  Y  =  - , 


d'où 
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9.  a  -4-  a'  =  2  ^  4-  p'  =  '2  Y  +  y'  =  7  > 


a'+p'4-Y'^^; 


'2 


par  suite,  à  cause  de  la  réciproque  du  ihéorème  de 
Laguerre,  les  tangentes  a',  [^',  y'  concourent. 

Nous  verrons  plus  tard  comment  P' se  déduit  géomé- 
triquement de  P. 

De  la  relation  (i)  résulte  que  la  tangente  a'  adjointe 
à  la  tangente  a,  l'est  aussi  à  la  tangente  (a  4-  7  1  per- 
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pendiculaire  à  a;  on  retrouve  que  les  tangentes  aux 
extrémités  d'une  corde  tangente  sont  reclangulaires; 
on  retrouverait  aussi  que  la  troisième  tangente  issue 
du  point  commun  à  ces  tangentes  rectangulaires  est 
perpendiculaire  à  la  corde;  mais  nous  verrons  plus  loin 
d'autres  applications  du  théorème  de  Laguerre. 

5.  Revenant  à  la  figure  2,  nous  observons  que  le 
cercle  03,  passant  au  pied  C  d'une  hauteur  du 
triangle  PFG  et  aux  milieux  B^  et  B''  de  deux  côtés, 
est  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle  formé  par 
la  tangente  CY  et  les  deux  tangentes  autres  que  BC 
issues  de  P;  le  rayon  du  cercle  O  circonscrit  à  ce 
triangle  égale  ir\  les  autres  hauteurs  FG"  et  GC  sont 
aussi  tangentes  à  l'lijpoc_)'cloïde  (2);  soit  H  Jeur  point 
commun. 

Les  points  de  contact,  avec  (H),  des  côtés,  étant  les 
symétriques  de  C,  G',  G"  par  rapport  à  Q,  B'  et  B"  res- 
pectivement, les  normales  en  ces  points  concourent  au 
point  K  symétrique  de  H  par  rapport  au  centre  O  du 
cercle    circonscrit    au     triangle,     c'est-à-dire     donné 

par  co  K  =  —  3  Cl) H . 

Nous  étudierons  plus  loin  les  triangles  circonscrits 
tels  que  PFG  et  nous  verrons  en  particulier  que  l'hy- 
pocycloïde  est  l'enveloppe  des  droites  de  Simson  pour 
chacun  d'eux. 

6.  Génération  de  ()\)  par  roulement  (V un  cercle. 
—  Traçons  le  cercle  O  tangent  en  B  au  cercle  w  et  égal 
à  ce  cercle  {fig-  3),  il  passe  en  M;  soit  S  le  cercle  de 
centre  (o,  de  rayon  3;',  qui  touche  O  en  [3  sur  toBO, 
et  coupe  toA  en  a;  soit,  dans  le  sens  direct,  R  le  point 

de  S  tel  que  :   mesure  de  aR=  ->  R  est  un  point  de 
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TZ 


rebroussement  de  (H).  Nous  pouvons  supposer  'f  <  ^» 
o  désignant  la  moitié  de  la  mesure  de  l'arc  AB,  et  nous 


avons 


mesure  de  pR  =  77  mesure  de  [iM  = 2cp. 


Ces    arcs  sont  donc   équivalents,   et  si   le  cercle  O 
roule  sur  le  cercle  S  de  manière  que  le  point  de  contact, 

Fig.  3. 


C 


jo   ^-'^  ^^ 


d'abord  en  R,  se  déplace  vers  a,  dans  le  sens  inverse, 
le  point  de  O  primitivement  en  R  décrit  l'iijpocj- 
cloïde  (H),  de  R  vers  M. 

Considérant  de  même  le  cercle  O'  de  rajon  2/'  tan- 
gent intérieurement  en  C  au  cercle  oj  et  touchant  2 
en  V,  nous  verrions  que  ce  cercle  passe  en  INI,  que  les 
points  [j,  M,  V  sont  en  ligne  droite,  et  que  les  arcs  yM 
et  vR  sont  équivalents  et  ont  une  longueur  double  de 
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celle  des  arcs  ^M  et  pR;  si  le  cercle  O'  roule  sur  S 
de  manière  que  le  point  de  contact,  d'abord  en  R,  se 
déplace  sur  2  dans  le  sens  direct,  le  point  de  O'  primi- 
tivement en  R  décrit  aussi  la  courbe  (H),  de  R  vers  M. 
Le  diamètre  MO'M'  enveloppe  cette  courbe,  et  le 
point  M'  la  décrit. 

7.  Développée  de  (H).  —  L'arc  Ry  étant  double  de 
l'arc  Rp,  la  droite  py,  normale  à  (H)  en  M,  enveloppe 
une  H3  touchant  en  R  le  cercle  S  et  tritangente  à  ce 
cercle;  le  centre  de  courbure  [a  de  (H)  en  M  est  symé- 
trique de  y  par  rapport  à  [^;  et  si  toE  est  la  distance 
de  0)  à  la  tangente  CRM  en  M,  la  figure  3  donne 

^fi  _  1   _  M^ 
fjt.Y        2         My 

Ainsi  le  point  M.  de  [H)  et  le  centime  de  courbure  [j. 
en  ce  point  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle  des 
rebroussements  S  ;  le  rayon  de  courbure  vaut  huit  fois 
la  distance  de  lù  à  la  tangente  en  M.]  la  développée 
est  une  H3  tangente  à  S  aux  points  de  rebrousse- 
ment  de  (H)^  c^  est-à-dire  inversement  homot  hé  tique 
de  (H)  par  rapport  à  iù^  le  rapport  d'homothétie 
étant  3. 

8.  Aire  de  (H).  —  m  désignant  le  point  commun 
aux  deux  positions  infiniment  voisines  BC  et  B'C  de 
la  droite  mobile  qui  enveloppe  (H),  nous  pouvons 
écrire  {fig.  i),  aux  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur près, 

aire  mBB'=  -aire  /?i  GC'=  :^aire  BB'C'G. 
4  J 

Si  donc  B|  est  le  point  du  cercle  w  tel  que  AB,  =  -  > 
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et  R  le  point  de  rebroussement  de  (H)  correspondant 

aire  ABi  R  =  — r-j 
6 

d'où  il  suit  que  V aire  de  la  courbe  est  double  de  V aire 
du  cercle  inscrit. 

Longueur  de  (H).  —  Soient  10  et  2(cp -(- Acp)  les 
mesures  des  arcs  AB  et  AB',  o  pouvant  être  sup- 
posé <  ^)  et  Acp  >>  o  ;  D,  D'  les  traces  de  BC  et  B'G^ 
sur  U'U,  M  et  M'  les  points  de  contact  de  ces  tan- 
gentes {fig-  i),  m  leur  point  commun;  on  a  sans 
peine 

BD<BM<Bm,         et         B'D'<  B'm  <  B'M', 

ce  qui  montre  que  la  convexité  de  la  courbe  est  bien 
opposée  à  celle  du  cercle,  et  l'on  obtient 

mM  =  4^^  sinAcp  cos(3  cp -f- Acp), 
mM'  =  4''  sinAcp  cos(3cp  -+-  aAcp), 

mM.=^niW  aux  infiniment   petits    du    second   ordre 
près,  et  Ton  a  avec  la  même  approximation 

arc  MM'=  2/nM  =  8r  sin  Acp  cos(3cp  -h  Acp), 
d'où 

arc  AR  =  8  /'  /      cosScp  <icp  =  -— . 

La  longueur  de  la  courbe  (H)  est  donc  égale 
à  i6r. 

Autrement  :  si  R'  est  le  centre  de  courbure  en  A, 
comme  le  rajon  de  courbure  en  R  est  nul,  l'arc  RR' de 
la  développée  équivaut  au  rajon  de  courbure  en  A, 
c'est-à-dire  à  8/-,  et  l'arc  AR  de  (H),  qui  vaut  le  tiers 
du  précédent,  a  pour  longueur  -—• 
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9.  Parabole  osculatrice.  —  Une  parabole  et  une  H3 
ont  six  tangentes  communes,  la  droite  de  l'infini 
comptant  pour  deux;  la  parabole  osculatrice  en  M 
est  la  parabole  II  pour  laquelle  les  tangentes  com- 
munes à  distance  finie  coïncident  avec  la  tangente 
à  (H)  en  M;  elle  est  la  limite  de  la  parabole  II'  tan- 
gente en  M  et  M'  à  mM  et  mW  {Jig-  i);  la  mé- 
diane inL  de  /nlVIM' donne  la  direction  des  diamètres 
de  n';  posant 

oc  =  L  m  M.         a'  =  L  m  M', 


nous  avons 


sina 
sina 


mU 


m  M 
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d'où  nous  déduisons,  en  tenant  compte  des  expressions 
de  mM,  mM'  (8), 


tang 

a 

—  a 

1 

tano^ 

a' 

-\-  a 

3  Aco\  A9 

=  tang(3cp+  — -j  tang-^, 


ou,  en  remarquant  que 


d'où 


a  H-  a'        71        Axp 


1 

a  —  a 


3Acp 
=  tang  (  3  cp  H — i-  / , 


tang 


lira  =  3cp  4-  kiz         (k  entier) 


et  facilement 


Il  m  a  ^ 3  cp . 


Nous  concluons  de  là  que  le  diamètre  MZ  de  II  est 
parallèle  à  toC  Construisons  la  directrice  :  cette 
parabole  ajant  même  centre  de  courbure  |x  que  (H) 
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au    point   M,   si    nous    prolongeons    U-M    d'une    lon- 
gueur M{x'=.  ^  {fig.  4),  u'est  sur  la  directrice  de  H. 

Fig.  4. 


Comme  Mjji'=4wE,  loE  distance  de  w  à  la  tan- 
gente MBG,  Y-'  est  sur  C03;  la  directrice  A  est  la  per- 
pendiculaire en  ce  point  à  Co). 

Si  CM,  est  la  tangente  à  (H)  perpendiculaire  à  CM, 
Ja  projection  F  de  |jl'  sur  MiM,  est  le  point  où  celte 
droite  touche  (H);  \k'  est  le  point  de  concours  des 
normales  en  M,  Mi  et  F. 

La  tangente  en  M  à  H  coupant  la  directrice  en  G, 
et  MM,  étant  symétrique  du  diamètre  MZ  par  rapport 
à  la  tangente,  le  foyer  de  II  est  la  projection  F'  de  G 
sur  MM,. 

]x'¥  et  GF'  sont  parallèles  à  la  médiane  du  triangle 
rectangle  [x'MG  issue  de  M,  donc  MF'=  MF,  et  l'on  a 
ce  théorème  énoncé  par  Laguerre  (  Nouv.yinii.^  1  <S^o)  : 
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Si  F  est  le  point  où  une  H3  est  touchée  par  la  tan- 
gente adjointe  à  la  tangente  en  M,  le  symétrique  F' 
de  F  par  rapport  à  M  est  le  foyer  de  la  parabole 
qui  a  en  M  un  contact  du  troisième  ordre  avec  V hy- 
pocycloïde. 

Nous  venons  de  voir  aussi  que  ce  foyer  Y  est  la 
projection,  sur  la  tangente  MF,  du  milieu  \l"  du 
rayon  de  courbure;  le  symétrique  de  ce  milieu, 
par  rapport  à  M,  est  sur  le  cercle  des  rebrousse- 
ments  S,  et  la  tangente  en  ce  point  à  ce  cercle  est  la 
directrice  de  la  parabole. 

Enonçons  aussi  ces  propriétés  faciles  à  obtenir  : 
les  paraboles  osculatrices  aux  extrémités  d'une 
corde  tangente  ont  même  directrice;  leur  corde 
commune  louche  V hypocycloïde ;  la  distance  de 
Leurs  foyers  est  égale  à  8r;  ces  foyers  et  celui  de 
la  parabole  osculatrice  au  point  de  contact  F  de 
la  corde  déterminent^^  un  cercle  qui  passe  au 
deuxième  point  oit  l'autre  tangente  issue  de  F 
coupe  V hypocycloïde. 

Hypocycloïde  a  trois  rebroussements  considérée 

COMME   ENVELOPPE    DES   DROITES    DE    SiMSON   d'uN   TRIANGLE. 

10.  Soit  M  un  point  du  cercJe  O  circonscrit  à  un 
triangle  ABC  ;  a,  p,  y  ses  projections  sur  les  côtés  ;  A  la 
droite  qui  joint  ces  points  5  H  l'orthocentre  du  triangle, 
A',  B',  G'  les  milieux  des  côtés  ;  D,  E,  F  les  pieds  des 
hauteurs;  le  milieu  N  de  HM  est  sur  A;  il  est  aussi  le 
milieu  du  segment  aa'^  déterminé  sur  A  par  BC  et  la 
hauteur  correspondante,  et  des  segments  analogues  ^^" 
et  yy'^  Ce  point  N  est  sur  le  cercle  des  neuf  points, 
dont  nous  appellerons  w  le  centre. 

Béciproquement,  la  droite   qui  passe  en  N,  et  qui 
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coupe  BG  et  AD  en  des  points  équidistants  de  N,  étant 
unique,  est  aa",  c'est-à-dire  la  droite  de  Simson  rela- 
tive à  M;  nous  sommes  ramenés  à  un  mode  de  généra- 
tion de  l'hjpocjcloïde  (1)  •'  A  enveloppe  une  H3  tri- 
tangente  au  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 

Cette  courbe  touche  les  côtés  et  les  hauteurs  du 
triangle  :  les  côtés  aux  points  A,,  Bi,  Ci,  symétriques 
des  pieds  des  hauteurs  par  rapport  aux  milieux  des 
côtés  auxquels  ils  appartiennent;  les  hauteurs  aux 
points  A'j,  B'j,  Gj  symétriques  des  pieds  des  hauteurs 
par  rapport  aux  milieux  a,  b^c  de  HA,  HB,  HG  {Jig-  5). 

Fig.  5. 


A,  A'j,  parallèle  à  SJ a  et  à  OA,  est  tangente  à  l'hjpo- 
cycloïde  ;  de  même  B,  B'j  et  C|  G', . 

L%s  sommets  àe  l'hjpocycloïde,  c'est-à-dire  les  points 
où  elle  touche  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle, 
sont  les  points  situés  au  tiers  des  arcs  A'D,  B'E,  G'F, 
à  partir  fies  milieux  des  côtés. 

1 1 .  Une  H3  quelconque  peut  d' une  infinité  de  ma- 
nières être  considérée  comme  Ven{>eloppe  des  droites 
de  Simson  d un  triangle  :  soit  en  elî'et  une  hypocy- 
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cloïde  (H),  considérons  un  triangle  quelconque  ayant 
un  cercle  des  neuf  points  égal  au  cercle  inscrit  dans  (H)  ; 
l'enveloppe  des  droites  de  Simson  de  ce  triangle  est 
une  H3  égale  à  (H);  si  l'on  fait  coïncider  ces  deux 
courbes,  le  triangle  auxiliaire  devient  un  triangle  cir- 
conscrit à  (H),  dont  cette  hypocjcloïde  est  précisé- 
ment l'enveloppe  des  droites  de  Simson.  Nous  appelle- 
rons ces  triangles  les  triangles  T  de  l'hypocjcloïde  (H)  : 
leurs  cercles  circonscrits  sont  tous  égaux ^  leurs  côtés 
et  leurs  hauteurs  sont  tangents  à  (H),  ils  ont  tous 
pour  cercle  des  neuf  points  le  cercle  tritangent 
à  (H). 

Ce  mode  de  génération  permettrait  de  retrouve'r  les 
propriétés  principales  de  l'hypocycloïde  ;  en  particu- 
lier, on  verrait  que  la  somme  des  angles  que  font, 
avec  un  côté  BC  d'un  triangle,  les  deux  droites  de 
Simson  passant  par  un  point  de  ce  côté,  est  indépen- 
dante de  ce  point,  d'oii  l'on  déduirait  le  théorème 
de  M.  G.  Humbert  (3). 

12.  Une  ^A-^tangente  aux  côtés  et  à  une  hauteur  kX) 
d^ un  triangle  K^Vj  touche  les  deux  autres  hauteurs^ 
et  le  triangle  est  pour  celte  courbe  un  triangle  T  : 
Si  BE'  est  la  troisième  tangente  issue  de  B,  on  a, 
d'après  le  théorème  de  M.  Humbert,  GX.  étant  le  pro- 
longement de  BG, 

/X        /\        X\        /'^         /^N 

AGX  4-  ABX  -4-  ADX  =  ABC  -f-  E'  BX, 
d'où 

E  b\  =  -  -  (S 

A,  B,  G  désignant  les  mesures  en  radians  des  angles 
du  triangle.  Donc  BE^  coïncide  avec  la  hauteur  BE, 
et  l'hypocycloïde  est  bien  tangente  aux  deux  autres 
hauteurs  du  triangle. 
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L  enveloppe  des  droites  de  Simson  de  ABC  a  alors 
même  cercle  inscrit  que  cette  H3,  car  celui  de  cette 
courbe  passe  en  D,  E,  F,  sommets  d'angles  droits 
circonscrits,  mêmes  points  de  contact  avec  les  côtés 
cl  avec  le  cercle  inscrit  ;  cette  enveloppe  coïncide  donc 
avec  la  courbe  donnée,  pour  laquelle  ABC  est  bien 
alors  un  triangle  T  :  ainsi  tout  triangle  circonscrit 
à  une  H3,  dont  une  hauteur  touche  la  courbe,  est  un 
triangle  T;  nous  avons  déjà  rencontré  de  tels 
triangles   (o). 

Il  suffît  donc,  pour  obtenir  un  triangle  T,  de  mener 
d'un  point  trois  tangentes  à  rhypocycloïde  et  d'ad- 
joindre à  deux  d'entre  elles  la  tangente  perpendiculaire 
à  la  troisième;  il  existe  trois  triangles  T  :  ABC,  ABH, 
ACH,  ayant  un  sommet  en  A.  Si  A  est  intérieur  au 
cercle  tritangent,  ces  trois  triangles  sont  obtusangles  : 
s'il  est  extérieur,  un  est  acutangle;  s'il  est  sur  le  cercle, 
deux  des  triangles  se  réduisent  à  des  segments  de  droite, 
et  le  troisième,  qui  est  rectangle,  a  ses  sommets  autres 
<jue  A  sur  la  courbe. 

On  peut  encore  observer  qu  un  triangle  T  est  acu- 
tangle, rectangle  ou  oblusangle,  suivant  que  son  ortho- 
centre H  est  intérieur  au  cercle  circonscrit  O,  est  sur  ce 
cercle  ou  extérieur,  c'est-à-dire  suivant  que  OH  =  2/*, 
;•  désignant  le  rayon  du  cercle  (o  Inscrit  dans  l'Iiypo- 
cycloïde;  ou  suivant  que  Oco  =  /',  c'est-à-dire  suivant 
ffue  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  T 
est  intérieur  au  cercle  inscrit  clans  V liypocycloïde^ 
est  sur  ce  cercle  ou  extérieur. 

Du  tliéorème  de  Laguerre  (3)  et  de  ce  qui  piécède 
il  résulte  que  : 

Pour  que  trois  tangentes  a,  [3,  •'  foi-ntent  un 
triangle  'i\  il  faut  et  il  suffit  que  a -H  ,3 -h  7  ^  o 
(à  /r-TT  près,  k  entier). 

Ann.  de  Malliéniat.,  \'^  série,  t.  \III.  (l<'évrier  1910. )  5 
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13.  Si  lin  point  A  se  déplace  sur  une  tangente 
fixe  AD,  les  deux  autres  tangentes  issues  de  A  forment 
avec  la  tangente  X'DX  perpendiculaire  à  AD  {fig-  5) 
un  triangle  T,dont  le  côté  BG  a  son  milieu  k'  fixe  sur 
le  cercle  to  inscrit  dans  l'hypocycloïde,  puisque  to  est 
le  cercle  des  neuf  points  de  ABC.  AO,  parallèle  à  ato, 

a  une  direction  fixe;  comme  BAD  =  OAC^  la  bissec- 
trice de  V angle  BAC,  quand  A  se  déplace  suf  AD, 
a  une  direction  i/t variable. 

I^a  considération  des  triangles  T  conduit  à  une  foule 
d'autres  propriétés,  dont  nous  donnerons  les  princi- 
pales. 

14.  Tout  point  H  intérieur  à  une  H3  est l'ortliocentre 
d'un  triangle  T  formé  par  les  tangentes  perpendicu- 
laires aux  tangentes  issues  du  point,  et  est  intérieur  au 
triangle  ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  des 
tangentes;  on  en  conclut  que  tout  cei'cle  de  rayon  2  r 
ayant  son  centre  O  à  l'intérieur  d'une  H3  est  cir- 
conscrit à  un  triangle  T  et  un  seul. 

La  figure (5)  douue  : 

ha;  =  AD,         HB,  ^  BE,         \U:\  =  GF, 
HA'i.BG  =  HBj.GA^  HC/,.AB, 
d'oii 

ha;  sinB'i  HG/,  =  UH\  sinG/i  HA;  =  UC\  s\nX',  HB',. 

Donc,  si  d'un  point  on  mène  les  tangentes  à  une  H;}, 
les  produits  obtenus  en  multipliant  la  distance  du 
point,  au  point  de  contact  de  chaque  tangente,  par 
le  sinus  de  l' angle  des  deux  autres  tangentes^  sont 
égaux. 

15.  Les  normales  à  une  H3  aux  points  A,,  B,,  C, 
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OÙ  elle  touche   les  côtés  dan  triangle   T   concou- 


rent  en    R,  point    de   HwO    tel  que  OK  =  — OH, 

ou  (oK  =  — ^3toH;  nous  élahllrons  plus   loin    la    réci- 
[)i()q(i<î. 

De  même  les  normales  aux  poinis  A|,  13^,  G',  où  la 
courhe  touche  le  côlé  BC,  et  les  hauteurs  BE  et  CF^ 

concourent  au  point  K'  de  co  A^  tel  que  wK'  =  —  3o>Ay 
cai-  HBC  est  un  triangle  T  ayant  A  pour  orthocentie. 
K."  et  R'''  désignant  les  deux  autres  points  analogues^ 
le  triangle  R'  R" R/'^  est  inversement  homolhéti(|ue,  dans 
le  rapport  3,  du  triangle  ABC,  par  rapport  au  centre  o> 
de  rhjpocycloVde;  R  est  l'orthocentre  de  ce  triangle. 
Le  centre  de  gravité  G  de  ABC  est  sur  HO,  et  l'on 


a  gl>H  =  —  3(0 G,  de  sorte  que  H  est  le  centre  de  gra- 
vité de  R'R"R"'.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  dUui point  H  on  mène  les  tangentes  à  une  W.^^ 
les  normales  aux  points  de  contact  forment  un 
triangle  dont  le  cercle  circonscrit  a  pour  rayon  6/-; 
le  centre  de  gravité  de  ce  triangle  est  le  point  H; 
son  orthocentre  est  le  point  R  de  H(»)  donné  par 

16.  Traçons  le  cercle  HB',  G',  qui  coupe  H  V^  en  a^^ 
projection  de  R'  sur  H\j,  <;t  (pii  passe  en  K' ;  H  étant 
le  centre  de  gravité  de  R'  K"  R'",  on  a  H  c^,  =  —  'x  H  V'j  ; 
et  puisque  K'a,  est  paiallèle  à  K"  K'^',  le  faisceau 
(  K',  rt,  HB,  (y,  )  est  harmonique;  de  là  ce  théorème 
énoncé  par  Laguerre  (Ao//i'.  Ann.^  '^7^)  •  ^^  d^ un 
point  H  on  mène  à  une  H;,  trois  tangentes  dont  les 
points  de  contact  sont  A',,  B, ,  G',,  et  si  st/r  HA,  o/f 
prend  c/,  tel  (/ue  H<:f,r= —  7,11  \', ,  les  points  a^.  H, 
15',,  G,  (appartiennent  à  un  cercle  qu'ils  divisent 
liarmoniquement. 


(  68  ) 

Ce  ihéorème,  qu'on  pouvait  déduire  de  Ja  propriété 
établie  au  n*'  14,  permet  de  construire  une  H3  tan- 
gente à  deux  droites  données  en  deux  points  donnés. 
Il  montre  aussi  que  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes réelles  issues  d^un  point  ne  peuvent  être  en 
ligne  droite. 

Concevons  que  H  soit  sur  la  courbe,  deux  des  points 
de  contact,  B'j  et  VJ^  par  exemple,  coïncident  avec  H, 
le  cercle  HB'jCy^  devient  le  cercle  décrit  sur  le  i-ajon 
de  courbure  en  H  comme  diamètre;  ce  cercle  inter- 
cepte,   d'après    le     théorème     ci-dessus,    sur    HAj     la 

corde  Ht/,  telle  que  H«,  =: —  aH.Vj  ;  nous  retrouvons 
ainsi  que  le  cercle  de  courbure  en  H  détermine^  sur 
la  deuxième  tangente  issue  de  H,  une  corde  qua- 
druple de  H  Vj  et  de  sens  contraire  (9). 

17.    La  (îgure  5  donne  encore 

HB^  _  M  _  ii5  _  ^'"^^  _  sinBHD 
ÏÏCV  ~  GF  ~  ÂC  ~  ihTÏÏ  ~  7^^ 

'  sinCflD 

H_Vj  est  donc  le  prolongement  de  la  symédiane 
de  HB'jC'j  parlant  de  H  :  Cliacjue  tangente  menée 
d' un  point  à  une  H3  a.  une  direction  opposée  à  celle 
de  la  symédiane  partant  de  ce  point  dans  le  triangle 
ayant  pour  sommets  le  point  donné  et  les  points  de 
contact  des  deux  autres  tangentes. 

Prenons  maintenant  sur  IIB',  et  HC'j  deux  points  B2 

et  C2  tels  que 

HB;.HB2=  HCi.HC,, 

HA',,  sjmédiane  pour  le  triangle  HB^Cj,  est  médiane 
pour  HB2C2;  d'où  ce  théorème  signalé  par  M.  G.  Hum- 
bert  {Nouv.  Ann..,  i<S93)  :  Si  sur  les  ti'ois  tan- 
gentes issues  de  H  on  prend  des  points  Ao,  B2,  C^, 


(  ^>9  ) 
tels  que  HAo.HA;  =  HB,.HB;  =  HCo.HG,,  le  point  H 
est  le  centre  de  gravité  du  triangle  A2B;^G2. 

18.  Nous  avons  déjà  vu  que  les  tangenles  adjointes 
de  trois  tangentes  concourantes  ont  un  point  commun  : 
les  tangentes  adjointes  des  langenles  issues  de  H, 
c'est-à-dire  A,  V,,  B,Bj,  G,  G'j  [)assent  donc  en  un 
même  point  P,  que  nous  appellerons  le  point  adjoint 
de  H;  tout  point  P  est  le  point  adjoint  de  quatre 
points  A,  B,  G,  H,  sommets  de  quatre  triangles  T. 

A,  A'j,  parallèle  à  OA  et  à  A'wa,  est  perpendiculaire 
à  EF,  et,  A'  étant  le  milieu  de  DA| ,  est  syméirique,  par 
rapport  à  to,  de  la  hauteur  du  triangle  DEF  issue  de  D; 
par  suite  P  est  le  point  symétrique^ par  rapport  à  w, 
de  V orthocentre  de  DEF. 

Les  bissecirices  des  angles  formés  par  B,  PB',  et  G,  PG', 
étant  parallèles  aux  tangenles  en  A,  et  A'j,  nous  avons 
cette  proposition  :  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  tangentes  issues  dun  point  P  sont  paral- 
lèles aux  côtés  et  aux  hauteurs  d'un  triangle  T 
dont  les  sommets  et  V orthocentre  ont  P  pour  point 
adjoint. 

19.  Si  a^y  est  la  droite  de  Simson  de  M  {fi g-  >), 
le  centre  Oj  du  ceicle  A^y  est  le  milieu  de  A  M  el  se 
trouve  sur  le  (-ercle  de  diamètre  AO  ;  l'orthocenlre  H, 
de  APy  est  sur  la  symétrique  de  AO,  par  rap|>()i  t  à  la 

bissectrice   de    A,   -— r   ^^^    ^*&^'    ^    '^    valeur    absolue 

de  2CosA,  comme -r-r;;  AHH,   (;l    VOO,  sont  inverse- 
ra O 

ment  .semblables,  H,  appaitient  au  cercle  de  dia- 
mètre Ali  dont  le  centre  a  est  sur  le  cercle  (o  ;  on  peut 
énoncer  ce  théorèmes:  Deux  tangentes  fixes  AB  et  AG 
d\tne  H3  étant  coupées  par  une  tangente  variable 
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en  V  et  [ii,  le  lieu  du  centre  du  cercle  Ajjy  est  un 
cercle  égal  nu  cercle  tritangent  et  ayant  XO  pour 
diamètre^  O  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  T,  ABC,  dont  deux  côtés  appartiennent 
aux  deux  premières  tangentes.  Le  lieu  de  V ortho- 
centre de  Aj^y  est  le  cercle  de  diamètre  AH,  H  ortho- 
centre de  ABC;  le  centre  de  ce  cercle  est  sur  le  cercle 
tritangent. 

20.  Des  propriétés  des  triangles  T,  on  déduit  encore 
aisément  que  les  cercles  tangents  en  A  à  la  tan- 
gente AA'j  et  passant  respectivement  aux  points  de 
contact  B,  et  C|  des  autres  tangentes  sont  égaux; 
leur  diamètre  est  égal  au  segment  BC  déterminé 
par  AB,  et  AC,  sur  la  tangente  perpendiculaire  à  AA'j. 

Elles  permettraient  de  retrouver  la  construction  du 
cenire  de  courbure  en  un  point  et  de  la  parabole  oscu- 
latrice  :  considérons  en  effet  un  triangle  T  a^ant  un 
angle  obi  us  A,  et  touchant  BC  en  A,  et  AC  en  M;  le 
cercle  langent  en  M  à  AC,  et  passant  en  A,,  a  pour 
limite  le  cercle  osculalour  en  M  quand,  la  tangenle 
en  M  restant  (ixe,  le  point  C  vient  coïncider  avec  M; 
dans  les  mêmes  conditions  la  parabole  louchant  AC 
et  BC  en  M  et  /V|  devient  la  parabole  qui  a  en  M  un 
contact  du  troisième  ordre  avec  l'hypocycloïde;  celte 
remarque  conduit  sans  peine  aux  résultais  connus. 

Enfin,  en  exprimant  les  divers  éléments  de  la  figure  5 
en  ("onction  de  /•  et  des  angles  a,  [j,  v  que  font  avec  U'U 
les  cotés  du  triangle  ABC,  on  aurait  des  formules  d'où 
l'on  déduirait  diverses  conséquences. 

"^  DnorrKs  dk  Si.mson  (;knkraliséks. 

21.  Enonçons  d'abord  les  |)ropiiélés  suivantes  ana- 
logues à  celles  des  droites  tie  Simson  : 


\ 
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I.  VX,  BY,  CZ  étant  des  droiles  qui  font,  avec  les 
directions  BC,  CA,  AB  des  côtés  d'un  triangle,  un 
même  angle  9,  compté  positivement  dans  le  sens  direct 
à  partir  des  côtés,  les  projections  a,  p,  v,  sur  les  côtés, 
parallèlement  à  ces  droites,  d'un  point  M  du  cercle 
circonscrit  O  appartiennent  à  une  même  droite,  que 
nous  nommerons  la  droite  A(8)  du  point  M;  Best  com- 
[>ris  entre  zéro  et  -. 

II.  7/,  Jj',  v'  étant  les  seconds  points  où  Ma,  M^,  My 
coupent  la  circonférence,  les  droites  Aa',  B^',  Cv' sont 
parallèles  à  A (9);  donc,  9  étant  donné,  il  existe  une 
droite  A(9),  et  une  seule,  de  direction  donnée. 

III.  I^es  droites  relatives  à  deux  points  M  et  M,  font 
un  angle  égal  à  M  VM,  ;  à  deux  points  diamétralement 

V\ii.  6. 


a'   p 


opposés    correspondent    deux    droiles    rectangulaires, 
dont  lepoint  commun  décrit  une  circonférence. 

IV.    Par  un  j)oint  a  de  BC  passent  deux  droites  A (0), 
qui  coïncident  si  a  vient  en  G  ou  G',  traces  sur  B(/  des 
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tangenles  au  cercle  ()  parallèles  à  AX  ;  on  a 

sinU 
R  rayon  du  cercle  {fig-  6). 

V.  Ma,  Mi3,  My  font,  avec  MA,  MB,  MG  respec- 
tivement, des  angles  ayant  même  bissectrice. 

VI.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  une  Iransvei- 
sale  apv,  il  existe  un  point  M  du  cercle  circonscrit,  et 
un  seul,  pour  lequel  la  droite  est  une  A(8)  :  il  s'oblient 
en  menant  la  corde  Va/  parallèle  à  la  droite,  et  joi- 
gnant a'a;  c'est  le  foyer  de  la  parabole  inscrile  au 
triangle  et  tangente  à  la  transversale. 

22.  Enveloppe  des  droites  A(f)).  —  Etant  donnés 
un  triangle  ABC  et  aj^y  la  droite  A(8)  relative  à  un 
point  M  du  cercle  circonscrit  O,  //  existe  un 
triangle  AB,G,,  ayant  ses  sommets  B,  et  C,  sur  AB 
et  AC,  pour  lequel  A (8)  est  une  droite  de  Simson 
ordinaire;  8  restant  constant^  ce  triangle  est  inva- 
riable quand  M  parcourt  le  cercle  O,  d^oii  il  suit 
qu^ alors  A (8)  enveloppe  une  W^. 

Soit  M,  le  point  qui  se  projette  en  [S  el  "'  sui-  AC 
et  AB  {fig.  6);  A[i>My  et  Aj^M,y  étant  inscriplibles, 
les  points  A,  M,  M,,  jj,  v  sont  sur  le  cercle  de  dia- 
mètre AM, 


A  Ml  011 


/^s         ^      '  AM         sinO 

si  II  A  fi  M 

Comme  de  plus  MAM,=:MpM,=  -  —8  (8  est  sup- 
posé aigu\  le  lieu  de  iM, ,  quand  M  parcourt  le  ceicle  O, 
est  un  cercle  O,  obtenu  en  faisant  tourner,  dans  le  sens 
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direct,    d'un   angle  (^ — 8),    un   cercle   homolhélique 

de  O,  par  rapport  à  A,  dans  Je  rapport  -r— r  ;  le  centre  O, 
est  sur  la  [)eipendiculaire  en  O  au  diamètre  AOA'  du 
cercle  circonscrit,  et  l'on  a  O AOi  =  -  —  0,  dans  le  sens 

direct  à  partir  de  AO. 

Le  cercle  O,  coupe  AB  et  AC  en  B,  et  C,  :  toute 
droite  A(0)  relative  à  ABC,  0  conservant  la  même 
valeur,  est  une  droite  de  Sinison  relative  à  AB<C,, 
et  réciproquement^  M  parcourant  le  cercle  O, 
A(0)  enveloppe  donc  une  H3  tangente  à  AB(,  AC|, 
B,C,,  tangente  par  suite  aux  trois  côtés  du  triangle 
primitif  ABC,  ce  qu'on  pouvait  voir  de  suite.  AX,  BV, 
CZ,  qui  sont  des  A (9)  particulières,  sont  tangentes 
à  celte  H3.  et  l'on  peut  vérifier  que  B,  G,  est  perpendi- 
culaire à  AX.  Le  If'iangle  AB,  C,  est  un  triangle  T 
pour  V enveloppe  de  A (8);  ces  résultats  s'appliquent 
quand  8  est  obtus. 

Toute  H3  peut  être  considérée,  inversement^ 
comme  V enveloppe  des  droites  A (8)  relatives  à  un 
triangle  cjuelconcjue  qui  lui  est  circonscrit;  une 
tangente  arbilraire^autre cjue  les  côtés  du  triangle^ 
détermine  8. 

11  résulte  de  là  que  quatre  tangentes  déterminent 
une  Ils. 

23.  Les  troisièmes  tangentes  issues  des  sommets 
de  ABC  étant  AX,  BY,  CZ,  le  triangle  A'B'C  qu'elles 
forment  a  ses  angles  égaux  à  ceux  de  ABC.  d'où  ce 
lliéorèuie  :  Si  des  sommets  d'un  triangle  circonscrit 
à  une  H;,  on  mène  les  autres  tangentes  s  leurs  anales 
avec  les  côtés  opposés  ont  une  même  valeur  8,  et  J'or- 
nn'nt  un  triangle  semblable  au  premier. 


(  -4  ) 

Le  rapport  de  similitude  du  second  triangle  A'B'C 
au  premier  ABC  vaut  acosG;  l'orthocentre  du  premier 
est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  second;  les  pro- 
jections des  côtés  du  premier  sur  les  côtés  correspon- 
dants du  second  sont  égales  à  la  moitié  de  ceux-ci. 

Ce  ihéorème,  qui  permettrait  de  retrouver  celui  du 
n**  3,  a  été  établi  autrement  par  M.  G.  Humbert, 
qui  a  appelé  A'B'C  le  triangle  dérivé  du  premier,  et 
a  démontré  d'intéressantes  propriétés  des  triangles 
dérivés  successifs  d'un   triangle  donné  [Nouv.  Ann., 

,893). 

Nous  nommerons  triangle  T(9)  d'une  H3  lout 
triangle  circonscrit  pour  lequel  cette  courbe  est  l'enve- 
loppe des  droites  A  (G)  :  la  somme  des  angles  des  côtés 
d'un  tel   triangle,  avec  la  tangente  U'U  à  la  courbe  en 

un  de  ses  sommets,  est  égale  à( BLàAn:  près  ;  et 

réciproquement   tout  triangle   circonscrit    pour    lecjuel 

cette  somme  vaut  ( G  j  est  un  triangle  T(8). 

G  étant  donné,  un  point  A  intérieur  à  une  H3  est  un 
sommet  de  trois  triangles  T(9);  les  côtés  opposés  à  ce 
sommet  forment  un  triangle  T(oO). 

24.  Points  de  contact  des  côtés  de  VBG  avec  Venve- 
loppe  de  A(9).  —  La  corde  CP  étant  parallèle  à  HY, 
et  A,  étant  la  projection  de  P  sur  BC,  faite  parallèle- 
ment à  AX,  la  droite  A(6)  de  P  est  BC  qui  touche 
l'enveloppe  en  A,;  les  triangles  semblables  PA,C 
et  PAB,  PA,  B  et  PAC,  donnent 

A,(:  _  PC  AiB        PB 

"ÂB~  ~  PÂ'         Te"  ""  I»A' 

d'où 

Al  B  _  AC  PB  _  /y  si  II  (  9  — C) 

ÂTC  ~"  AB   PC  ~  f.  sin(0-f-  B)' 
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«,  b^  c  désignant  les  cotés  du  triangle;  on  s'assure  que 


A,  H  _       />sinrO  —  C) 
ÂTC  ~       csin(64-B)' 

B|   et   G,    étant   les   points  de  contact  de   GV  et   AB, 
pour  que  VA,,  BB,,G(])  concourent,  il  faut  et  il  suffit 

que 

sinfO  — Cjsin(6— A)siii(6  — B)  _ 


sin(e-}-  B)sin(0  -+- G)  sin(e -f-  Aj 


OU 


(tano:0  —  lanixÂ  )  (iaii«iO  —  tan"  B)  (  lanj^O  —  tangC) 
(  tangO  -i-  laiig  A)  (laiij^O  -h  tang  B  )  (  fangO  -h  tangCj 

relation  vérifiée  seulement  pour  ^  =  -:  pour  que  A\i, 

BB,,  GG|  concourent,  il  faut  et  il  suffit  que  ABG  soit 
un  triangle  T. 

Un  calcul  simple  montre  que,  pour  que  A,,  B,,  G, 
soient  en  ligue  droite,  il  faut  et  il  suffit  que 


tang6=4/  — I -, 

\  cosAcosBcosC 

d'où  l'on  conclut  que  les  tangentes  à  une  H3  en  trois 
points  en  ligne  droite  forment  un  triangle  oblus- 
angle. 

Remarquons  que  si  A2  est  le  deuxième  point  où  V  \, 
coupe  le  cercle  O,  AAsA/X  est  un  parallélogramme, 
d'où  la  construction  immédiate  de  A,  si  0  est  connu, 
ou  de  l'angle  0  si    \,  est  donné. 

!25.  La  droite  BG  coupe  l'enveloppe  des  droites  1(0") 
aux  points  G  et  G'  (21);  GG'  étant  une  corde  langenle 
est  égale  à  4/',  /"  rajon  du  cercle  trilangent  à  l'iivpocv- 
cloïde;  par  suite  :  B  =  2/sinQ  est  la  lelalion  qui  lie  /•, 
9  et  le  rayon  B  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
quelconque  T(0). 
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Le  milieu  a!  de  GG',  projection  de  O  sur  BC  faite 
parallèlement  à  VX,  appartient  au  cercle  tritangent  co; 
de  même  les  points  b^  et  c',  projections  de  O  sur  GA 
et  .\B,  faites  parallèlement  à  BY  et  à  GZ. 

Le  triangle  a' h' c' ^  dont  les  côtés  sont  perpendicu- 
laires à  AX,  BY,  GZ  (3),  peut  se  déduire  du 
triangle  VB'G'  ayant  ses  sommets  aux  milieux  des 
côtés  de  AB(],  par  une  homothétie  et  une  rota- 
lion  (- — 9j  dans  le  sens  inverse,  opposé  au  sens 
de  Q;  a! U d  est  semblable  à  A^B'G',  dans  le  rapport 


Oa' 


sin6 


{fig-  7). 


Le   centre  co  de  V hypocycloïde^  centre  du  cercle 
a^ b' c\  est  liomologue,  dans  la  transformation  ci-dessus, 


Fis. 


(lu  centre  Q  du  cercle  A'B'G';  toQO  est  rectangle 
en  ù]  toO  fait  avec  wD,  dans  le  sens  direct,  l'angle   8,. 

et  --—  =  -^-z  •  Gomme  Q.  est  le  milieu  de  OH,  on  a 

aussi  coO  =  (oH.  On  peut  énoncer  le  théorème  sui- 
vant :  Les  milieux  des  cordes  d'une  H3  qui  forment 
un    triangle   T(Q)  sont  les  sommets  d^ un   triangle 

semblable  au  premier,  dans  le  rapport  — r—^?  et  qui 
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a  ses  côtés  perpendiculai les  aux  cotés  du  triangle 
dérivé  du  premier.  Le  centre  de  la  courbe  est  équi- 
distant  de  C orthocentre  H  du  triangle  donné  et  du 
centre  O  du  cercle  circonscrit. 

On  ea  conclut  que  le  lieu  des  centres  des  H3  tan- 
gentes aux  côtés  d^ un  triangle  est  la  perpendicu- 
laire à  OH  en  son  milieu. 

26.  Soit  un  triangle  T(8),  VBC,  le  rayon  Pi  du  cercle 
circonscrit  est  égal  en  valeur  absolue  à  2/'cost.  a-  dési- 
gnant la  somme  des  angles  de  ses  cotés  avec  U' U  ; 
si  A'B'C  est  le  triangle  circonscrit  T(8')dont  les  cotés 
sont   perpendiculaires   à   ceux   du   premier,  ou  a  pour 

ce  triangle  cr'  ^  7  -(-  -,  le  ravon  R'  du  cercle  circonscrit 

est  égal  en  valeur  absolue  à  2/sinT;  par  conséquent 

R2-^  R'2=  4,-2, 

Appelant  a,  |ïi,  v  et  a',  jïi',  v'  les  angles  avec  C'U  des 
côtés  des  deux  triangles,  nous  avons 

donc,  d'après  le  théorème  de  Laguerre  (3),  les  som- 
mets A  et  A'  sont  sur  une  même  tangente  :  si  deux 
triangles  circonscrits  ont  leurs  côtés  respectivement 
perpendiculaires^  ils  ont  le  même  triangle  dérivé., 
et  la  somme  des  carrés  des  rayons  des  cercles  cir- 
conscrits est  égale  à  ^r-. 

M.  Humberl  montre  que  les  deux  |)remiers  Iriangles 
seuls  admeltent  le  troisième  pour  triangle  dérivé (yVo//(\ 
Ann.,  i8()3);  ajoutons  qu'ils  ont  le  même  ortho- 
centre H,  centre  du  cercle  circonscrit  à  leur  tiiangle 
dérivé  commun,  et  que  les  centres  O  et  O'  de  leurs 
cercles  circonscrits  sont  symétriques  par  l'apport  au 
centre  w  de    V hypocycloïde;  car  (o O  ^rr:  (o T)' =  (o  11 , 


(  7^  ) 


et  HcoO  =  2e,   HcoO'  =  7T 
sens  contraires. 


2O,   ces   angles   étant  de 


27.  Voici  d'aiilres  propriétés  faciles  à  déduire  de  ce 
qui  précède,  et  que  nous  nous  bornerons  à  énoncer  : 

Parmi  les  triangles  T(9)  d'une  H3,  il  en  est  trois, 
égaux  entre  eux,  qui  sont  semblables  à  un  triangle 
donné. 

iNous  avons  vu  que  tout  triangle  T(9)  est  inscrit 
dans  un  cercle  de  rayon  R  =  2/-sin9;  les  triangles 
formés  parles  troisièmes  tangentes  issues  des  sommets 
d'un  triangle  'V(H)  d'une  ,part,  par  les  tangentes 
adjointes  de  ses  côtés  d'aulre  part,  sont  des  triangles 
T(7: —  28),  par  suite  inscrits  dans  des  cercles  dont  les 
rayons  sont  égaux  à  la  valeur  absolue  R'  de  2/'sin  aO. 
lue  second  de  ces  triangles  est  semblable  au  triangle 
formé  par  les  tangentes  menées  au  cercle  circonscrit 
aii  triangle  T(f|)  donné,  en  ses  sommets,  et  ses  côtés 
foni  avec  les  tangentes  correspondantes  un  angle  égal 
à  9. 

Les  normales  aux  points  de  contact  des  côtés  du  pre- 
mier triangle  donné  T(6)  forment  un  triangle  T(  -  -h  6) 
pour  la  développée  d(;  l'bx  pocycloïde,  le  rayon  R"  du 
cercle  circonsciit  à  ce  triangle  est  égal  en  valeur  absolue 
à  6/'  cos8. 

R,  R',  R'^,  /•  sont  liés  par  les  relations 


9R24-  IV'2=  3G/S 


RR" 


R' 


Les    triangles    T    sont    les    triangles    circonscrits    à 

une  H3  qui  sont  inscrits  dans  les  plus  grands  cercles; 

pour  ces  triangles 

R'=  R"=..  o. 

De  tontes  les  H,  laniicntes  aux  côtés  d'un  triangle. 


(  79  ) 
la  plus  petite,  c'est-à-dire  celle  pour  laquelle  le  cercle 
inscrit  est  le  plus  petit,  est  l'enveloppe  des  tlioites  de 
Simson  du  triangle.  Les  autres  sont  égales  deux  à  deux, 
les  centres  de  deux  ILj  égales  sont  symétriques  par 
rapport  à  la  droite  d'Euler  du  triangle,  et  les  points  où 
elles  touchent  un  même  côté  symétriques  par  rapport 
au  point  de  contact  de  ce  côté  avec  l'hypocjcloïde 
minima. 

Si  deux  sommets   d'un   triangle  T(0)  ont  le  même 

point   adjoint  (18),    on   a   0  =  -  et   le   triangle   est  un 

triangle  T. 

Le  rayon  R  du  cercle  circonscrit  au  triangle  1  (Q) 
formé  par  liois  tangentes  a,  jj,vayant  la  valeur  absolue 
de  2  7-sinO,  ou  à  r  cos(a  -|-  |j  -h  "'),  celle  valeur  absolue 
devient  celle  de  2/'Cos3a,  si  a  =  [j  =  y;  or,  il  est 
facile  de  voir  que  la  liuiile  de  ce  rayon  R  est  alors 
le  quart  du  rayon  de  couibure,  et  l'on  retrouve,  pour 
ce  rayon  de  courbure,  l'expression  résultant  d(;  la 
construction  connue  (7). 

Des  expressions  des  côtés  et  des  angles  d'un 
triangle  1  (^)i  et  des  grandeurs  qui  s'y  rattachent,  en 
fonction  de  /',  a,  ^3,  *',  on  déduirait  d'iiulres  proposi- 
tions. 

28.    Conservani.  les  notations  habituelles,  nous  avons 

OTT^  =  K-'(,__8cosAcosB  cosC), 

H  =  'A/-  sin  6; 
d'où 

011 


(0  O   =   (O  II    =    : :^    /•  l/l   —  <S  COS  A  COS  B  C()S(  1  • 

•X  suiO 

Donc  les  cenlr^s  des  cercles  circo/fscrits  et  les 
oilliocentres  des  Lricin<^les  semblables  entre  ein\  et 
circonscrits  à.  une  ILj,  sont  sur  une  même  circonfé- 
rence de  centre  (o. 
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Les  triangles  dérivés  successifs  de  cliacmi  de  ces 
triangles  fout  paitie  de  cet  ensemble  de  triangles  sem- 
blables; mais  en  général  de  deux  Iriangles  semblables, 
l'un  n'est  pas  un  des  dérivés  de  l'aulre;  si  en  effet 
<7  désigne  la  somme  des  angles  avec  U' U  des  côtés  d'un 
triangle  T( 8) 


Pour   les    triangles    dérivés    successifs,    les    sommes 


analogues  sont 


cr'= h  -26, 


-40, 


de  sortcque,  pour  que  de  deux  triangles  semblables  1(0) 
et  T(8|)  le  second  soit  l'un  des  dérivés  du  premier,  il 
faut  et  il  suffit  que  B,  ^  (  —  2)"^,  n  enlier. 


t29.  Enveloppe  des  cercles  inscrits  dans  les  H.j  tcin- 
gentes  à  trois  droites.  —  Traçons  le  cercle  0(oH  qui 
coupe  en  M  le  cercle  a' b' c'  inscrit  dans  l'hypocjcloide 

Fig.  8. 


de    centre   w   (25)    inscrite    au    Irianglé    ifig'    8);    le 
théorème  de  Ptolémée  donne 


wO(ÎMII  -+-  M0)=  M  eu  X  OH, 


ou 


OQ 

s  i  n  0 


(iMII  -^  MO) 


R 

siii  0 


X  OH, 
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OU 

MH  ^  ÎMO=  R. 

Comme  iVIto  est  bissectrice  de  HMO,  le  cercle  a  h' c' 
touche  en  M  l'ellipse  de  foyers  H  et  O,  et  dont  l'axe 
fo(;al  égale  K,  c'est-à-<lire  r  ellipse  d^Euler  du 
triangle,(j^u\  est  ninsi  l'envelojjpe  des  cercles  w  inscrits 
dans  les  H3  tangentes  aux  côtés  du  triangle.  Ce 
théoiènie  a  été  obtenu  autrement,  ainsi  que  l'égalité 
de  coO  <t  (oH,  par  M.  h'ic.kdivi  {Revue  de  Mathéma- 
tiques spéciales^  1908). 

On  en  conclut  que  les  ellipses  d'Euler  des  quatre 
tj'i angles  J ormes  par  quatre  droites  sont  bitan- 
gentes  à  un  même  cercle^  qui  a  son  centre  sur  leur 
axe  non  focal,  le  cercle  inscrit  dans  riijpocycloïde 
tanger)te  aux  quatre  droites.  [A  suivre.) 


[R9a] 


MU  AU  SUJET  Dl  FROTTEIIE^T; 

Pau  m.  \.k  Gomtk  dk  Sr\\RIU:. 


fjC  tliéoi'ème  classique  pour  l'écpiilibre  avec  Irotte- 
menl  d'un  solide  leposant  par  plusieurs  points  de  con- 
tact donne,  pour  cet  é(piild)re,  une  condition  qui,  ainsi 
que  je  vais  le  faiie  voir,  est  sujette  à  exceptions. 

Je  prends  Ténoncé  de  ce  théorème  dans  le  Traité  de 
M.    \ppcll  (•). 

Imaginons  un  solide  S  reposant  sur  plusieurs 
solides  S,,  S.,  .  . . ,  S^,  p(tr  des  points  V, ,  A.,  . . .  ,  A,,, 

(')    V .   I.   v-  édition.   \(.y>\).  \^.  '■Soo. 
Afin,  f/r  Malliémat.,   \*  série,  t.  \II'.  (iMvrier  1913.)  6 
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les  coefficients  de  frottement  sur  S, ,  S2,  . .  .,  S  pétant 
fi  ^f'2^  •  •  ',fp  ^f  les  angles  de  frottement  o, ,  cp2,  ...,  C9^; 
le  solide  S  étant  sollicité  par  des  forces  données 
F,,  F^j  •  •  •?  F/M  cherchons  les  conditions  d^ équilibre. 
La  réaction  de  S„  sur  S  est  une  force  Vx^  appliquée 
au  point  Aj,  et  faisant  avec  la  normale  'H^,  un  angle 
jnoindre  que  C angle  de  frottemenl  o^,,  c' est-à-dire 
située  dans  le  cône  Ci,,  de  sommet  A^,,  cFaxe  ^i,  et 
d'angle  o^,.  Pour  qu'il  y  ait  éciuilibre^  il  faut  et  il 
suffit  que  le  système  des  forces  données  F, ,  Fo,  . . . ,  F„ 
soit  tenu  en  équilibre  par  un  système  de  réactions 
R,,  Roj  •  • -j  I^/?  satisfaisant  aux  conditions  précé- 
dentes, c^  est-à-dire  que  le  système  des  forces  données 
soit  équivalent  à  un  système  de  forces  — R,, 
—  Ro,  ...,  — Vs.p  passant  respectivement  par  les  points 
Aj,  A2?  '  -1  A;,  et  situées  dans  les  cônes  C| ,  C2,  .  •  -,  Cy,. 
Ces  dernières  forces  seront  toutes  détruites  par  les 
réactions  des  surfaces  S|,  S2,  .  • .,  S^. 

Or,  ce  théorème  peut  être  en  défaut,  la  condition 
donnée  comme  nécessaire  et  suffisante  pour  V équi- 
libre est  nécessaire,  mais  elle  n'est  pas  toujours 
suffisante. 

Pour  mettre  bien  le  (ait  en  évidence,  nous  commen- 
cerons par  donner  un  exemple  où  la  condition  donnée 
comme  nécessaire  et  suffisante  est  satisfaite  et  où  le 
système  se  met  en  mouvemenl. 

Supposons  une  aiguille  matérielle  pesante  AB  placée 
horizontalement  à  l'intérieur  d'une  sphère  sur  laquelle 
ses  extrémités  A  et  B  frottent.  Le  coefficient  de  frotte- 
ment des  extrémités  de  l'aiguille  sur  la  sphère  étant  le 
même  en  A  et  B  et  égal  à 

/=tano(f. 
Soit^O^  le   plan  vertical   |)assant  par  le  milieu   de 
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l'aiguille,  Ox  étant  horizontal  et  O^  vertical  et  dirigé 
vers  le  bas,  Oy  étant  la  perpendiculaire  au  plan  xOz, 
A   l'angle  de  OG  avec    O^,   qui   est  aussi    l'angle  du 


plan   AOB   passant    par    l'aiguille    et   le  centre   de   la 
sphère  avec  le  plan  horizontal  xOy. 

Nous  supposerons  que  l'aiguille  est  abandonnée  sans 
vitesse  initiale,  ou  que  son  mouvement  initial  est  une 
rotation  autour  de  Oy,  tendant  à  augmenter  A.  Comme 
en  vertu  de  ces  hj'pothèses,  tout  est  symétrique  par 
l'apport  au  plan  xOz^  l'aiguille  se  déplacera  en  restant 
parallèle  à  Oy,  son  mouvement  se  réduisant  à  une  rota- 
tion aulour  de  cette  droite.  Les  extrémités  de  l'ai- 
guille se  déplacent  donc  sur  les  j)etits  cercles  paral- 
lèles au  plan  xOz  passant  par  les  points  A  et  B;  par 
suite,  si  K  et  H  sont  les  centres  de  ces  cercles,  les  forces 
de  frottement  Q  en  A  et  l> ,  qui  sont  égales  par  raison 
de    symétrie,    sont    perpendiculaires    aux    droites   KyV 

et  HB,  et  elles  font  avec  l'horizon    l'angle   -  —  À. 
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Désignons  pat-  R  le  ravon  de  la  sphère,  par  /•  Je 
rajon  des  petits  cercles  décrits  par  A  etB,  de  sorte  que, 
ia  étant  la  longueur  de  l'aiguille,  on  a 

r  =  KA  =  HB  rrz  OG         et         a^  =  W- —  r'-. 
Posons  de  plus 


AOG 


u. 


Les  équatiuns  du  mouvement  du  centre  de  giavitéde 
l'aiguille  donnent  alors,  M  désignant  la  masse  et  N  la 
valeur  commune  des  composantes  normales  des  réac- 
tions en  A  et  B, 

, ,      et'  A  ..  .  „ 

M  r  -r-  =  M  e-  cos  X  —  2  O, 
'2  N  cos  IX  —  M  /•  -^  -H  M  ^  siii  A. 

Mais,  si  le  mouvement  a  lieu,  on  a 

Q  =  ^/, 
de  sorte  qu'on  déduit  des  deux  équations  précédentes 

—7—  —  —  cos  A ^ —  (  — h  —  sin  A 


fsinXj 


dv-         r  cos  jji  \  d l'- 

on 

(1)  ——  =1  '- (  col  X  cos  a—/) '- -— ' 

dt-         /-cosiJL^  '        ''  ^        cos, a   dV^ 

Cette  équation  fait  voir  que  si,  à  l'instanl  inilial, 

dX 

-7-  =  o, 

dt 

le   mouvement  se   produira   dans   les  conditions    sup- 
posées, pourvu  du  moins  (pic,  à  l'instant  initial, 

('2)  /<  COtX  COSJJL. 
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l/é(|inllbre  est  donc  impossible  si  riiiégalité  (2)  est 
satisfaite  ('). 

Nous  allons  maintenanl  montrer  que  cette  inéga- 
lité (2)  étant  satisfaite  et  par  suite  V équilibre  impos- 
sible^ la  condition  indiquée  dans  le  lliéorème  classique 
comme  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre,  peut 
l'être  également,  et  que,  par  suite,  cette  condition 
n'est  pas  suffisante. 

La  seule  force  extérieure  qui  agit  sur  l'aiguille  est 
son  poids  appliqué  en  G.  Soit  P  la  projection  de  G  sur 
l'horizontale  Oj7,  nous  pouvons  supposer  le  poids  de 
l'aiguille  transporté  en  un  point  quelconque  E  de  sa 
direction  et  décomposer  ce  poids  en  deux  forces  diri- 
gées suivant  EA  et  EB.  L'angle  de  EA  avec  la  compo- 
sante normale  de  la  réaction,  dirigée  suivant  le 
rajon  AO,  sera  minimum  si  AE  est  dirigé  suivant  la 
projection  PA  de  AO  sur  le  plan  vertical  PAG,  c'est- 
à-dire  si  E  coïncide  avec  P.  Donc,  d'après  le  théo- 
rème classique,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  l'équilibre  serait  que  l'angle  de  frottement  fut 
supérieur  ou  au  moins  égal  à  OAP.  D(''signons  cet 
aniîle  par  es'.  Nous   aurons 


A 


(')  On  peul  d'ailleurs  obtenir  sans  peine  une  intégrale  première 
de  l'équalion  (1)  et  l'on  trouve 

<P\  _  ■>.  <(  [  Sf  cos  ;x  cosX  +  (  cos-  |x  —  2/^  )  sin  ).  ] 


\     ■,_  ■>■  ff [3/  cos  jx  cos \,+  (cos^  ^  —  2/-)  ^i  n  XJ  ,    "    ',■„", ~  ' 
'  /•Cl/^H-cos^.x)  s 

où  \  est  la  valeur  initiale  de  X,  et  <o  celle  de  -7- • 
"  '  dt 
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Mais 

OP  =  R  cos  [jt.  cosX, 

AP"  =  AG    +  GP^=  R2  sin2[ji+  R2  cos^  y.  sin^X; 

d'où 

„     ,  COS^  IX  COS^  X  cos-  IX  cot^  X 

tanff2o'=  _ — .^ ! . =  _! -' 

sin2  X  cos2  jjL -f- sin^jj.        i -|- sin"^|i.  cot^  A 

donc 

tangcp'<  cotX  cos[jL. 

Par  suite,  si 

(3)  tangcp' <y*  <  cotX  cos  [JL, 

l'aiguille  se  mettra  en  mouvement,  bien  que  la  con- 
dition donnée  dans  le  théorème  classique  comme 
nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  soit  satisfaite. 

Voici  maintenant  la  raison  pour  laf|uelle  la  condi- 
tion donnée  par  le  théorème  n'est  pas  toujours  suffi- 
sante. 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  point  ou  d'un  corps  reposant 
par  un  point  unique,  la  condition  nécessaire  et  sufli- 
sante  pour  l'équilibre  est  bien  que  les  forces  auxquelles 
le  corps  est  soumis  se  réduisent  à  une  force  passant 
par  le  point  de  contact  et  située  à  l'intérieur  ou  sur  la 
surface  du  cône  de  résolution  ayant  ce  point  pour 
sommet,  la  normale  pour  axe  et  l'angle  de  frottement 
pour  demi-angle  d'ouverture;  mais  si  le  corps  repose 
par  un  second  point,  les  choses  ne  se  passent  plus  de 
même.  Eu  efl'et,  si  l'on  considère  isolément  l'un  des 
points  de  contact,  la  résultante  totale  des  forces  qui 
passent  par  ce  point  doit  être  située  à  l'intérieur  ou 
sur  la  surface  du  cône  dont  on  vient  de  parler 
puisqu'elle  est  égale  et  directement  opposée  à  la  réac- 
tion de  la  surface;  toutefois,  cette  résultante  esl  la 
résultante  non  seulement  des  forces  extérieures,  mais 
aussi  des  forces  intérieures  de  liaison   passant   par  le 
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point,  el  la  réaclion  n'est  égale  et  direcleiTient  opposée 
à   la   résultante  des   forces   extérieures   passant   par  le 
point  que   si   celle   des  forces  intérieures   est  nullc;,  ce 
qui  n'aura  pas  généralement  lieu. 

On  peut,  à  ce  sujet,  faire  appel  à  une  expérience 
journalière;  chacun  sait  qu'une  ferme,  si  elle  n'a  pas 
de  tirant,  ne  peut  se  maintenir  en  équilibre  que  parle 
frottement  de  ses  extrémités  sur  leurs  points  d'appui, 
mais  s'il  j  a  un  tirant  à  sa  base,  le  frottement  disparaît 
et  les  murs  qui  supportent  la  ferme  ne  subissent  de  sa 
part  aucune  tendance  au  renversement. 

Revenons  au  cas  de  l'aiguille  reposant  horizontale- 
ment à  l'intérieur  d'une  sphère;  on  peut,  sans  aucun 
doute,  remplacer,  en  vertu  des  liaisons  du  système,  le 
poids  ip  de  l'aiguille,  appliqué  en  G  par  deux  forces  F 
égales  dirigées  suivant  PA  et  PB,  mais  cette  substitution 
donne  naissance  à  deux  forces  de  liaison  égales  et  con* 
traires  dirigées  suivant  AG  et  BG,  de  sorte  que  la 
résultante  totale  des  forces  agissant  en  A  n'est  pas 
dirigée  suivant  AP  (*).  On  peut  évidemment  dire  que 
la  force  F,  si  elle  agissait  seule,  serait  détruite  par  la 
réaction  de  la  surface,  du  moment  que  l'angle  OAP  est 
au  plus  égal  à  l'angle  de  frottement,  mais  la  réaction  de 
la  surface  détruirait  la  force  F,  si  le  point  A  était  libre, 
parce  que  ce  point  tendrait  à  se  déplacer  suivant  le 
grand  cercle  intersection  de  la  sphère  par  le  plan  OAP 
et  que  ce  fait  donnerait  naissance  à  une  force  de  frotte- 
ment dirigée  suivant  la  tangente  à  ce  grand  cercle; 
mais  la  rigidité  absolue  supposée  aux  liaisons  empêche, 
du  moment  cpie  les  deux  forces  dirigées  suivant  PA 
et  PB  sont  égales,  celle  tendance  au  déplacement  de  se 


(')  C'est   ce   qui    se    passe   dans    le   cas  de   la   tenue    munie  d'un 
tirant. 
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produire  dans  le  sens  indiqué  et  par  suite  le  frottement 
correspondant  de  prendre  naissance  (  '  ). 

En  nous  bornant  toujours  au  cas  de  l'aiguille  placée 
horizontalement  dans  une  sphère,  on  peut  trouver  la 
condition  d'équilibre  de  la  façon  suivante  : 

Supposons  l'aiguille  en  équilibre  ;  quelles  que  soient 
les  forces  de  frottement  (jui  s'exerceni  en  A  et  B,  on 
peut  les  décom|)oser  chacune  en  deux  composantes 
dans  les  plans  tangents  à  la  sphère  en  ces  points,  une 
dans  le  plan  AOB  passant  par  l'aiguille  et  le  centre  de 
la  sphère,  et  Tautre  perpendiculaire  à  ce  plan.  SoitOM 
la  perpendiculaire  au  plan  AOB  menée  par  O  ;  s'il  y 
a  écjuilibre,  la  somme  des  moments  de  toutes  les 
forces  qui  sollicitent  l'aiguille  par  rapport  à  cette  droite 
ser.i  nulle.  Or,  les  moments  du  poids  de  l'aiguille, 
dirigé  suivant  la  verticale  du  point  G,  des  composantes 
normales  des  réactions  en  A  et  B  dirigées  suivant  AO 
et  BO  et  des  composantes  du  frottement  suivant  les 
perpendiculaires  en  A  et  B  au  plan  AOB^  qui  sont 
parallèles  à  OM,  sont  nuls.  Quani  aux  composantes  du 
frottement,  situées  dans  le  plan  AOB,  si  celle  en  A  est 
dirigée  en  avant  du  plan  MOA  et  a,  par  suite,  un  mo- 
ment positif,  c'est  que  le  point  A  tend  à  se  déplacer 
en  arrière  de  ce  plan.  Il  en  résulte,  en  vertu  de  l'inva- 
rial)ilité  de  la  longueur  de  l'aiguille,  que  le  point  J) 
tend  à  se  déplacer  en  arrière  du  plan  BOM;  la  force 
de  frottement  en  B  ser.i  donc  dirigée  en  avant  de  ce 
plan  et  elle  aura,  par  suite,  un  moment  positif.  Les 
moments  des  coriiposanles  des  forces  de  frottement 
en  A  et  B  dans  le  plan  \0B  étant  tous  deux  positifs, 
leur  somme  ne  peut  être  nulle.  On  arriverait  à  une  cor)-  £ 

clusion  toute  semblable  si  le  point  A  tendait  à  prendre      ^fl 

(')    l'oiil  roinme  clans  le  cas  de  la  ferme  iniinie  ri'un  tirant. 
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un  mouvemenl  en  avant  du  plan  AOM;  les  deux  mo- 
menls  seraient  alors  tous  deux  négatifs.  Donc,  la 
somme  des  uiomenis  des  forces  de  frottement  par  rap- 
port ;i  OM  ne  peut,  par-  suite  de  l'invariabilité  de  la  lon- 
gueur de  l'aiguille,  être  nulle  que  si  lés  composantes 
des  forces  de  frottement  dans  le  plan  AOB  en  A  et  B 
sont  elles-mêmes  nulles,  et,  par  suite,  les  forces  de 
frottement  en  ces  points  normales  au  plan  A.OB. 

I  iCs  réactions  de  la  sphère  en  A  et  B  sont  donc  situées 
dans  les  plans  AOM,  BOM.  Comme  d'ailleurs  ces  deux 
forces  doivent  faire  équilibre  au  poids  de  l'aiguille, 
si  M  est  le  point  de  rencontre  de  la  verticale  du 
point  G  avec  OjVI,  les  réactions  en  A  et  B  seront  diri- 
gées suivant  AM  et  BM. 

Donc,  s'il  y  a  é(juilil)re,  on  devra  ;ivoir 

MAO  =  MHO  :'^. 

Si  d'ailleurs  on  pose  MAO  =  '^i,  nous  aurons 

()M 

^  J  a  i  s 

OiM  =  /•  cot  X  =  R  cos  a  cotX. 

Pour  l'équilibre,  la  condition  nécessaire  est  donc 

langui  =  cos, a  cot X  ^  taiigcp 
ou 

y  ^  cos  a  cot  À. 

Réciproquement,  si  cetle  condition  est  satisfaite, 
l'équilibre  a  lieu.  Eu  effet,  on  peut  alors  remplacer  la 
pesanteur  par  lïeux  forces  égales  à  F,  dirigées  sui- 
vant MA  et  MB  qui,  si  nous  désignons  l'angle  MAO 
pai*'^,,  donneront  chacune  une  composante  Fcoscs, 
suivant  A(J  et  BO  et  une  composante  Fsincs,  suivant 
les  perpendiculaires  au  plan  AOB  passant  par  A  et  1^. 
[^es  points  A  et  B  tendront  donc  à  se  déplacer  suivant 


(  9«  ) 
ces  perpendiculaires  et,  comme  ces  deux  déplacements 
sont  compatibles  avec  la  liaison  résultant  de  l'invaria- 
bilité de  la  longueur  de  l'aiguille,  la    foice   'le   liaison 
qui  assure  cette  invariabilité  n'entrera  pas  en  jeu. 

Les  forces  F  sont  donc  les  forces  totales  auxquelles 
les  points  A  et  B,  considérés  comme  libres,  sont  sou- 
mis, et  comme  ces  forces  font  avec  les  normales  AO 
et  BO  à  la  sphère  des  angles  co,,  par  hypothèse  infé- 
rieurs ou  au  plus  égaux  à  cd,  ils  seront  en  équilibie. 
Nous  retrouvous  la  condition  déduite  de  l'étude  du 
mouvement;  mais  ce  qui  précède  met  en  évidence  que, 
si  l'on  suppose  la  rigidité  absolue  des  liaisons^  il 
faut,  pour  que  le  ihéorème  classique  soit  exact,  y  ajou- 
ler  la  condition  que  le  s_)stème  de  forces  soit  tel  qu'il 
tende  à  imprimer  aux  différents  points  de  contact,  con- 
sidérés comme  libres,  un  système  de  déplacements 
compatibles  avec  les  liaisons,  car  alors  les  forces  de 
liaisons  n'entrent  pas  enjeu. 

On  peut  dire,  il  est  vrai,  que  ce  qui  précède  suppose 
la  rigidité  absolue  <les  liaisons  et  que,  pour  les  corps 
naturels,  les  choses  se  passent  d'une  façon  un  peu  diffé- 
rente ;  mais  alors  les  choses  dépendent  de  la  façon  dont 
les  linisons  sont  réalisées,  et  il  faut  un  examen  particu- 
lier pour  chaque  cas. 

Je  vais,  à  ce  point  de  vue,  reprendre  sommairement 
la  question  en  me  bornant  toujouis  au  cas  de  l'aiguille 
placée  horizontalement  à  l'intérieur  d'une  sphère. 

Si  l'aiguille  est  placée  en  un  point  où  elle  puisse 
rester  en  équilibre,  cette  aiguille  se  courbera  très  légè- 
retnent  sous  l'influence  de  son  poids  et  des  réactions  de 
la  sphère,  les  points  A  et  B  glisseront  eux-mêmes  très 
peu  (' )  sur  la   S|)lière  jusqu'à   ce   qu'ils   s'arrêtent  sous 

(  '  )  Si    le  coefficient    de   frotlciiient   élait  assez    considérable,    il 


(  9'  ) 
riiifliience  du  poids,  de  la  compression  de  l'aiguille  et  du 
frottement,  et,  à  ce  moment,,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  X,  la  réaction  de  la  sphère  fera  avec  la  normale  un 
angle  égal  à  l'angle  de  frottement,  puisque  le  mouve- 
ment des  poiuts  A  et  B  vient  de  s'arrêter. 

Conservons  les  notations  précédentes  ;  désignons,  de 
plus,  par  ip  le  poids  de  raigiiille,  par  z  l'angle  que  fait 
la  force  de  frottement  avec  la  normale  au  plan  AOB 
passant  par  x\  et  dirigée  au-dessus  de  ce  plan,  angle 
compté  positivement  du  côté  opposé  à  A.G. 

Soient,  de  plus,  N  la  réaction  de  la  sphère  en  A,  T  la 
force  de  liaison  due  à  l'aiguille,  qui  agit  au  même  point, 
force  comptée  positivement  dans  le  sens  GA,  et  rem- 
plaçons le  poids  de  l'aiguille  par  deux  forces  égales  à/> 
agissant  en  A  et  B. 

Ecrivons  alors  les  équations  d'équilibre  du  point  A  (') 
suivant  les  trois  directions  rectangulaires  ;  AO  la  per- 
pendiculaire à  cette  droile  dans  le  plan  AOB,  du  côté 
du  point  G  et  la  perpendiculaire  au  plan  AOB  au-dessus 
de  ce  plan. 

Nous  aurons 

\  —  p  siii  À  cos  ;JL  —  T  sin  a  =  o, 

p  sin  A  sin  ijl  —  T  cos  \y.  —  ÎN/sinî  =  o, 

N/coss  —  p  cosX  =  o. 

On  tire  des  deux  dernières  équations 

(4)  N/=  ^^^^. 

COS£ 
.„  .      -  p  COS  X 

())  I   = /^>  sin  A  lang;j. — langî. 


pourrait  y  avoir  non  pas   glissement,  mais  seulement  tendance  au 
};lissement;  nous  laissons  ce  cas  de  côté,  pour  le  moment. 

(')  Qui  s'appliqueront  aussi  pour  le  point  B  puisque,   par  liypo- 
thcse,  tout  est  symétrique  par  rapport  au  plan  xO«. 
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ot,  portant  ces  valeurs  dans  la  première,  on  aura 

(«)  tangX  cos£  -  sin  n  sin  s  -  ^^l!iif  _  o 

Si  nous  posons  alors 


(7)  ..^     ...,„ 

Ï5 


w  =  ta  n  g;  - , 

2 


nous  aurons,  pour  déterminer  ^^  l'équation 

/  Q\       l  ,  y  COS  U    , 

Mais,  dans  l'hypothèse  où  nous  nous  sommes  placés,  et 
ou  I  a.guille  a  été  posée  horizontalement  à  l'intérieur  de 
la  sphère,  la  valeur  de  t,  pour  être  acceptable,  doit 
elre^posifve,  car,  l'aiguille  secourhant  légèrement  sous 
influence  de  son  poids  et  de  la  réaction  de  la  sphère, 
les  points  A  et  B  ont  dû  se  rapprocher  du  plan  xOz; 
or,  pour  que  t,  et  par  suite  w,  soit  positif.  Il  faut 

ou  •' 

/'>  cos;j.  rotX. 

Nous  retrouvons  donc  la  condition  déjà  obtenue. 

toutefois,  supposons  maintenant  rpie  l'aiguille,  au 
lieu  d  être  simplement  posée  horizontalement  à  l'inté-  | 
neurde  la  sphère,  subisse  en  même  temps,  en  étant 
maintenue  horizontale  et  Immobile,  une  compression 
verticale  en  son  milieu,  qui  lui  imprime  une  flexion 
légère,  mais  cependant  suffisante  pour  que  les  points  4 
et  B  tendent  à  s'éloigner,  et  qu'on  l'abandonne  ensuite 
a  elle-même. 

I^es  points  A  et  B,  au  lieu  de  tendre  à  se  rapprocher 
sous  1  influence  du  poids  de  l'aiguille  et  de  la  réaction 
de  la  sphère,  tendront,  au  lieu  de  cela,  p,u-  hypothèse. 
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à  s'éloigner,  par  suite  de  h»  réaction  élastique  de  Tai- 
gulUe,  el,  lorsqu'ils  s'arrêteront,  l'angle  s,  au  lieu 
d'avoir,  comme  dans  le  cas  précédent,  une  valeur  posi- 
tive, de  via  avoir  une  valeur  négative.  Or,  l'équatiou  (8) 
a  toujours,  si  les  racines  sont  réelles,  au  moins  une 
racine  négative,  et  la  seule  condition  à  remplir  par  les 
données  sera  que"  les  racines  de  (8)  soient  réelles,  ce 
qui  donne 

«m  -  'J.  —    : -h   I  il  II  H  -  A  ^    O 

OU 

(9)  / 


y/tang- X  -h  sin2  u 


On  retrouve  donc,  dcui-»  ce  cas,  la  condition  d'écpii- 
libre  déduite  du  théorème  classique;  on  doit  remarquer 
toutefois  que,  si  l'inégalité  (3j  est  satisfaite,  l'équilibre 
réalisé  comme  nous  venons  dt'  le  dire  sera  un  équi- 
libre instable,  et  si  l'aiguille  reçoit,  en  son  milieu  G, 
un<'  impulsion,  si  faible  soit-elle,  perpendiculaire  au 
plan  AOB,  et  dirigée  vers  le  bas,  elle  se  mettra  en  mou- 
vement, car,  l'inégalité  (2)  étant  satisfaite,  on  retond)e 
sur  le  cas  du  mouvement  de  l'aiguille. 

Il  y  a  donc,  lorsque  l'inégalité  (  .'^)  )  est  satisfaite,  deux 
solutions  également  acceptables  ('),  entre  lescpielles 
on  doit  choisir  suivant  la  façon  dont  les  conditions  ini- 
tiales sont  réalisées.  On  se  trouve  en  présence  d  un 
fait  de  coincement  analogue  à  celui  (pie  j  ai  eu  occasion 
de  signaler  dans  le  IJulleli/i  de  la  Société  inatliémd- 
ticjue  (^). 


(')  D'une  part  le  mouvement,  si  raij^uillc  est  simplement  posée, 
et.  d'autre  part,  l'éqiiilihre  instable,  si  on  la  coince  par  une  llcxion 
préalable. 

{-)  Tome  \\.\l\  .  i»)0<)  :  i\ole  <iii  sitjcl  de  certaines  disconti- 
nuités appareilles  dans  tes  nioiivemenls  où  inter\,'ient  le  frotte- 
ment. 
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Nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  où  le  frottement  est 
assez  grand  pour  empêcher  tout  glissement  des  points  A 
et  B.  Si,  dans  ce  cas,  on  voulait  calculer  les  réactions 
de  la  sphère,  on  aurait  une  première  équation,  facile  à 
écrire,  qui  donnerait  la  tension  de  l'aiguille  assurant 
l'invariabilité  de  la  distance  AB^  de  sorte  que  T  serait 
connu  en  fonction  de  la  longueur,  du  poids  et  du  coef- 
ficient d'élasticité  de  l'aiguille.  Les  équations  (4),  (5  ) 
et  (6)  subsisteraient  d'ailleurs  sans  changement,  sauf 
qu'il  faudrait}'  remplacer/" par /'  avec  la  condition 

alors,    T    étant  connu,    (5)    donnerait   s  ;  (6),  /\  qui 
devrait  vérifier  l'inégalité  (lo),  et  (4),  N. 

Il  semble  toutefois  que  l'hjpothèse  de  la  rigidité 
absolue  des  liaisons  est  celle  qu'il  convient  d'adopter, 
du  moins  a  priori^  et,  si  on  le  fait,  il  faut,  pour  que  le 
théorème  classique  soit  exact,  j  introduire  la  restriction 
que  nous  avons  indiquée. 


CERTIFICATS  DE  niÉCA^IQlE  RATIONNELLE. 


Paris. 


Épreuve  écrite.  —  Un  losange  arlicalé  peut  tourner 
librement  autour  d'un  de  ses  côtés  AB  supposé  vertical  et 
Jixe ;  les  points  A  et  B  sont  donc  immobiles,  les  côtés 
mobiles  AD,  DG,  GB  sont  des  tiges  rigides^  homogènes  et 
pesantes  de  section  infiniment  petite  ayant  même  masse  m 
et  ayant  pour  longueur  commune  a.  Les  liaisons  sont 
réalisées  sans  frottement.  Trouver  le  mouvement  du 
système. 

iNotation.  —  En  prenant  pour  axe  Oz  la  verticale  AB 
orientée  positivement  vers   le   bas,  on  appellera  6  l'angle 
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du  plan  du  losange  ABGl)  avec  le  plan  xO z  et  o  l'anqle 
de  AD  avec  O z. 

On  étudiera  en  particulier  le  mouvement  dans  les  con- 
ditions initiales  suivantes  :  à  l'instant  /  —  o,  on  a 


TT  do 

l  dt 

a>  étant  une  constante  positive. 


d^ 
Tt 


On  cherchera  quelle  valeur  doit  avoir  m  pour  que^  dans 
le  mouvement,  o  oscille  entre  les  deux  angles  extrêmes  - 

'  '2 


''1 


Epreuve    pratique.   —    Une    barre   rectiligne   homogène 

fA 

G 


AVo 


Go 


pesante   AoBq,   de  section  droite  infiniment  petite,  a   une 
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masse  m  =  lO"  et  une  longueur  i  =  loo""  à  l'instant  t  =  o, 
elle  est  placée  dans  une  position  horizontale  AqBo  et 
lancée  de  telle  façon  que  son  centre  de  gravité  Go  possède 
une  vitesse  initiale  verticale  ascendante  \o^l  fp^^  l'^  harre 
tourne  dans  le  plan  A,,  V^  B^  avec  une  vitesse  angulaire  coo. 

i"  La  résistance  de  l'air  étant  négligée,  calculer  \\  et  tOo 
en  unités  C.  G.  S.,  de  telle  façon  que  le  point  le  plus 
élevé  G  atteint  par  le  centre  de  gravité  soit  à  8'"  au-dessus 
du  point  G,,,  et  que^  au  moment  où  le  centre  de  gravité 
est  en  G,  la  barre  occupe  une  position  verticale  AB  après 
avoir  tourné  d'un  angle  droit. 

v>"  Calculer  la  force  vive  totale  de  la.  harre  : 

a.  dans  sa  position  initiale  Ao  Bq  ; 
!i.  dans  sa  position  AB. 

Calculer  le  travail  du  poids  de  la  barre  quand  celle-ci 
passe  de  la  première  position  à  la  seconde. 

3°  Dans  la  position  AB,  on  fixe  brusquement  l'extré- 
mité A,  de  telle  façon  que  la  barre  ne  puisse  plus  que 
tourner  autour  de  A;  calculer  la  vitesse  angulaire  CO]  que 
prend  la  barre  immédiatement  après  que  le  point  A  a  été 
ainsi  fixé.  (Octobre  191  i.) 


QUESTION. 


2202.  Soient  A,  B,  G,  D  quatre  sommets  d'un  parallélé- 
pipède, tels  que  deux  quelconques  d'entre  eux  soient  les 
sommets  opposés  d'une  mén)e  face  du  polyèdre.  Soient  G^  un 
cône  du  second  ordre  inscrit  dans  le  trièdrc  formé  par  les 
trois  faces  qui  aboutissent  en  A;  G^,  Gt^^  et  G^/,  les  cônes 
parallèles  à  Ga  ayant  leurs  sommets  respectifs  en  Jî,  C,  D. 

Démontrer  que  les  quatre  cônes  passent  par  un  même 
point.  Tiiih:. 
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[D4a] 


SIK  LA  CROISSANCE  DES  FOXCTIONS  E\TIEUES 
D'OHURE  i\l]L; 

Par  m.  g.  VALIRON. 


Dans  un  article  qui  \  ient  de  paraître  dans  Jes  Reii- 
dicoTiti  di  Palernio  ('),  M.  Mattson  revient  sur  le 
théorème  de  M.  Wiman  et,  après  avoir  démontré  la  pro- 
position que  j'ai  donnée  moi-même  dans  un  article 
précédent  (-),  précise  le  théorème  de  la  façon  sui- 
vante : 

Si  la  série 

X 

■V^  I 

(u 


lf>i;"  I  CLn 


converge^  on  «,    dans    une    infinité   de   couronnes^ 


V  égalité 


n 


I =  (i-f-e)' 


OÙ  ni  est  défini  par  la  condition 

I  «//;  1<  i  -Sj  <  I  «/„  +  !  |. 

En  réalité  la  méthode  de  [VJ.  Matlson  suppose  que  la 
convergence  de  la  série  (i)  a  été  reconnue  par  la  com- 

('j    KuIjcu    .Matiso.n,   Sur   tes  J'onctions    cnlières  d'ordre   zéro 

{liendiconti  del  Circoto  inatetnalico  di  Paternio,  '9'  -.  i"  semestre). 

(^)  Sur  tes  fonctions  entières  d'ordre  nul  { Nouvettes  Annales, 

19"/  §  ^)- 

Ann.  de  Malhéniat.,  4"  série,  L.  \III.  (Mars  191  î)  7 
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paraison  avec  les  séries  de  Bertrand.  Je  me  propose  ici 
de  démontrer  la  proposition  en  inlroduisdinlV  exposa  ni 
net  minimum  de  la  suite  des  zéros,  on  verra  (jiie 
le  tliéorème  est  encore  vrai  dans  certains  cas  où  la 
série  (i)  est  divergente. 

1.  Il  sera  nécessaire  d'expliquer  brièvement  la  for- 
mation de  la  fonction  que  j'appelle  exposant  net  mini- 
mum. Considérons  la  suite  des  zéros  d'une  fonction 
entière  d'ordre  nul,  soient  a,i  le  /?/  ""^  zéro  et  ///  son 
module,  la  quantité 


<^n  = 


Jog/-„ 


tend  vers  zéro,  lorsque  //  croît  indéfiniment,  et  la  suite 
des  nombres  <yn^o^r„  est  monotone,  croissante  et  illi- 
mitée. Marquons  dans  un  plan  xOy^  les  points  h.,,  dont 


y 


les   Coordonnées  sont  /•,/  et  a-,/,  et  à  chaque  point  A^^ 
associons  la  courbe  dont  l'équation  est 


loir/i 

y»(:r) 


\o^x 


|)oin' 


pour 


X 


X  r.  /', 


cette  courbe  est  constituée,  à  gauche  du  point  A,/,  par 
la  parallèle  à  0,r  passant  par  ce  point;  et  à  droite  par 
une  branche  de  courbe  G,,  partant  de  ce  point,  décrois- 
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santé  et  asymptote  à  O^.  On  voit  que  la  fonction 

est  croissante  à  gauche  de  la  valeur  Z/^,  constante 
à  droite;  et  que  la  courbe  C/,_^,  est  entièrement  située 
au-dessus  de  la  courbe  C,;.  Ceci  posé  si  /■  est  une 
valeur  de  :r,  comprise  entre  /•,„  et  /'m+i ,  on  voit  facile- 
ment que,  parmi  les  nombres  y/(/'), 

(  L  =  Hq^  /lo  -h  I ,   ...   m,  //i  +  I,   .  . .  ), 

il  j  en  a  un  >'>(/'),  supérieur  à  tous  les  autres  (ou  égal 
à  ceux  d'indice  moindre).  La  fonction  R(^)  qui,  pour 
chaque  valeur  /"  de  x,  est  égale  à  ce  nombre j^j^(/),  est 
V exposant  net  minimum.  La  courbe  représentant 
cette  fonction  est  formée  d'une  suite  d'arcs  des 
courbes  yn{x)^  passant  par  une  série  de  points 
Aj<,  Ajy  ,  ...,  A^x  ■>'''■)  les  indices  de  ces  points  sont 
les  indicea  principaux.  De  cette  définition  résultent 
les  propriétés  suivantes  : 

i"  La  fonction  R(^)  est  décroissante  et  constante 
alternativement  ; 

2"  La  fonction  R(^)log\r  croit  et  est  constante 
alternativement; 

3"  Les  nombres  R(/V/)  sont  supérieurs  aux  nombres  a- ,< 
pour  toute  valeur  de  n  (supérieure  à  /io),  et  égaux  à  iu 
pour  les  indices  principaux; 

4"  La  fonction  R(^)  est  \a  plus  |)etitc  des  fonctions 
jouissant  des  trois  propriétés  précédentes. 

Il  résulte  égalementdes  propriétés  de  la  fonction  R(^) 
que  la  fonction 

varie  de  la  fac-on  suivante  :  lorsque  x  croît  de  i\    à  i\      , 
la  fonction  considérée  décroit  d'abord,  puis  croît. 


(     lOO    ) 

2.  Hypothèse  sur  la  croissance  de  r,i.  —  L'hypo- 
thèse que  nous  ferons  sur  la  croissance  de  /•/?,  et  qui 
est  nécessitée  par  la  méthode  de  calcul  est  la  suivante  : 
R(j;)  étant  l^ exposant  net  minimum^  on  a 

(•2)  lim  R(a;)a7R*»>  =  o. 

X'=  00 

Cette  condition  est  vérifiée  notamment  dans  le  cas 
suivant  :  il  existe  une  fonction  (fonction  type)  ^{oc) 
décroissante  (ou  non  croissante),  telle  que  la  fonction 
O(j;)log\r  croît,  telle  que 

et  qui  vérifie  la  condition  (2).  En  effet,  la  fonction  R(^) 
sera  alors  inférieure  ou  égale  à  B(^)  pour  cliaque  vafeur 
de  X,  et  vérifiera  a  fortiori  la  condition  (2).  En  parli- 
culier,  on  voit  que  si  la  convergence  de  la  série  (1)  est 
constatée  par  les  critères  de  Bertrand ,  il  existe  une  fonc- 
tion Ô(^)  satisfaisant  aux  conditions  (2),  les  conclu- 
sions que  nous  obtiendrons  seront  donc  aussi  générales 
que  celles  de  M.  Mattson.  Mais  on  voit  aussi  que  la 
condition  (2)  est  vérifiée,  par  exemple,  dans  le  cas  où 

l'on  a 

I       _  I 

log//i        /i  log/i  log2n 

et  dans  ce  cas  la  série  (2)  diverge;  la  condition  de 
M.  Mattson  est  donc  trop  restrictive. 

Examinons  maintenant  les  conséquences  de  l'inéga- 
lité (2);  d'après  le  mode  de  croissance  de  la  fonction 

il   existe   une  infinité   d'indices   principaux    successifs 

]Ny,  N,^_,_,,  tels  que 

U(rN^,j<U(/-.N^), 


I 


(    'o,    ) 

sans  quoi  la  condilioii  (2)  ne  serait  pas  vérifiée:  on 
aura  alors  dans  tout  Tintervalle  /\  ,  /\ 

et  en  particulier 

(3)  U(/-.v^  +  r)<U(/-.x^), 

je  désignerai  par  M  un  indice  principal  jouissant  de  la 
propriété  indiquée  par  cette  inégalité,  il  y  a  une  infinité 
de  tels  indices.  Nous  aurons  donc 

(4)  K(ni+i)/li:r''<R('-M)/f/'"': 

d'autre  part,  puisque  M  est  un  indice  principal,  on  a 

10  g /'M 

et  aussi 

log(M  -^i) 


(6)  R{/-MH-i)^ 


logTM  +  i 


En   utilisant   l'égalité  (5)  et  l'inégalité  (6),  l'inéga- 
lité (4)  devient 

or  l'inégalité  (6)  s'écrit  également 


rM^.^(M-f-i)""-«-'', 


ce    qui    donne,    en    remplaçant par   la    (luan- 


lité 


M 


7— (lui  lui  est  inférieure, 

M  +  l        1 


M  \  M  /  M 


M     K(/„i  1 


(     102    ) 

c'est-à-dire 

1  1 

Or  pour  :r  =:  7'm  l'hj'pothèse  (2)  nous  donne 
lim  MR(7m)  =  o, 

el  par  suite  nous  obtenons  l'inégalité 


(8)  CM±1>MV         (K 


ni  ■         \  MR(rM) 

valable,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  posai/  K, 
pour  une  infinité  d^ indices  principaux  M. 

3.  Démonstration  du  théorème.  —  La  démonstra- 
tion du  théorème  signalé  au  début  résulte  presque 
immédiatement  de  l'inégalité  (8).  Considérons  une 
valeur  K,  ^  2,  et  prenons 

h 


d'où  il  résulte 


/'  1 


M 
nous  avons,  pour  |  g  |  =  /*, 


(9)      /(^)=f"|(i 
1 

n(-ï)n 


z 

M 


«1  «9  .  .  .  «M  -1-  -1-  \  5  /  J_  J.  \  a, 

1  M+1 

Dans  les  deux  produits  qui  figurent  dans  cette  éga- 

et  Z 

lité,  les  valeurs  absolues  de  —  et  —  sont  inférieures 

•S  CLn' 


(    'o3  ) 


à  -:  par  suite  nous  avons 
2     ' 


.<-7^ 


(-t) 


I  /■ 

-^rTT<'-TT< 


I   -t- 


a. 


a, 


<i 


<' 


r 


d'où  nous  d 

éduisons 

(lO) 

1 

(II) 

M-+-1 

aVi^L 


=  e 


=  e 


M-l-l 


T       /• 


les  nombres  a  et  a,  étant  compris  entre  —  2  et  i .  Mais 

d'après  la  définition  de  /•,  le  quotient^  est  égal  à  M     % 
et,  par  conséquent,  l'égalité  (10)  devient 


II 


Z 


I  —  £1; 


le   nombre   s,    étant  compris   entre   —  — r —  et  —r. — 

Il  -  1  11—  1 

c'est-à-dire  arbitrairement  petit. 

Passons  à  l'égalité  (i  1),  si  nous  désignons  par  M'  — 
la  partie  entière  de  z-^*'*,  on  a 


M' 


(i3 


M  +  l  M -1-1  M'f  1 

mais  on  a  bien  facilement 


I         M'— M 


/■M^-l 


M  4- 


1 


n 


1 


(  'o4  ) 

de  sorte  que  nous  pouvons  écrire 

or,  d'après  la  définition  de  M',  on  a 
M'>  r«i"  >  M'— I, 


donc 


^      <1,         Vl'<n-/-ï^('' 


M' 


1 

R(/' 


/• 


en  portant  dans   l'inégalité    précédenle,    elle    prendra 
la  forme 

y  _i_  </iR(/) ,  h<2: 

^  rn'  r 

M'+l 

OU   encore,   comme  R(/)/''^*"   tend    vers  zéro  avec  -, 
on  aura 

M'-hl 

£0  étant  arbitrairement  petit,  à  condition  que  /j,  soit 
suffisamment  grand.  Enfin,  on  a  la  suite  d'inégalités 
suivantes 

M'— M  <:\r—i  </•">'■'< /•'^ '■*'*=  VM  M"/  =Me'-  : 

or,  de  l'inégalité  évidente 

R(rM)logM<R(/>,)M, 

résulte  que  l'exposant  de  e  dans  l'inégalité  précédenle 
reste  inférieure  à  un,  tant  que  —  reste  inférieur  à  K  ; 

donc 

M'_M  M      ^  i     M     ^  £-2 

<  <  -   — îT  <-  — ' 

ru+i  ai  +  i        ''      ^        f 

M- 


(    ïo5  ) 

1-2  étant  arbitrairemenl  petit.  Dans  cps  conditions,  on 
voit  que  1  inég^alité  (  i3)  donne 

M-f-l 

et  cette  valeur  portée  dans  l'égalité  (i  i)  donnera 


M  +  1 


-11 


le  nombre  e',  étant  compris  entre  — Sso  et  4^27 
c'est-à-dire  arbitrairement  petit.  En  résumé,  on  voit 
que,  si  petit  que  soit  e,  on  peut  trouver  M  assez  grand 
pour  qu'on  ait 


II 


a, 


11 


le    module    ;■   de    z   étant    compris    entre    /•„M'+^    et 

K 

/'^,M^   (.9^0).    Pour  de    telles   valeurs  de    z  on  aura 
donc  l'égalité 

(14)  /(^)=  ^^  ^/"    ^^    ['  +  ^(^)J- 

r^a  proposition  en  vue  est  ainsi  démontrée. 

A.  Toute  la  démonstration  précédente  résulte  de 
l'hypothèse  que  l'inégalité  (8)  a  lieu  pour  une  infinité 
d'indices  principaux;  elle  exige  d'ailleurs  sim|)lenient 
que  le  nombre  K  soit  supérieur  à  2;  on  pourrait 
obtenir  ainsi  une  légère  extension  du  théorème,  mais 
on  obtiendra  une  extension  plus  imj)ortante  de  la  façon 
suivante  :  lorsqu'on  a 


iim  


^    0, 


(    io6  ) 
on  a  pour  n  suffisamment  grand 


r/i-l 


Cl\  Cl-2  .  .  •  Cln  —  \ 


a, 


<^/i-4-l  /' 


[1  +  £(Z)], 


pour  les  valeurs  de  \z\  vérifiant  ^inégalité 
On  a  en  effet 

n 


(i6) 


a, 


=  e 


(«7) 


n 


/i  +  2 


=    6  n+2      ' 


les  nombres  a  et  ai  étant  compris  enlre  —  2  el  i;  or, 
d'après  l'hypothèse  faite,  on  peut,  étant  donné  un 
nombre  K  supérieur  à  i ,  trouver  N  tel  que,  pour  i  >>  N, 
on  ait 

ri^^  ^  K' 
on  aura  alors 

1  0 

et  par  suite 

/'  Àmà  Fn  K  —  I       r,t 


(')  Celte   proposition    est    donnée   par   INI.    Mattson    dans    le    cas 
où  -^^^  <  e"",  a  >  o 


(    '07  ) 
cette  quantité  tend  vers  zéro  lorsque  ?i  croît  indéfini- 
ment, le  produit  (i6)  a  donc   pour  limite  un.  De  la 
même  façon,  on  trouvera 


00 

^^  n  Va-^'i    K  —  I 


le  produit  (17)  a  aussi  pour  limite  un  et  la  proposition 
est  démontrée. 

On  démontrerait  de  même  la  proposition  suivante  : 
lorsqu'on  a,  à  partir  d^ une  certaine  valeur  de  ai, 
U  inégalité 


r, 


'■«-Hl 


<C<I, 


on  a  pour  z  suffisamment  grand 


(18)       \fi^-)\  = 


•  n-\ 


i\r.2  .  .  .  /•„-! 
oii  n  est  dé/ini par  les  inégalités 


a, 


i  — 


a. 


z\  =  rirn+i, 


et  où  A  est  un  nombre  fini. 

o.  Théoiièmk  de  m.  Wiman.  —  On  sait  que  le 
théorème  de  M.  Wiman  relatif  aux  fonctions  d'ordre 
non  nul  est  le  suivant  :  Si  /{z)  est  une  fonction 
d^ ordre  ^  <Cr,^  on  a  sur  une  infinité  de  cercles  de 
rayons  indéfiniment  croissants  V iné galité 

■        \f{z)\>e>'-\ 

£  étant  arbitrairement  petit.  La  proposition  se  com- 
pli(|iie  nécessairement  pour  les  fonctions  d'ordre  nul, 
pour  lesquelles  l'exposant  de  convergence  est  nne  fonc- 
tion de  /•;  elle  est  constituée,  dans  le  cas  général,  par 


(   io8   ) 

l'égalité  (lo)  de  mon  article  déjà  ci  lé  :  on  a  sur  une 
infinité  de  cercles  (et  même  dans  des  couronnes)  de 
rayons  indéfiniment  croissants 

^-9)  1/(^)1=  (,,         ,     )        =e         '''•»•  , 

r  étant  donné  par  l'égalité 

a. 

(2o)  /•  =  krs  e' ""^^         a  fini,         A  >  i  ; 

et  N  étant  un  indice  principal^  p(-^)  i^'^  exposant  nel, 
et  '^j{x)  la  fonction  inverse  d'une  fonction  continue, 
non  décroissante,  définie  par  l'égalité 

r,:c=  ?(^). 

On  peut,  d'ailleurs,  tirer  de  l'égalité  (20)  une  inéga- 
lité tout  à  fait  analogue  à  celle  trouvée  par  M.  Wiman. 
On  a 

C    ^6^dx>  f    ii^6/:r>N(Iogr-logr>), 
d'où,  en  appliquant  l'égalité  (20), 


i: 


^  P(/\n) 


mais,  de  l'égalité  (20),  résulte  également  les  égalités 

log/'N  =  logr(i  — £4},  N>-^; 

et  l'on  a  par  suite 

(2.)  1/(^)1  >'-'-''""^"  (•). 


(')  C'est  sous  celte  forme  que  j'ai  démoniré  le  théorème  de 
M.  Wiman  dans  mon  article  des  Mathematische  Annalen.,  t.  LXX. 
Dans  tout  ce  qui  suit  les  nombres  s  désignent  des  quantités  positives, 

tendant  vers  zéro  avec  -  ou  — >  n'ayant  aucune  relation  entre  elles. 


(    109  ) 

Cette  inégalité,  moins  précise  que  l'égalité  (19)  met 
bien  en  évidence  le  théorème,  si  1  on  remarque  que 
l'on  a,  quel  que  soit  |  ^  |  >  /'o, 


Il  +  îi  /      ^^ cl.r 


f 

(22)  \f(z)<e         •^'"o    ■'  <r''^^^^i+£). 

L'application  de  l'inégalité  (21)  est  d'ailleurs  bien 
aisée;  supposons,  par  exemple,  que  Ô(^)  étant  une 
fonction  décroissante,  et  8(^)log^  une  fonction  crois- 
sante, o/i  ait  pour  n  ^  n^ 

(23)  n<7-0i'-,.)ll  +  ^., 

et  pou/'  une  infinité  de  valeurs  de  n 

(24)  ;i>/-9;'»)'t-^>, 

et  ceci  quel  que  soit  le  nombre  positif  £,  pourvu  que  n 
soit  assez  grand.  Il  existera  alors  une  fonction  expo- 
sant net  p(^),  vérifiant,  quel  que  soitx>>7,  les  inéga- 
lités 

on  aura  donc^  poui-  une  infinité  de  valeurs  de  /•, 

(25)  1/(^)1  >'-"<""-" 
et,  quel  que  soit  /•, 

(26)  1/(^)1  <'•' 

On  obtiendrait  toute  une  série  de  résultats  en  don- 
nant à  Q(x)  des  valeurs  particulières;  mais  il  est  bien 
évident  que  l'égalité  (19)  qui  renferme  toutes  ces  for- 
mules, ainsi  que  l'inégalité  (21),  est  beaucoup  plus 
précise. 

C'est  ainsi  qu'elle  donnera  les  précisionsdu  théorème 
de  M.  Wiman,  dans  certains  cas  de  croissance  irrégu- 


(      MO    ) 

lière,  que  j'ai  indiqués  dans  mon  article  cité  dans  la 
Note  précédente.  Mais  c'est  principalement  dans  les  cas 
de  croissance  régulière  que  cette  égalité  sera  utile  et 
précisera  facilement  le  théorème  général. 

11  est  bien  aisé  de  voir  que,  tout  au  contraire,  la  pré- 
cision fournie  par  l'égalité  (i  5  )  ne  pourra  guère  fournir 
de  résultats  généraux,  puisque,  pour  utiliser  le  résultat 
obtenu,  il  serait  nécessaire  de  connaître  en  ionclion 
simple  de  /•  l'expression 

à  I  +  £  près,  ce  qui  ne  semble  possible  que  pour  des 
valeurs  très  particulières  de  /*,,  7*2,  . . .,  /,/  ....  Cepen- 
dant l'égalité  (18)  peut  donner  des  résultats  intéres- 
sants; on  aura,  par  exemple,  les  deux  résullats  sui- 
vants : 

I.   Si,  pour  n  >>  /Iq,  on  a 


rn=  e«+  £„,         lim  £„  =  o; 

;i:=  00 


on  aiira^  à  partir  d\ine  certaine  valeur  de  n, 


1/(^)1- A  e^- 


-[(log/-)2— lOg/'l 


I  — 


^«+1 


A  fini. 


II.   Si^  pour  n  >>  no,  on  a 

''„=  e"'+  £„,         lini  £„=  o, 


on  aura,  pour  n  suffisamment  grand, 

Wi  r 


\f{z)\  =  \e 


-  (lo^ /•')■• 


Il  (l()g/-)-J 


<'n  +  \ 


I  ^ 


a, 


On  obtiendra  aisément  des  résultats  analogues. 


(II.) 

[L'16a] 

SUR  LES  DEVELOPI»OÏDES  DE  L'ELLIPSE; 

Par  m.  F.  Gomks  TEIXEIRA. 


Considérons  l'ellipse  représentée  par  les  équations 
paramétriques 

X  =  a  cos  ^,         y  =^  ^  sin  t^ 

et  cherchons  l'enveloppe  d'une  droite  D  passant  par  un 
point  variable  (.r,  y)  de  cette  ellipse  et  faisant  un  angle 
constant  w  avec  la  tangente  à  celle  courbe  en  le  point 
mentionné. 

[^'équation  de  la  droite  D  est 

,.        ,     .  b  cot^  +  ani  ^  ^ 

Y  —  6  sin^  = (  \  —  a  cos^), 

bîii  col  ^  —  a 

où  ni  =.  tang  w,  ou 

h{m\  —  X)  cos^  —  a  (Y  -h  mX)  sin^  h —  c^  m  sina^  +  a6  =  o, 

en  faisant 

c2=  a-i—bK 

I^'enveloppe  des  positions  que  cette  droite  prend, 
cjuaiid  le  point  (^,  >)  parcourt  l'ellipse,  est  déterminée 
par  cette  équalion  el  par  celle  (ju'on  obtient  en  la  déri- 
vant par  rapport  à  t^  savoir  : 

b(  mY  —  X)  sin  ^  H-  «(  Y  H-  /?iX)  cos^  —  c^  m  cos  2^  =  o. 

Changeons  maintenant  les  axes  des  coordonnées,  en 
prenant  poui-  nouveaux  axes  deux  droites  perpendi- 
(Mdaires  Tune  à  Taulre  pussanl  j)ar  le  ccnli(^  de  l'ellipse 


(  >I2  ) 

el  faisant  des  angles  égaux  à  co  avec  les  axes  de  celle 
courbe;  et  pour  cela  posons 

Xi  =  X  cosco  —  Y  siii  w,         Y]  =  X  sin  0)  -h  Y  costo. 
Les  équations  précédentes  deviennent 

bXi  cost  -h  aYi  s\nt c^  sina>  sin2if  —  ab  costo  =  o, 

b  X|  sin;  —  rt  Yi  cos^  +  c-  sin  to  cos'2^  =  o. 

L'enveloppe  considérée,  c'est-à-dire  la  développoïde 
de  Tellipse,  peut  donc  être  représentée  par  les  équa- 
tions paramétriques 

c^  sin 00     . 

A|  — sm^^-f-acoscu  cos^, 

b 

.r         c'2  sino)  , 

1 1  =  cos-^  t  -{-  b  cos O)  sin  ^. 

a 

Posons  maintenant 

Xi  =  X2,         aYi=6Y2. 

les  équations  prennent  la  forme 

X2=  -T-sinco  sin3/4-«  costo  cos/, 
Y9  =  "T  sin  w  cos^/  4-  a  costo  sin  ^. 

Or,  ces  équations  représentent  (comme  on  peut  le 
voir,  par  exemple,  dans  notre  Traité  des  courbes 
spéciales^  t.  J,  p.  334)  ^'"6  courbe  parallèle  à  l'aslroïde 
définie  par  les  équations 

Xj  =  —  sin  to  sin-^/,  Yj  =  -7-  sin  to  cos^/. 

o  b 

Donc,  nous  avons  le  ihéorème  suivant,  qui  n'a  pas 
encore  été  peut-être  signalé  : 

Les  développoïdes  de  l  ellipse  sont  des  courbes 
affines  des  lignes  parallèles  à  une  astroïde. 


(  "S  ) 

Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que  réqualion 
cartésienne  de  la  développoïde  de  l'ellipse  peut  êUe 
déduile  immédiatement  de  celle  des  courbes  parallèles 
à  Taslroïde  {loc.  cit.^  p.  338).  On  trouve  ainsi 

[3(è2Xf-ha2Y2  — c'^  sin^w)  —  l^a^  b'- co^^hi^ 
-h  b^l'i.-]  ac'^XiYi  sin  w  —  9  a  co^tu{b'^-\\  -h  a^  Yf  ) 

—  i8ac'*  coso)  sin^o)  -+-  %d-^b-  cos^oj]^  =  o. 

Remarquons  enfin  que,  en  tenant  compte  d'un 
théorème  connu  (^loc.  cit.,  p.  336),  on  peut  encore 
énoncer  le  théorème  donné  ci-dessus  de  la  manière 
suivante  : 

Chaque  déi^eloppoïde  de  l  ellipse  est  une  courbe 
affine  dune  autre  c^ui  enveloppe  une  droite  qui  se 
déplace  de  manière  que  le  segment  compris  entre 
deux  autres  droites  fixes  soit  constant. 

Les  équations  des  droites  fixes  sont 

( 2 aè  Y|  cos  eu  —  c2  X 1  sin  co  )-  =  (  c*  sin^  co  —  4  <^"-  ^'^  cos"^  oj  ) Xf 

et  ces  droites  sont  donc  réelles  quand 

taiiii-co  >  ; —  • 


[M'15b] 

y 

SUR  L'HYPOCYCLOIDE  A  TROIS  REBROISSEME^TS 


{suite  et  fin)  ; 
Par  iM.  J.  I.bmairp:. 


Système  de  quatre  tangentes  a  une  II3. 

30.    Proposons-nous    de    construire    l'hjpocycloVde 
tangente    à    (piatie    droites   :    Si    trois    des    tangentes 
Ann.  de  Mathémal.,  4*  série,  l.  XIII.  (Mars  1913.)  ^ 


■      (  "4  ) 

données  partent  d'un  même  point  A,  et  coupent  la 
quatrième  en  B,  G,  X,  la  courl)e  à  construire  est 
l'enveloppe  des  droites  A  (G)  relatives  à  ABC,  9  étant 
l'angle  de  XA  avec  BC:,  nous  savons  obtenir  le  cercle 
inscrit  dans  l'hypocjcloïde  qui  est  alors  bien  déter- 
minée. 

Dans  le  cas  général,  BG,  GA,  AB,  et  ajjy  étant  les 
droites  données,  la  parallèle  menée  par  A  à  a[Sy  coupe 
en  a'  le  cercle  ABG,  et  la  parallèle  menée  par  A  à  aa' 
est  la  troisième  tangente  issue  de  A  ;  on  est  ramené  au 
cas  précédent. 

Si  l'on  se  donne  trois  tangentes  BG,  (JA,  AB,  et  le 
point  de  contact  A|  de  BG,le  parallélogramme  A  Ao  A,  X 
{fig.  6)  détermine  AX. 

Nous  avons  vu  (16)  comment  construire  une  H:{  tan- 
gente à  deux  droites  données  en  deux  points  donnés. 

Supposons  encore  connus  un  point  A,  et  le  cercle 
osculateur  en  ce  point,  et  une  autre  tangente  quel- 
conque AB  :  la  corde  AoA,  A',  interceptée  {fig-  5)  par 
le  cercle  O  sur  la  normale  en  A,,  valant  quatre  fois  la 
distance  du  centre  to  de  l'Iiypocycloide  à  BG,  est  la 

moitié  du  rayon  de  courbure  en  A,  ;  comme  ABA.,  est 
droit,  les  données  permettent  d'obtenir  B,  A.,,  Ao,  d'où 
le  cercle  O,  et  le  triangle  ABG>,  qui  est  un  triangle  T, 
et  par  suite  le  cercle  inscrit  dans  l'hypocycloïde. 

Enfin,  si  les  quatre  tangentes  données  sont  confon- 
dues, ou  si  l'on  connaît  un  point  de  l'hypocjcloïde, 
et  la  parabole  osculatrice  en  ce  point,  les  propriétés  de 
cette  parabole  et  la  ligure  4  donnent  le  centre  de  la 
courbe  et  le  cercle  tritangent. 

31.  Pour  obtenir,  dans  le  cas  général,  le  point  de 
contact  de  aj^y  avec  l'hypocycloïde,  il  suffit  d'appli- 
quer au    triangle  AJ^y    la  remarque   du    n"   24,  et  de 
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mener,  par  le  point  où  le  cercle  .V^v  coupe  la  paral- 
lèle Arto  à  ^v,  la  parallèle  à  AX,  troisième  tangente 
issue  de  A  :  le  point  P  où  cette  droite  coupe  a|^^'  est  le 
point  de  contact  (/i/?  •  9). 

Remarquons  ([ue,  AX  étant  parallèle  à  la  droite  qu 
joint  a  à  l'extrémité  y!  de  la  corde  A  a'  parallèle  à  a^S^', 


a.y'^'yV  est  un  parallélogramme.  Menous  par  A  la  paral- 
lèle à  BC  qui  coupe  aj^v  en  L,  la  figure  doimt^ 


V  7. 


A  a'  ~r-  A  a.>. 


Si  ajjv  se  déplace  en  conservant  une  direction  fixe. 


A« 


— p   conserve   une   valeur  constante  ).,   et   Pa  a   pour 
valeur 


l'st  =  \a  H- A  AL. 


de  sorte  «pie  P  décrit  une  droite,  et  lOii  a  ce  llK-oiènic 
énoncé  par  M.  Hi(;kail  (Hca'hc  (ic  MftihèniaiUjiicsi 
spéciales^  \[)0^)  :  Le  lieu  i^éoinêtriqae  du  point  de 
contact  d^ une  hypocycloïde  inscrite  à  un  triangle 
avec  une  tangente  de  direction  fixe  rst  une  droite. 
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3â.  Énonçons  les  propositions  suivantes,  faciles  à 
obtenii'  : 

Les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  quatre 
triangles  déterminés  par  quatre  tangentes  à  une  H3 
sont  sur  un  cercle  passant  au  foyer  de  la  parabole 
tangente  à  ces  droites,  et  égal  au  cercle  tritangent. 

ABC  étant  un  triangle  circonscrit  à  une  H3,  une 
tangente  variable  forme  avec  les  côtés  trois  triangles  : 
les  centres  des  cercles  qui  leur  sont  circonscrits  sont 
les  sommets  d'un  triangle  de  grandeur  constante^ 
semblable  à  ABC,  et  inscrit  dans  un  cercle  égal  au 
cercle  tritangent  et  passant  au  centre  du  cercle  ABC. 

Si  un  quadrilatère  circonscrit  à  une  H3  est  inscrip- 
tible  dans  un  cercle,  sa  troisième  diagonale  est  tan- 
gente à  la  courbe,  et  réciproquement;  cela  résulte  de 
ce  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
tel  quadrilatère  soit  inscriptible  est  que  a  -f-  y  ^  p  -h  0 
(à  kiz  près),  a,  p,  y,  8  désignant  les  angles  des  côtés 
avec  U'U. 

Utilisant  cette  remarque  et  le  théorème  de  La- 
guerre  (3),  nous  trouvons  que  :  si  un  quadrilatère 
circonscrit  à  une  H3  est  inscriptible  dans  un  cercle, 
le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  adjointes  des 
côtés,  et  le  quadrilatère  formé  par  les  troisièmes  tan- 
gentes issues  des  sommets  du  premier,  sont  aussi 
inscriptibles;  et  leurs  troisièmes  diagonales  coïncident 
avec  la  tangente  adjointe  de  la  troisième  diagonale  du 
quadrilatère  donné. 

Les  quatre  quadrilatères  formés  chacun  par  les  troi- 
sièmes tangentes  issues  de  deux  sommets  opposés,  et 
par  les  tangentes  adjointes  de  deux  côtés  opposés  du 
(|uadrilatère  primitif,  possèdent  les  mêmes  propriétés. 

Si  de  deux  points  d'une  tangente  à  une  H3  on  mène 


\ 


deux    tangentes,   la    parabole    qui    touche    ces    ([uatre 
droites  a  son  foyer  sur  la  première  tangente. 


Systèmes  de  cinq  tangentes  a  une  H3. 

33.  Soient  cinq  droites,  dont  trois  forment  un 
triangle  ABC,  les  deux  autres  étant  a[3v  et  a'p'v' 
{fig.  10);  M,  point  commun  aux  cercles  ABC  et  A  ^^v. 


est  le  foyer  de  la  parabole  tangente  aux  quatre  pre- 
mières droites;  M',  point  commun  aux  cercles  ABC 
et  A^'v',  est  le  foyer  de  la  parabole  tangente  aux  trois 
premières  droites  et  à  a'[3'v';  A,,  point  commun  aux 
cercles  A  (3v  et  Afi'y',  est  le  foyer  de  la  parabole  tan- 
gente à  AB,  AC,  a|jy  et  a'ji'y'. 

a|Sv  est  la  droite  A (9)  de  M  relative  au  triangle  ABC, 
l'angle  0  étant  l'angle  que  font  res[)ectivement  Ma,  Mp, 
M  V  avec  BC,CA,  AB.  De  même  7/ [^'v' est  la  droite  A  (9') 
de  M',  0'  étant  l'angle  analogue. 

On  voit  fort  aisément  que  A,  M'  fait  avec  A,  M  un 
angle  (0' — (l).  B,  et  C,  désignant  les  foyers  des  deux 
paraboles  tangentes  :  la  première  à  BC,  BA,  a^v,  a'(3'y', 
et  la  deuxième  à  CA,  (^B,  a^y.  a'[^'y',  les  droites  B,  iM' 
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etC|  M'  font  avec  B,  M  etC,  M  respectivement  le  même 
angle  (8'— 8). 

On  a  Je  ilicorème  de  Mlquel  :  les  foyers  des  cinq 
paraboles  déterminées  par  cinq  tangentes  associées 
quatre  à  quatre  appartiennent  à  un  même  cercle;  on 
l'appelle  le  cercle  de  Miquel  des  cinq  droites. 

Pour  que  les  cinq  droites,  soient  tangentes  à 
une  H;,,  il  faut  et  il  suffit  que  9'=  8,  c^ est-à-dire 
que  le  cercle  de  Miquel  se  réduise  à  une  droite. 
Nous  appellerons  cette  droite  la  droite  de  Miquel  des 
cinq  tangentes. 

Ce  beau  théorème  est  dû  à  P.  Serret. 

Si  nous  désignons  par  rt,  b,  c,  d  les  angles,  avec  U'U, 
des  tangenles  BG,  CA,  AB,  aj^y  d'une  Hg,  la  dernière 
est  la  droite  A(0)  de  M  par  rapport  à  ABC,  l'angle  B 
ayant  pour  Naleur 

0  ^ (a  -\-  b  ^  c). 

Soient  une  autre  tangente  a'j^'y',  droite  A(9)  de  M', 
d'  son  angle  avec  U'U,  o)  celui  de  MM';  utilisant  les 
propriétés  des  droites  A(9),  on  obtient  sans  peine  la 

relation 

a  H-  /^  -h  c  ==  (.0  -h  ^  -f-  t/'  —  -2  0, 
d'où 

(  1  )  a  H-  6  -h  c  H-  <^/  H-  t/'  -f-  to  ;^  t). 

De  la  symétrie  de  cette  relation  en  a,  6,  c,  d.,  d' ^ 
lésultc  que  les  droites  qui  joignent  les  fo^'^ers  de  deux 
des  paraboles  tangentes  à  quatre  des  cinq  tangentes 
données  ont  même  direction;  nous  retrouvons  que  le 
cercle  de  Micpiel  des  cinq  tangentes  se  réduit  à  une 
droite,  dont  l'égalité  (i)  donne  la  direction. 

31.    Dans  ces  conditions,  les  faisceaux   (M,M'apy) 
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el  (M',  Ma'Iii'v')  ayant  leurs  droites  respeclivement 
parallèles,  sont  égaux;  m  et  m  désignant  les  traces 
de  MM'  sur  a3v  et  a'ô'v',  on  a  alors 

{m  a^-;)  =^  i  m' %  ^'v'  ); 

d'où  ce  théorème  :  Les  droites  ^(0)  des  deux  points  M 
et  M',  et  la  droite  MM'  to  a  client  une  même  conique 
inscrite  à  ABC;  autrement  dit  :  la  droite  de  Mic/tiel 
de  cinq  tangentes  à  une  H3  touche  la  conique  tan- 
gente aux  cincj  droites. 

Enonçons  les  conséquences  suivantes  de  (1)  : 

La  droite  de  Miquel  de  quatre  tangentes  fixes  <7, 
b,  c,  d.,  et  c^ une  tangente  variable  cl'  forme  avec 
celle-ci  des  angles  dont  les  bissectrices  ont  des  direc- 
tions fixes. 

Six  tangentes  formant  un  triangle  T(G)  et  un 
triangle  T( —  0),  chacune  déciles  est  parallèle  à  la 
droite  de  Miquel  des  autres. 

Si  trois  tangentes  sont  fixes,  et  si  deux  autres  se 
coupent  sur  une  tangente  fixe  Jeur  droite  de  Miijuel 
a  une  direction  invariable. 

Les  tangentes  adjointes  de  cinq  tangentes  données 
ont  une  droite  de  Miquel  parallèle  à  la  tangente 
cul  jointe  de  la  tangente  parallèle  à  la  droite  de 
Miciuel  des  premières.  11  en  csl  de  même  pour  les 
troisièmes  tangentes  issues  des  sommets  de  tout  P^In- 
gone  formé  par  les  cinq  premières,  etc. 

Etant  données  cinq  tangentes.^  dont  trois  issues 
d^ un  point  P,  deux  d^un  point  O,  leur  droite  de 
Miquel  passe  en  P  et  est  parallèle  èi  la  t  roisième  tan- 
gente issue  de  (). 

Si  donc  on  leur  joinl  ceUe  troisième  tangenle,  ces 
six    droites,    prises    cinq    à    cincj.    ont    six    droites    de 
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Miquel  symétriques  des  tangentes  par  rapport  au  milieu 
de  PQ.  Les  foyers  des  neuf  paraboles  déterminées  en 
associant  deux  tangentes  issues  de  P  à  deux  tangentes 
issues  de  Q  sont  trois  à  trois  sur  ces  droites  symétriques 
des  tangentes. 

35.  Sur  la  parabole  II  tangente  à  quatre  tan- 
gentes a,  [îi,  y,  0  d'une  H3.  —  A  l'aide  des  propriétés 
de  la  droite  de  Simson  on  établit  aisément  que  : 

L'enveloppe  des  axes  des  paraboles  tangentes  aux 
trois  côtés  d'un  triangle  est  une  H3  inversement  homo- 
thétique,  dans  le  rapport  de  2  à  i,  par  rapport  au 
centre  de  gravité  du  triangle  ABC^  de  l'hypocycloïde 
enveloppe  des  droites  de  Simson  de  ce  triangle;  cette 
enveloppe  des  axes  est  tritangente  au  cercle  circonscrit 
à  ABC,  qu'elle  touche  au  point  situé  au  tiers  de  l'arc  AA2 
sous-tendu  par  la  corde  parallèle  à  BC,  à  partir  de  A, 
et  aux  deux  points  analogues.  Des  propriétés  obtenues 
plus  haut,  on  déduit  les  suivantes  : 

Les  tangentes  a,  j^  d'une  H3  se  coupant  en  P,  et  y,  8 
en  Q,  le  foyer  F  de  la  paiabole  II  tangente  à  ces 
quatre  droites  est  symétrique,  par  rapport  au  milieu 
de  PQ,  du  point  commun  aux  troisièmes  tangentes 
issues  de  P  et  Q. 

Si  donc  on  joint  le  foyer  d'une  parabole  aux  six 
sommets  d'un  quadrilatère  ciiconscrit,  la  parallèle 
menée  par  chaque  sommet  à  la  droite  joignant  au  foyer 
le  sommet  opposé  touche  l'hypocycloïde  inscrite  au 
quadrilatère;  cela  résultait  d'ailleurs  des  propriétés 
immédiates  des  droites  A (9). 

Les  troisièmes  tangentes  issues  de  chacun  des  trois 
couples  de  sommets  opposés  se  coupent  sur  une  même 
tangente  à  l'hypocycloïde;  Vaxe  de  la  parabole  est 
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parallèle  à  cette  tangente.  Son  angle  avec  U' U  est  égal 

à  (  ^  -h  a  -h  ,3  +  Y  4-  S  L  à  /•-  près. 

Si  donc  on  remplace  o  par  une  autre  tangente  s, 
l'angle  des  axes  des  deux  paraboles  est  égal  à  celui  de 
ces  deux  tangentes  o  et  s;  on  en  conclut  que  si  cinq 
tangentes  a,  ^,  y,  5,  £  d'une  H3  forment  un  pentagone, 
les  axes  des  cinq  paraboles  déterminées  par  ces  tan- 
gentes associées  quatre  à  quatre  forment  un  pentagone 
qui  a  ses  angles  égaux  à  ceux  du  premier,  et  disposés 
dans  l'ordre  inverse. 

w  désignant  Tangle,  avec  U'  U,  de  la  droite  de  Miquel 
de  cinq  tangentes  a,  p,  y,  8,  e;  t'  celui  de  l'axe  de  la 
parabole  tangente  aux  quatre   premières,  les  relations 

a  H-  P  +  Y  H-  ô  -f-  £  -I-  (0  ^  o, 
e'=a  +  pH-YH-o-+-- 


donnent 


Par  suite,  chacune  des  cinq  tangentes  est  coupée 
par  la  tangente  parallèle  à  Vaxe  de  la  parabole 
tangente  aux  quatre  autres  sur  une  tangente  fixe ^ 
qui  est  parallèle  à  la  droite  de  Miquel  des  cinq  tan- 
gentes. 

Le  paramètre  de  la  parabole  H  (a,  ,3,  y,  8)  est  égal  à 
la  valeur  absolue  de 

8/Tos(a-}-  p-f-Y)cosf  p  H-  Y  -I-  S^cosfY-t-  3-1-  a)cos('Ô4-  an-  3), 

et  aussi  à 

^'-         ^7^ — ' 

Ha?  Rp,  Hy,  Rô  désignant  les  ravons  des  cercles  cir- 
conscrits aux  triangles  formés  par  les  tangentes 
données. 

La  conique  inscrite  au  triangle  (a,  [ii,  v),  et  tangente 
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à  rhjpocjcloïde  iiii  point  de  contact  de  o,  louche  la  tan- 
gente menée  par  le  fojer  F  de  la  parabole  U  au  cercle 
circonscrit  au  triangle. 

Si  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  données 
est  inscriptible  dans  un  cende,  le  foyer  F  est  sur  la 
troisième  diagonale,  cpii  touche  en  z>  l'hypocjcloïde  ; 
Fcp  et  cette  diagonale  ont  le  même  milieu. 

La  distance  des  foyers  F  et  F'  des  deux  paraboles 
(a,  p,  Y,  o)  et  (a,  [3,  y,  o')  tangentes  à  trois  tangentes  a, 
[i,  y  d'une  H3,  et  à  deux  autres  0  et  0'  respectivement, 
est  égal  à  la  valeur  absolue  de 

2rcos(a  H-  (3  -4-  7)  sin(o  —  0'). 

Si  les  tangentes  S  et  0'  se  déplacent  en  faisant  un 
angle  constant,  FF^  reste  constante,  et  enveloppe  un 
cercle  concentrique  au  cercle  circonscrit  an  triangle 
des  tangentes  a,  |3,  v. 

En  particulier,  à  deux  tangentes  rectangulaires  res- 
pectivement associées  à  trois  tangentes  a,  p,  r,  cor- 
respondent deux  paraboles  dont  les  axes  sont  rectangu- 
laires, et  les  foyers  deux  points  diamétralement  opposés 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  (a,3v). 

Le  cercle  passant  aux  foyers  des  paraboles  (a,  [i,  v,  8) 
et  (a,  p,y,  8')  et  au  point  commun  à  leurs  axes  est 
égal  au  cercle  circonscrit  au  triangle  des  trois  tan- 
gentes a,   i3,  y. 

Si,  à  deux  tangentes  0,  ô'  on  associe  trois  autres  tan- 
gentes a,  [i,  y,  deux  à  deux,  on  détermine  trois  para- 
boles dont  les  axes  forment  un  triangle  inversement 
semblable  au  triangle  des  tangentes  a,  p,  v. 

Si  a  =  [i  ^  y  =  0,  n  devient  la  parabole  ayant,  au 
point  de  contact  de  la  tangente  a,  an  contact  du  troi- 
sicme  ordie  avec  l'hypocycloïde;  l'expression  du  para- 
mèlie  devient  8/cos''.)a,  qu'on  déduirait  aussi  de  la 
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conslructioii  donnée  au  u"  9;  la  directrice  et  le  foyer 
de  cette  parabole  peuvent  être  retrouvés  aussi  à  l'aide 
des  considérations  actuelles. 

Le  rayon  de  courbure  o  en  un  point  et  le  para- 
mètre p'  de  la  parabole  surosculatrice  au  même  point 
sont  liés  entre  eux,  et  au  rayon  /•  du  cercle  tritan^ent, 

par  la  relation 

p^  =  5  \ip' r"^ . 

Dans  le  cas  particulier  où  les  tangentes  a,  [^,  y,  &  ont 
leurs  points  de  contact  en  ligne  droite,  le  quadrilatère 
qu'elles  forment  et  la  parabole  inscrite  possèdent  encore 
des  propriétés  intéressantes. 

36.  Propî'iélé  de  cinq  tangenles.  —  Nous  avons 
vu  (19)  que  si  trois  tangentes  a,  b^  c  à  une  H3  forment 
trois  tiiangles  avec  deux  autres  tangentes  d,  d\  les 
orlhocentres  de  ces  triangles  sont  sur  un  cercle  passant 
au  point  (d,  d')  et  ajant  son  centre  sur  le  cercle  tritan- 
gent.  Or,  ces  orlhocentres  sont  les  sommets  du  triangle 
formé  par  les  directrices  des  paraboles  respectivement 
tangentes  aux  droites  b^c,d^d'\  c,a^d^d'\  a,h^d,d' , 

On  a  ainsi  ce  théorème  :  Etant  données  cinq  tan- 
gentes à  une  Ua,  en  associant  deux  d^ entre  elles 
successivement  avec  deux  des  l/'ois  autres,  on  déter- 
mine trois  paraboles,  dont  les  directrices  forment 
un  triangle  inscrit  dans  un  cercle,  rjui  passe  au 
point  commun  aux  deux  premières  tangentes^  et  qui 
a  son  centre  sur  le  cercle  tritangent. 

Ce  triangle  est  in\ersement  semblable  au  hiangle 
des  trois  tangentes  a,  />,  c. 

DiGRKssioN  SLK  UNK  roNiQLi-:  rkmarquarlf: 

IJU    PLAN    d'un    TIUANGIIî. 

37.  r)n  sait  (pic  les  symétriques,  par  rap|)Oil  aux 
milieux  des  col(''s  (Tun  triangle,  des  points  où  ces  côtés 
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sont  coupés  par  une  droite  A,  sont  sur  une  droite  A'; 
A  se  déduit  de  même  de  A'.  Si  A  tourne  autour  d'un 
point  fixe  P,  A'  enveloppe  une  conique  tangente  aux 
côtés  du  triangle  aux  points  symétriques,  par  rapport 
à  leurs  milieux,  des  traces  de  PA,  PB,  PC,  sur  ces 
côtés;  toute  conique  inscrite  au  triangle  peut  être 
obtenue  de  cette  manière. 

Si  P  est  l'orthocentre  H  du  triangle,  la  conique  cor- 
respondante, que  nous  appellerons  S,  possède  d'inté- 
ressantes propriétés  qui  nous  seront  utiles,  et  que  nous 
nous  contenterons  d'énoncer  : 

Premier  cas.  —  Le  triangle  ABC  est  acutangle,  — 
La  conique  S  touche  les  côtés  aux  points  A,,  B^,  C, 
symétriques,  par  rapport  aux  milieux  A',  B',  C,  de  ces 
côtés,  des  pieds  D,  E,  F  des  hauteurs  correspon- 
dantes. 

S  est  la  conique  concentrique  au  cercle  circonscrit 
à  ABC,  et  tangente  aux  trois  côtés  :  c^est  une  ellipse 
insciite  au  triangle. 

Les  hauteurs  du  triangle  sont  normales  à  S;  les 
normales  en  A, ,  Bi ,  Ci  concourent  au  point  K  symé- 
trique de  H  par  rapport  au  centre  O  du  cercle  cir- 
conscrit. 

Le  demi-diamètre  conjugué  de  OA,  est  égal  au 
segment  A,  A'j  perpendiculaire  à  BC,  extérieur  au 
triangle,  et  limité  au  cercle,  ou  encore  à  HD,  ou  A  A", 
en  appelant  A'^  le  point  où  OA,  coupe  AD.  Si  R  désigne 
le  rayon  du  cercle  O,  et  a,  b  les  demi-axes  de  S. 

R  +  OH 


a  = 


•2  R  =  a  -\-  h, 

\\  —  0U  ^"         OH  =  «-/>, 


Les  cercles  de  Chasles  de  r  ellipse  S  sont  le  cercle 
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circonscrit   au   triangle   et   le    cercle   concentrique 
passant  en\i.  L' axe  focal  coïncide  en  direction  avec 

la  bissectrice  de  A'^OAj,   A',    sj'méLrique  de   A^   par 
rapport  à  A, . 

O  etH  reslant  fixes,  ainsi  que  le  cercle,  si  le  Iriangle 
se  déforme,  A  se  déplaçant  sur  le  cercle  dans  un  sens 
délerminé,  l'ellipse  S  reste  constante  en  grandeur,  mais 
tourne  autour  de  O;  le  point  de  concours  R  des  nor- 
males aux  points  de  contact  des  côtés  reste  fixe.  On 
conclut   de   là    que   :    Le    cercle    de    Chasles    F,    de 
rayon  {a -\-  6),  cV une  ellipse^  est  circonscrit  à  une  j 
infinité    de    triangles  circonscrits   à    r  ellipse;    ces 
triangles  sont  acutangles^  leurs  hauteurs  sont  nor- 
males à  V ellipse;   les  normales  aux  points  oit  elle 
touche  les  côtés  d'un  iriangle  concourent  au  point  K   ! 
symétrique  de   V ortJiocentre  H  de  ce  triangle  par 
rapport  au  centre  de  V ellipse;  H  et  R  appartiennent  \ 
au  second  cercle  de  Chasles  F'  de  rayon  [a  —  h). 
Ces  dernières  propriétés  ont  été  données  par  M.  Barisien  ) 
{Nouv.  Ann.,  191 1). 

Deuxième  cas.  —  Le  triangie  ABC  a  un  angle 
obtus  A.  —  I^'orthocentre  H  est  alors  extérieur  au 
cercle  O;  il  y  a  pe«i  de  changements  à  apportera  ce 
qui  précède  :  la  conique  S  est  encore  une  ellipse  de 
centre  O,  mais  ex-inscrite  au  iriangle,  touchant  le 
côté  opposé  à  l'angle  obtus  et  les  prolongements  des 
autres;  les  remarques  relatives  aux  hauteurs,  et  aux 
normales  aux  points  où  S  touche  les  côtés,  s'appli- 
quent; a  el  b  désignant  encore  les  demi-axes 

_  0H-+-  R 

011  -   K  ''*'  on  ^  a-^  // 

0  =  


(  '2<^>  ) 


On 


R<OH  <  3R. 


d'où 


a^  ib^ 


et    tandis    que,    dans   le   cas    d'un    triangle  acutangle, 
aucune   condition   n'est  imposée   à  a  et  /?,  dans  le  cas 
actuel  on  a  a  >>  2^;  cette  condition,  qui  exprime  que 
le    second    cercle    de    Ghasies    coupe    l'ellipse   en    des 
points    réels,   étant  remplie,   on    a    ce    théorème  :    Le 
I    cercle  de  Chasles  F',  de  rayon  {a  —  />),  d^ine  ellipse 
\   est  circonscrit  à  une  infinité  de  triangles  auxquels 
I    r ellipse  est  ex-inscrite;  ces  triangles  ont  un  angle 
obtus;  leurs  hauteurs  sont  normales  à  V ellipse;  les 
normales  aux  points  oii  elle  touche  les  côtés  concou- 
rent en  R,  symétrique  de  l  orthocentre  H  du  triangle 
par  rapport  au  centre  de  C ellipse;  H  <?;  K  appar- 
tiennent à  Vautre  cercle  de  Chasles  F. 

Troisième  cas.  —  Le  triangle  ABC  est  rectangle 
en  k.  —  L'orthocentre  est  alors  en  A;  la  transversale 
réciproque  A'  de  toute  dioite  A  passant  en  A,  et  autre 
que  AB  et  AC,  coïncide  avec  BC;  celle  de  AB  est  indé- 
terminée et  passe  en  (^;  de  même  pour  AC.  En  consi- 
dérant ce  cas  comme  la  limite  des  précédents,  on  est 
conduit  à  dire  qu'alors  S  se  réduit  au  segment  de 
droite  BC. 


Normales  a  l'hypocycloidi: 


Ellipses  tritangenfes 


38.  La  développée  (J'une  H:,  étant  une  H3,  d'un 
point  on  peut  mener  trois  normales  au  plus  à  la  pre- 
mière; ces  normales  sont  inversement  homothétiques 
des  tangentes  parallèles,  dans  le  rapport  de  3  à  i,  par 
rapport  au  centre  w  de  la  courbe.  Donc,  si  trois  tan- 
gentes  concourent   en   H,   les    normales  parallèles 
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concourent  au  point  R  c^e  cj  H.  tel  que  to  K  =  —  3  (o  H , 
et  réciproquement. 

Le  lieu  des  points  d'où  parlent  doux  normales  rec- 
tangulaires est  le  cercle  des  rebroussements. 

Nous  savons  que  les  normales  perpendiculaires 
aux  côtés  d\in  triangle  T  concourent.  Réciproque- 
ment, les  tangentes  menées  aux  pieds  des  normales 
issues  dUin  point  Y^  forment  un  triangle  V  :  caria 
tangente  qui  forme  un  triangle  T  avec  deux  des  tan- 
gentes données  ne  peut  diflérer  de  la  troisième, 
puisqu'elles  correspondent  à  la  même  normale. 

Le  théorème  de  Laguerre  (3)  et  sa  réciprocpie  s'ap- 
|3liquent  aux  normales  issues  d'un  point. 

39.  Si  ABC  est  un  triangle  T  d'une  H 3,  les  poinls 
Aj,  B,,  C,  de  contact  des  côtés  sont  précisément  les 
points  où  ces  cotés  touchent  la  conique  S  de  ce 
triangle  (37),  de  sorte  que  cette  conique  est  tritan- 
gente  à  l'hypocycloïde  ;  donc  les  pieds  des  normales 
issues  d'un  point  sont  les  points  de  contact  cVune 
ellipse  trilangente^  car  les  tangentes  en  ces  points 
forment  un  triangle  T. 

Réciproquement,  les  points  de  contact  de  toute 
conique  tritangente  sont  les  pieds  des  normales 
issues  d'un  point  :  on  sait  que,  si  par  quatre  points  < 
d'une  cubique  passe  une  conique  variable,  la  droite 
qui  joint  les  deux  autres  poinls  communs  à  ces  courbes 
coupe  la  cubiqjie  en  un  point  fixe;  cela  est  vrai  en 
particulier  pour  une  conique  tangente  en  deux  points 
fixes  à  la  cubique. 

CorrélativemenI,  si  une  conique  touche  une  courbe 
de  troisième  cbtsse  en  deux  points  fixes,  les  deux  autres 
tangentes  communes  se  coupent  sur  une  tangente  fixe; 
si  ces  deux  tangenles  viennent  à  coïncider,  leur  point 


• 
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de  contact  commun  ne  peut  différer  de  celui  de  cette 
tangente  fixe;  autrement  dit,  de  toutes  les  coniques 
tangentes  à  une  courbe  de  troisième  classe  en  deux 
points  fixes,  une  seule  a  un  troisième  contact  avec  elle. 
Ceci  posé,  si  A,  H,  C  sont  les  points  de  contact  d'une  H3 
et  d'une  conique,  et  si  du  point  P  commun  aux  nor- 
males en  A  et  B,  on  mène  la  troisième  normale  PC, 
les  points  A,  B,  G'  étant  les  contacts  d'une  conique 
tritangente,  (7  ne  peut  différer  de  C,  ce  qui  démontre 
la  proposition. 

Ainsi,  les  ellipses  S  attachées  aux  triangles  T 
d\nie  H3  sont  les  seules  coniques  tritangentes  à 
cette  coarhe. 

40.  En  résumé,  à  tout  tiiangle  T  correspond  une 
ellipse  tritangente,  et  réciproquement  :  si  T  est  acu- 
tangle, on  a 

a  H-  è  z=  R  =  2  /*, 

rt  — Z>  =  OH  =  9.  toO, 

a,  h  désignant  les  demi-axes  de  l'ellipse^  R  le  rajon 
du  cercle  O  circonscrit  au  triangle  T,  double  du  ra^on  r 
du  cercle  inscrit  dans  l'hypocjcloïde;  w  le  centre  de  la 
courbe,  H  l'orthocentre  de  T. 
Si  T  est  obtu sangle 

a  —  Z>  =  R  =  2r, 

a  +  6  =  0H  =  2a>0. 

Si  T  est  reclangle,  6  =:o,  S  se  réduit  à  l'hypoténuse 
du  triangle,  qui  est  une  corde  de  l'hypocycloïde  tan- 
gente à  la  courbe;  on  retrouve  qu'une  telle  corde  est 
égale  à  4/",  etc. 

On  peut  finalement  énoncei-  ce  théorème  : 

//  existe  deux  familles  d'ellipses  tritangentes  à 


(   '29  ) 

une  H3,  et  les  tangentes  aux  points  de  contact  de 
chacune  forment  un  triangle  T. 

Pour  r une  des  familles^  T  est  acutangle;  V ellipse 
est  intérieure  à  V hypocycloïde ;  le  cercle  circonscrit 
à  T  est  le  grand  cercle  de  Cfiasles  de  Vellipse; 
Vautre  cercle  de  Chasles  a  pour  diamètre  HK, 
H  désignant  C  orthocentre  du  triangle^  et¥^  le  point 
de  concours  des  normales  aux  points  de  contact  des 
deux  courbes;  la  somme  des  axes  de  ces  ellipses  est 
constante  et  égale  à  4r',  leurs  centres  sont  intérieurs 
au  cercle  inscrit  dans  Vhypocycloïde. 

Pour  r  autre  famille^  T  est  obtusangle;  Vellipse 
n^ est  pas  intérieure  à  Vhypocycloïde,  qu^elle  coupe 
en  deux  points  réels  (on  peut  s'en  rendre  compte  en 
prouvant,  par  un  calcul  simple,  que  le  rayon  de  cour- 
bure au  point  de  contact  des  deux  courbes  opposé 
à  l'angle  obtus  du  triangle  des  langentes  communes 
est  plus  grand  pour  Tellipse  que  pour  l'hypocycloïde)  ; 
le  cercle  circonscrit  à  T  est  le  petit  cercle  de  Chasles 
de  Vellipse;  Vautre  cercle  de  Chasles  a  pour  dia- 
mètre HK;  la  différence  des  axes  de  ces  ellipses  est 
égale  à  l\r\  leurs  centres  sont  extérieurs  au  cercle 
inscrit  dans  Vhypocycloïde. 

Certaines  de  ces  propriétés  ont  fait  l'objet  de  la 
question  du  concours  général  en  1899. 

41.  0)  étant  le  milieu  de  OH,  O  celui  de  HK,  on 
peut  dire  que  :  toutes  les  ellipses  tritangentes  dont 
les  centres  sont  équidistants  du  centre  de  Vhypo- 
cycloïde sont  égales;  le  point  de  concours  des  nor- 
males aux  points  de  contact  de  chaque  ellipse 
décrit  un  cercle  concentrique  à  Vhypocycloïde. 
Supposant  que  K  vienne  en  un  point  P  de  la  déve- 
Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  \III.  (Mars  iqi^.)  9 
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loppée    de   l'hjpocjcloïde    et  appliquant  les  résultats 
précédents,  nous  voyons  que  : 

En  chaque  point  C  d'une  H3  passe  une  ellipse  E 
ayant  en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la 
courbe,  et  la  touchant  en  un  autre  point  G,  ;  la  nor- 
male en  G,  passe  au  centre  de  courbure  P  des  courbes 
en  C;  la  tangenle  en  G<  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente adjointe  à  la  tangente  en  G  à  l'hypocycloïde,  et 
touche  le  petit  cercle  de  Chasles  de  E  sur  la  tangente 
en  G  à  l'ellipse;  le  grand  cercle  de  Ghasles  passe  en  P; 
le  lieu  du  centre  de  E  est  la  courbe  symétrique  de 
l'hypocycloïde  donnée  par  rapport  à  son  centre,  etc. 

Hypocycloides  tkitangentes  a  une  ellipse. 

4:2.  De  ce  qui  précède  on  déduit  aussi  que  : 

//  existe  deux  familles  d')^^  tritangentes  à  une 
ellipse  fixe  S,  d\axes  ia  et  ib  \  pour  Vuiie^  les 
points  de  contact  sont  les  points  où  S  touche  les 
côtés  des  triangles  qui  lui  sont  circonscrits  et  qui 
sont  inscrits  dans  le  grand  cercle  de  Chasles  T  de 
V ellipse;  ces  triangles  qui  sont  acutangles  sont  des 
triangles  T  pour  chaque  H3;  ces  H3  sont  toutes 
égales^  le  diamètre  de  leurs  cercles  inscrits  va- 
lant [a-\-  b)\  ces  cercles  touchent  les  cercles  décrits 
sur  les  axes  de  S  comme  diamètres;  V ellipse  est 
intérieure  à  chacune  des  H3;  les  centres  de  celles-ci 
sont  sur    le    cercle    concentrique   à  Vellipse  et   de 

rayon  — ■_ — ;  les  orthocentres  des  triangles  des  tan- 
gentes aux  points  de  contact^  et  les  points  de  con- 
cours des  normales  à  S  en  ces  points^  sont  symé- 
triques par  rapport  au  centre  de  la  conique  et 
décri^'cnt  son  petit  cercle  de  Chasles  Y' . 
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Pour  V  autre  famille^  qui  ii^  existe  que  si  a  >>  26, 
les  points  de  contact  sont  les  points  oii  ^ ellipse 
touche  les  côtés  des  triangles^  auxquels  elle  est 
ex-inscrite^  et  qui  sont  incrits  dans  le  cercle  Y'  ;  ces 
triangles  qui  sont  obtusangles  sont  des  triangles  T 
pour  chaque  H:j^  ces  H3  sont  toutes  égales,  le  dia- 
mètre de  leurs  cercles  inscrits  ayant  pour  va- 
leur (a  —  b)]  ces  cercles  inscrits  toucJient  les  cercles 
décrits  sur  les  axes  de  S  comme  diamètres;  V ellipse 
a  deux  points  réels  communs  avec  chaque^^s^  autres 
que  les  points  de  contact;  les  centres  des  W^sont  sur 

le  cercle  concentrique  à  U ellipse  et  de  rayon ; 

les  orthocentres  des  triangles  des  tangentes  aux 
points  de  contact,  et  les  points  de  concours  des  nor- 
males à  S  en  ces  points  sont  symétriques  par  rapport 
au  centre  de  l^ ellipse,  et  décrivent  son  grand  cercle 
de  Chasles  F. 

Parmi  les  H3  de  celte  seconde  famille,  quatre  ont 
avec  S  un  contact  de  troisième  ordre  aux  points  com- 
muns à  S  et  à  r'  (41);  soit  G  un  de  ces  points,  l'aulre 
point  de  contact  G,  de  l'Hs  correspondante  est  un  point 
de  contact  d'une  langenle  commune  à  F'  et  à  S;  cette 
tangente  commune  touche  F'  en  un  point  où  passe  la 
tangente  en  G  à  S,  etc. 

Goncevons  que  Fellipse  S  se  déforme  de  manière 
que  h  devienne  nul,  a  restant  invariable;  elle  devient 
un  segment  fixe  de  longueur  2«;  les  deux  familles d'H^ 
Iritangentes  se  confondent  en  \\\\^  seule  faniille  d'IIa 
tangentes  au  segment  et  passant  en  ses  extrémités;  de 
ce  qui  précède  on  déduirait  des  propriétés  de  celte 
famille  de  courbes;  on  retrouverait,  entre  autres,  des 
propositions  connues. 
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Tangentes  communes  a  une  H3  et  a  une  conique. 
Systèmes  de  six  tangentes, 

43.  On  démontre  aisément  par  le  calcul,  et  il  résulte 
d'un  tliéorème  de  M.  G.  Humbert  {Théorie  des  fonc- 
tions algébriques^  Appel!  et  Goursat)  que  la  somme 
des  angles  que  font ^  avec  une  droite  déterminée^  les 
tangentes  communes  à  une  H3  et  à  une  conique 
quelconque  est  constante.  En  particulier,  si  la  droite 
fixe  est  la  tangente  U' U  à  l'hypocjcloïde  en  un  de  ses 
sommets,  la  somme  des  six  angles  est  égale  à  Ati, 
k  entier;  réciproquement,  six  tangentes  à  une  H3  véri- 
fiant cette  condition  touchent  une  conique. 

De  là  résultent  de  nombreuses  conséquences,  dont 
voici  quelques-unes  : 

Les  tangentes  adjointes  des  six  tangentes  communes 
à  une  H3  et  à  une  conique  touchent  une  autre 
conique. 

Les  troisièmes  tangentes  à  une  H3  menées  des  som- 
mets de  tout  hexagone  circonscrit  à  cette  courbe  et  à 
une  conique  touchent  une  autre  conique.  Dans  ces  deux 
théorèmes,  si  trois  des  langentes  concourent,  les  autres 
concourent. 

Deux  triangles  T(8)  et  T(7r  —  8)  sont  circonscrits  à 
une  conique;  réciproquement,  trois  langentes  com- 
munes à  une  H3  et  à  une  conique  formant  nu 
triangle  T(Q),  les  trois  autres  forment  un  triangle 
T(7ï  —  9);  les  cercles  circonscrits  à  ces  deux  triangles 
sont  égaux,  leur  rayon  commun  est  arsinO. 

Les  trois  tangentes  communes  à  une  H3  et  à  un 
cercle  osculateur  forment  un  triangle  inscrit  dans  un 
cercle  dont  le  rayon  vaut  le  quart  du  rayon  du  cercle 
osculateur. 
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On  aurait  des  ihéorèines  analogues  en  considérant 
des  coniques  ayant  avec  l'h^pocycloïde  un  ou  plusieurs 
contacts  de  divers  ordres;  on  retrouverait  en  particu- 
lier des  propriétés  des  coniques  tritangentes. 

Les  normales  à  une  H3  aux  points  où  cette  courbe 
est  touchée  par  ses  six  tangentes  communes  avec  une 
conique  touchent  une  autre  conique;  les  normales 
relatives  à  un  triangle  T(9)  et  à  un  triangle  T(7t  —  9) 
touchent  une  conique  5  les  normales  relatives  à  ces 
divers  triangles  forment  des  triangles  inscrits  dans  des 
cercles  égaux. 

Six  tangentes  touchant  une  conique,  quatre  d'entre 
elles  et  les  tangentes  perpendiculaires  aux  deux  autres 
touchent  aussi  une  conique. 

Nous  avons  vu  que  la  droite  de  Miquel  de  cinq  tan- 
gentes at ,  «25  '  •  ■)  <^5  fait  avec  U'U  un  angle  cd  donné 
par 

Elle  est  donc  parallèle  à  la  sixième  tangenle  com- 
mune à  Vhypocycloïde  et  à  la  conique  tangente  aux 
cinq  droites;  nous  avons  déjà  remarqué  qu'elle  touche 
aussi  cette  conique. 

Si  à  quatre  tangentes  on  associe  successivement 
deux  tangentes  rectangulaires,  les  droites  de  Miquel 
des  deux  groupes  de  cinq  droites  sont  rectangulaires 
et  se  coupent  au  foyer  de  la  parabole  tangente  aux 
quatre  premières  tangentes. 

Systèmes  de  coniques  :  Les  coniques  tangentes  à 
quatre  tangentes  fixes  d'une  H3  touchent  deux  autres 
tangentes  dont  le  point  commun  décrit  une  cinquième 
tangente  fixe;  une  seule  de  ces  coniques  est  donc  tan- 
gente à  l'hypocycloïde. 

Parmi   les  coniques  inscrites  à   un  trianj^le    l  (^J)?  il 
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en  est  une  infinité  qui  sont  tangenles  à  l'hypocycloïde  ; 
trois  de  ces  coniques  ont  avec  elle  un  contact  du 
deuxième  ordre,  et  les  tangentes  aux  points  où  ces 
coniques  touchent  l'hjpocycloïde  forment  un  triangle 
équilatéral  circonscrit  à  une  conique  inscrite  au  pre- 
mier triangle;  si  celui-ci  est  un  triangle  T,  les  points 
de  contact  sont  les  sommets  de  l'hypocycloïde. 

Parmi  les  coniques  tangentes  à  deux  tangentes 
fixes  a,,  «2,  une  infinité  touchent  l'hypocycloïde  en 
deux  points  et  forment  deux  familles  :  pour  chaque 
famille,  les  tangentes  aux  deux  points  de  contact  se 
coupent  sur  une  tangente  fixe.  Ces  deux  tangentes 
fixes,  bx  et  60,  sont  rectangulaires  et  également  incli- 
nées sur  «1  et  ^2-  Quatre  des  coniques  ont  avec  l'hypo- 
cycloïde un  contact  du  troisième  ordre  :  les  points  de 
contact  sont  les  points  où  6,  et  62  coupent  l'hypo- 
cycloïde, les  tangentes  en  ces  points  sont  parallèles 
aux  côtés  et  aux  diagonales  d'un  carré;  la  conique  qui 
les  touche,  en  même  temps  que  l'une  des  tangentes 
données,  touche  aussi  la  tangente  perpendiculaire 
à  l'autre  tangente  donnée. 

Parmi  les  coniques  tangentes  à  une  tangente  à  l'hy- 
pocycloïde, cinq  ont  avec  cette  courbe  un  contact  du 
quatrième  ordre;  les  tangentes  aux  points  de  contact 
sont  parallèles  aux  côtés  d'un  pentagone  régulier, 
et  la  conique  qui  leur  est  langenle  touche  la  tangente 
donnée,  etc. 

Hypocycloide  considérée  comme  transformée  d'un  cercle. 

44.  Des  considérations  simples  montrent  que  la 
transformée  par  points  inverses,  par  rapport  à  un 
triangle  équilatéral,  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle, 
est  l'hypocycloïde  ayant  les  sommets  pour  points  de 
rebroussement. 
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Ce  mode  de  généralion  permet  d'établir  commodé- 
ment certaines  propriétés  de  la  courbe,  par  exemple 
les  suivantes  : 

Toute  conique  tangente  à  une  H.{  et  passant  aux 
poinis  de  rebroussement  est  une  hyperbole  dont   les 

asymptotes  font  un  angle  -• 

Si^  par  un  point  de  rebroussement  A  dune  hypo- 
cycloïde^  on  mène  une  sécante  Knn',  les  deux  autres 
points  de  rebroussement  sont  conjugués  par  rapport 
aux  tangentes  en  n  et  /^';  le  lieu  du  quatrième  point 
commun  aux  deux  coniques  passant  aux  points  de 
rebroussement,  et  touchant  respectivement  l'iiypocj- 
cloïde  en  n  et  n' ^  est  une  conique. 

Des  propriétés  élémentaires  de  la  parabole  on  déduit 
que  : 

Si  un  cercle  variable  passe  au  fojer  d'une  parabole 
et  touche  cette  courbe,  la  droite  qui  joint  leurs  deux 
autres  poinis  communs  coupe  l'axe  de  la  parabole  en 
un  point  fixe. 

On  en  conclut  que  :  si  une  conique  fixe  2  est  inscrite 
à  un  triangle,  et  qu'une  conique  variable  circonscrite 
au  triangle  touche  S,  la  sécante  commune  conjuguée 
de  la  tangente  au  point  de  contact  des  coniques  passe 
en  un  point  fixe;  ce  point  est  commun  aux  droites 
joignant  les  sommets  du  triangle  aux  points  où  S  touche 
les  côtés  opposés. 

En  particulier,  toute  conique,  circonscrite  à  un 
triangle  équilatéral  et  tangente  au  cercle  inscrit  à  ce 
triangle,  coupe  ce  cercle  en  deux  points  diamétrale- 
ment opposés,  et  réciproquement.  Ce  théorème  conduit 
au  suivant  : 

Les  points  de  rebroussement  dune  H3,  le  centre 
de  la  courbe  et  les  extrémités  de  toute  corde  tan- 
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génie  sont  six  points  d^ une  même  conique  (Bickarï, 
Revue  de  Mathématiques  spéciales^  1908). 

Les  deux  coniques  passant  aux  points  de  rebrousse- 
ment  et  tangentes  à  l'hypocjcloïde  aux  extrémités 
d'une  corde  tangente  se  coupent  sur  le  cercle  des 
rebroussements. 


CORRESPONDANCE. 


M.  M.  d^Ocagne  :  Au  sujet  d'un  article  récent.  —  L'inté- 
gration effectuée  par  M.  R.  Garnier  dans  le  numéro  de 
novembre  1912  des  Nouvelles  Annales  {^.  5o'2)  repose  sur  la 
formule  (i)  de  la  page  5o5,  que  l'auteur  établit  de  deux  ma- 
nières différentes,  l'une  et  l'autre  ingénieuses;  mais  il  me 
semble  que  cette  relation  peut  être  obtenue  par  un  procédé 
plus  direct  que  voici  : 

Supposons  menée  en  M  (sur  la  figure  i  de  la  page  5o3)  la 
normale  limitée  d'autre  part  à  l'axe  OA.  Une  propriété  clas- 
sique  de    l'ellipse    nous   apprend    que   la  projection   de  cette 

normale  n  sur  le  rayon  vecteur  MF  est  constante  et  égale  à  — 

On  a  donc,   en  appelant  [jl  l'angle  de  cette  normale  avec  ce 
rayon  vecteur, 

ncos  ix  =  — 

Mais  si  v  est  l'angle  de  la  normale  avec  OA,  une  autre  pro- 
priété non  moins  classique  (celle  qui   dit  que  le   pied  de   la 

normale  sur  OA  divise  OR  dans  le  rapport  — -  )  donne 

«coscp        «2 
/icosv        ^2 

et  la  comparaison  de  ces  deux  formules  montre  immédiate- 
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ment  que 

COSV  =  COS  (JL  coscp. 

Or,  les  arcs  infiniment  petits  d{M)el  fl?(Q),  décrits  simul- 
tanément par  les  points  M  et  Q,  ayant  même  projection 
sur  OB,  on  a 

«a?(Q)coscp  =  ^(M)cosv 
ou 

,  ,  /'COSVO?0 

o  cosodo  =  > 

'         *  COSfJL 

et  en  vertu  de  la  formule  ci-dessus 

bd(^  =  rdd^ 

c.    Q.    F.    D. 


SOLUTIO\'S  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


2077. 

(  1907,   p.  2H8.) 


Un  triangle  ABC  étant  inscrit  à  une  liypei^bole  équi- 
latère^  si  DEF  est  le  triangle  pédal  d' un  point  quelconque 
de  la  courbe^  le  point  inverse  du  centre  de  la  courbe  par 
rapport  au  triangle  DEF  est  le  point  à  l'infini  dans  une 
direction  fixe  et  cette  direction  est  celle  de  la  droite  qui 
est  la  ligne  inverse  de  la  courbe  par  rapport  au 
triangle  ABC. 

(G.  Fo.NTENÉ.) 
SOLUTION 
Par  M.  H.  BouVAlST. 

Nous  démontrerons  tout  d'abord  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  hyperbole  équilatère  X  circonscrite  à 
un  triangle  ABC,  deux  points  P  et  P'  de  la  courbe  situés 
sur  une  même  perpendiculaire  a  l'un  des  côtés  du 
triangle  ABC  {au  côté  BC  par  exemple  en  un  point  E)  les 
triangles  ï)VjV,    DE' F',  podaires  des    points    P    et    V  par 
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rapport  au  triangle  ABC  sont  tels  que  les  angles  F  DE, 
F' DE'  ont  mêmes  bissectrices. 

On  sait  en  effet  que  le  triangle  podaire  d'un  point  P  par 
rapport  au  triangle  ABC  est  semblable  au  triangle  antipodaire 
du  point  Pi  inverse  par  rapport  à  ABC.  On  déduit  immédia- 
tement que  les  bissectrices  de  l'angle  BPi  G  sont  parallèles  aux 
bissectrices  de  l'angle  FDE. 

Soit  A  la  droite  inverse  de  l'hyperbole  équilatère  2  par 
rapport  à  ABC,  il  existe  sur  cette  droite  une  infinité  de 
couples   de  points   M,   et    Mj    tels    que    les    bissectrices    des 

angles  BMi  C,  BM  j  C  soient  parallèles,  car  le  lieu  des  points  (jl 

tels  que  les  bissectrices  de  l'angle  B|jlG  soient  parallèles  à 
une  direction  donnée  est  une  hyperbole  équilatère  passant 
par  B  et  G,  ayant  pour  centre  le  milieu  de  BC  et  pour  direc- 
tions asymptotiques  la  parallèle  et  la  perpendiculaire  à  la 
direction  donnée.  (C'est  le  lieu  des  points  de  contact  des 
tangentes  parallèles  à  une  direction  données  menées  aux 
coniques  de  foyers  B  et  C.  )  Ces  points  M,  et  M'i  forment 
d'ailleurs  sur  A  une  involution  I^  dont  deux  couples  de  points 
correspondants  sont  les  points  d'intersection  a  et  [3  de  A  avec 
le  cercle  ABC,  le  centre  O  de  ABC  et  le  point  O'  d'intersection 
de  A  avec  BC. 

D'autre  part  à  deux  points  P  et  P'  de  2  situés  sur  une 
perpendiculaire  à  BC,  correspondent  sur  A  deux  points 
inverses  Pi  et  Pj,  intersections  de  A  avec  la  conique  C  inverse 
de  la  droite  PP';  or  toutes  les  coniques  analogues  à  C  sont 
circonscrites  au  triangle  ABC  et  passent  par  le  point  A' 
diamétralement  opposée  A  sur  le  cercle  ABC. 

Elles  coupent  par  conséquent  A  en  des  points  en  involution. 
Deux  couples  de  points  de  cette  involution  I  sont  les  points  a 
et  [i,  O  et  0'. 

Les  deux  involutions  I  et  Ij  coïncident  et  le  théorème  est 
démontré. 

Ceci  posé,  considérons  un  point  P  de  l'hyperbole  S  ;  la 
perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  AB  coupe  S  en  P', ,  la 
perpendiculaire  abaissée  de  P'  sur  AC  coupe  S  en  P",  la 
perpendiculaire  abaissée  de  P"  sur  AB  coupe  2  en  P",  etc. 
Les  triangles  podaires  de  ces  P,  P',  P",  ...  sont  d'après  le  théo- 
rème précédent  tels  que  l'inverse  du  centre  w  de  2  (qui  est 
commun  à  tous  les  cercles  circonscrits  à  ces  triangles)  soit  à 
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l'infini  dans  la  même  direction;  comme  ces  points  sont  en 
nombre  infini  sur  S,  cette  direction  est  la  même  quel  que  soit 
le  point  pris  sur  S  pour  déterminer  un  triangle  podaire  par 
rapport  à  ABC. 

Reste  à  déterminer  cette  direction. 

Nous  considérons  pour  cela  le  triangle  podaire  de  l'ortho- 
centre  H  du  triangle  ABC;  soient  H'  la  projection  de  ce  point 
sur  BC,  H"  l'intersection  de  AU  avec  le  cercle  ABC,  M  le  qua- 
trième point  d'intersection  de  2  avec  le  cercle  ABC.  Le  centre 
de   2   est   le   milieu    o)   de    HM  et    la   direction   cherchée  est 

^'   \. 

la  symétrique  par  rapporta  AH  de  ooH'  ou  de  MH".  Si  BAM  =  0, 

AM11'=  G  +  6  et  l'inverse  de  AJVI  fait  avec  AH  l'angle 

H'AM'=  -  -rc-he). 

La  direction  cherchée  est  par  suite  perpendiculaire  à  la 
droite  A  inverse  de  S  par  rapport  à  ABC  et  non  parallèle  à 
celle  droile  comme  le  porte  l'énoncé. 

Remarque.  —  La  proposition  précédente  peut  encore 
s'énoncer  comme  il  suit  : 

Si  un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  une  hyperbole 
équilalère  2  de  centre  w,  la  droite  de  Simson  du  point  lo 
par  rapport  au  triangle  podaire  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  par  rapport  au  triangle  ABC  est  parallèle  à 
une  direction ^xe  et  cette  direction  est  celle  de  l'inverse 
de  S  par  rapport  à  ABC. 

2084. 

(1907,  p.  327  ;   1911,  p.  i83.) 

Etant  donnés  un  tétraèdre  orthocentrique  ABGD  et  un 
point  M  de  la  sphère  circonscrite^  les  parallèles  à  MA,  MB, 
MC,  MD  menées  par  Vorlhocenlre  H,  rencontrent  les  plans 
des  faces  correspondantes  en  quatre  points  situés  dans  un 
même  plan  et  ce  plan  partage  le  segment  MH  dans  le 
rapport  de  i  à  i, 

(G.  FONTENK.) 
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SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 
Par  M.  R.  BouvAisT. 

Soit  M'  le  point  diamétralement  opposé  à  M  sur  la 
sphère  ABGD,  soit  S  la  sphère  conjuguée  au  tétraèdre  donné. 
Les  droites  conjuguées  des  droites  AM',  BM',  CM',  DM' par 
rapport  à  la  sphère  S  sont  les  intersections  des  faces  du  tétra- 
èdre avec  les  pians  menés  par  H  perpendiculairement  à  AMj, 
BM', ,  GM'i,  DM'i,  plans  qui  contiennent  les  parallèles  à  AM, 
BM,  CM,  DM  menées  par  H;  ces  droites  conjuguées  sont  dans 
le  plan  polaire  de  M'  par  rapport  à  S.  Soit  P  l'intersection  de 
ce  plan  polaire  avec  MM',  on  a  évidemment 

HP.HM'=HA.HH,=   '-  HM.HM' 

(H,  étant  la  trace  de  la  hauteur  AH  sur  la  face  BGD),  d'où 

HP  _   I 
HM~3' 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

2167. 

(  1910,  p.  528.) 

Soient  dans  un  plan  cinq  droites  concourant  en  un 
point  O  et  sur  chacune  d'elles  deux  points  {P^^^  k^),  (Bi,B2) 
(Cl,  C2),  (D,,  D2),  (El,  E2).  On  désigne  par  G^  la  cubique 
passant  par  O  et  les  points  B,,  B2,  G,,  G2,  Dj,  D2,  E,,  E2  et 
par  G/,,  Gc,  Cd,  G^  les  cubiques  analogues.  La  tangente  en  O 
à  Ca  coupe  cette  courbe  au  point  a;  soient  b,  c,  «?,  e  les 
points  analogues  des  cubiques  C^,  G^,  G^/,  G^.  Montrer  que  : 
I"  Les  cinq  cubiques  considérées  ont,  en  dehors  de  O,  deux 
points  communs  P  e^  Q. 

2°  Les  points  a,  6,  c,  d,  e  sont  sur  la  droite  PQ. 

(  Lktierce.) 
solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Soient  S  une  quadrique  quelconque,  A  une  droite  coupant  S 
en  (0  et  0  et  S.  un  point   de  A;   soient  A^,  \/,,  A^,  A^/,  A^  cinq 
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droites  passant  par  S  et  coupant  2  en  ai,  «o,  ^i,  ^21  Cj,  c^,  n^i, 
<i2»  ^i,  ^2-  Soit  Sa  le  cône  du  second  ordre  passant  par  A,  A^,  A^, 
Arf,  Ag,  soit  (la  la  biquadratique  d'intersection  de  ce  cône 
avec  2.  Si  nous  prenons  co  comme  centre  de  projection,  la 
projection  conique  de  a^  sur  un  plan  tï  sera  une  cubique  €« 
passant  par  les  points  O,  Bi  B2,  Ci  G2,  Di  Dg,  Ei  Ej,  ces 
points  étant  les  traces  sur  le  plan  tt  des  droites  w  O,  od^j,  0^62, 
tocj,  (0C2,  (xidi^  oid-i,  w^i,  bieo.  Ca  passera  en  outre  par  les 
traces  P  et  Q  sur  tt  des  génératrices  de  S  payant  par  to,  et  la 
tangente  à  G«  en  0  rencontrera  cette  cubique  au  point  a,  trace 
sur  TT  de  la  tangente  à  a^  en  co;  a  est  donc  sur  PQ.  Les 
cônes  Si,  Se,  S^/,  S^  nous  donneront  de  même  les  biqua- 
dratiques  a^,  tj^,  a^/,  a^,  dont  les  projections  C^,,  C^,  C^,  Gg 
sur  Tz  passeront  par  P  et  Q  et  telles  que  leurs  tangentes  en  O 
les  couperont  sur  PQ. 

Autres  solutions  par  M.  Klug. 

2181. 

(1911,  p.   384.) 

Trouver  le  lieu  du  centre  d'un  cercle  inscrit  à  untriangle 

conjugué  à  une  conique  G,  Vun  des  sommets  du  triangle 

variable  étant  fixe. 

(N.  Abramescu.) 

SOLUTION 

Par  M.  Thié. 

On  sait  que  les  cercles  inscrits  à  un  triangle  conjugué  à  une 
hyperbole  équilatère  ont  leurs  centres  sur  cette  courbe. 
Soient  alors  AMN  l'un  des  triangles  considérés,  ayant  un 
sommet  fixe  en  A,  et  P  la  polaire  du  point  A  par  rapport  à  G. 
Soit  encore  II  l'hyperbole  équilatère  bitangente  à  G  avec  P 
pour  corde  de  contact.  Le  triangle  AMN  est  conjugué  par 
rapport  à  H.  On  en  conclut  immédiatement  que  cette  courbe 
constitue  le  lieu  cherché. 

Autres  solutions  par  IMM.  Bouvaist,  L.  Kluq  et  Pauhod. 

2183. 

1  1911,   p.   /|H<..  ) 

Soient  N  le  point  où  la  normale  au  point  M  d'une  para- 
bole coupe  Vaxe,  et    P  e/  Q  les  points   d'intersection  de  la 
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parabole  avec  le  cercle  qui  passe  par  MjN  et  le  sommet  de 
la  parabole. 

Montrer  géométriquem^ent  que  : 

1°  M.V  et  MQ  sont  les  normales  à  la  parabole  e/i  P  e^  Q  ; 

2"    La    droite     de     Simson     de     N,     par     rapport     au 

(\,  €ist&ie    MPQ,    est    Vune    des  asymptotes    de     V hyperbole 

d'Apollonius    de    M,  par   rapport   à  la  parabole    et  par 

conséquent  : 

3"    La    droite    de    Simson    A    de     N,    par    rapport    au 
l\  cercle  MPQ,  est  perpendiculaire  à  l'axe   de  la  parabole; 


l^"  Le  lieu  du  centre  du  cercle  MPQ  est  une  parabole 
ayant  pour  sommet  le  foyer  de  la  parabole  donnée; 

5°  L'enveloppe  du  cercle  M  PQ  est  une  cubique  circulaire; 

6®  Le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  tangente  en  M 
à  la  parabole  avec  la  droite  de  Simson  de  N  est  une 
cubique  (^  ). 

(N.  AenAMEScu.) 

SOLUTION 
Par  M.  Parrod. 

Rappelons  les  propriétés  suivantes  : 

Les  asymptotes    d'une   hyperbole   équilatère    inscrite   à    un 


('  )  Énoncé  rectifié. 
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triangle  sont  deux  droites  de  Simson  dont  les  points  sont 
diamétralement  opposés  sur  le  cercle  circonscrit. 

Le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  des  normales  menées 
d'un  point  à  une  parabole  passe  par  le  sommet;  il  rencontre 
l'axe  en  un  deuxième  point  dont  l'abscisse  est  celle  du  point 
considéré  augmentée  du  paramètre/). 

Les  hyperboles  d'Apollonius  d'une  parabole  ont  pour 
asymptote  l'axe  de  la  parabole,  l'abscisse  de  l'autre  asymptote 
est  celle  du  point  considéré  diminuée  du  paramètre  p. 

i",  2",  3"  Considérons  l'hyperbole  d'Apollonius,  définissant 
les  points  P  et  Q,  relative  au  point  M  de  la  parabole,  le 
cercle  MPQ  passe  par  le  sommet  S,  il  rencontre  l'axe  en  N 
et  d'après  ce  qui  précède  MN  est  la  normale  en  M. 

L'axe  est  la  droite  de  Simson  d'un  point  A,  du  cercle  MPQ, 
situé  sur  la  tangente  au  sommet.  Cette  propriété  est  bien 
connue  et  d'ailleurs  c'est  une  conséquence  de  la  suite. 

Abaissons  les  perpendiculaires  NP',  NQ'  sur  les  normales  MP, 
xMQ  ;  le  quadrilatère  M  N  P'Q'  est  inscriptible,  les  angles  NMQ', 
NP'Q',  NSQ  sont  égaux  ;  MP  rencontre  l'axe  en  B,  les 
angles  BSQ,  SBP  sont  égaux  puisque  les  deux  sécantes 
communes  sont  également  inclinées  sur  l'axe;  en  résumé  les 
angles  NP'Q',  P'NB  sont  coniplémentaires,  P'Q'  est  perpen- 
diculaire sur  l'axe,  donc  la  droite  de  Simson  du  point  I\  est 
la  deuxième  asymptote. 

Les  points  A  et  N  sont  donc  diamétralement  opposés  dans 
le  cercle  MSPQ. 

L'angle  NSH  est  alors  droit,  le  point  A  est  sur  la  tangente 
au  sommet. 

L'angle  AMN  étant  droit,  le  point  A  est  aussi  sur  la  tangente 
en  M  à  la  parabole. 

4"  Les  coordonnées  du  point  M  étant  (ir,  ^),  celles  du 
centre    O   du    cercle    MPQ,   c'est-à-dire   du    milieu    de    AN, 

sont  ( t    -  ),  et  l'équation  du  lieu  du  point  O  est 

\      'i-         4/ 

parabole  ayant  pour  sommet  le  foyer  de  la  parabole  donnée. 

5"  Le  cercle  MPQ  passant  par  un  point  fixe  S,  le  point  de 
contact  de  ce  cercle  avec  son  enveloppe  est  sur  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  ce  point  S  sur  la  tangente  en  O' au  lieu 
de  O',  c'est-à-dire  sur  la  parabole  précédente. 


(  ^ii  ) 

Pour  que  l'enveloppe  fût  une  strophoïde  il  faudrait  que  le 
point  S  fut  sur  la  directrice  de  la  parabole  lieu  de  O',  ce  qui 
n'est  pas;  le  lieu  est  une  cubique  dont  le  point  S  est  un  point 
double  et  dont  le  sommet  est  le  point  d'abscisse />. 

6"  Les  coordonnées  du  point  M  étant  Xq^  y^  les  équations 
des  deux  droites  sont 

•ipx  —  -lyoy  +  JK^  =  o,    '2px  =yl  —  ip^  ; 

d'où 

piix  -\-pY=-iy''{x-^p), 

cubique  ayant  pour  asymptote  a;" -+-/>=  o;   cette    droite  est  à 

la  distance  — —  de  la  directrice. 
1 

L'origine  nouvelle  est  un  point  double. 

La  courbe  est  asymptotique  à  la  parabole  donnée. 

Remarques.  —  Si  d'un  point  quelconque  M  on  mène  les 
normales  MP,  MQ,  MR  à  une  parabole  de  sommet  S,  et  si  du 
point  Mon  abaisse  les  perpendiculaires  MH  et  MK  sur  l'axe 
et  la  tangeute  au  sommet,  le  cercle  PQRS  passe  par  le  milieu 
de  SK  et  rencontre  l'axe  en  un  point  N  tel  que  HN  =4-^; 
d'où  sa  construction. 

Le  point  M  étant  sur  la  parabole,  la  tangente  en  M 
rencontre  la  tangente  en  S  au  point  A,  le  cercle  PQMS  passe 
par  le  point  A  et  le  pied  de  la  normale  MN  sur  l'axe;  le 
cercle  de  diamètre  AM  rencontre  l'axe  aux  points  B,  C  tels 
que  MB  et  MG  sont  les  normales  MP,  MQ. 

Autres  solutions  de  MM.  E.-N.  Barisien,  Bouvaist,  L.  Klug, 
J.  Lemaire.  Le  premier  de  ces  correspondants  ajoute  la  remarque 
suivante  :  Lu  normale  en  M  à  la  parabole  et  les  droites  de 
Simson  du  point  N  se  rencontrent  au  point  IS'  symétrique  de  N 
par  rapport  à  M;  le  lieu  de  N'  est  donc  une  parabole. 


(  i4ô  ) 


[L*5a] 

SUR  LE  POINT  DE  FRÉGIER  DANS  L'HYPERBOLE; 

Par  m.  p.  MAGRON, 

Professeur  au  Lycée  de  Troyes. 


Thkorème.  —  Étant  donnée  une  hyperbole  (H) 
(^ asymptotes  AB,  AG  passant  en  I,  où  elle  admet 
pour  tangente  BG,  le  point  de  Frégier  relatif  à  1 
est  le  pôle  de  BG  par  rapport  au  cercle  ABG. 

En  effet,  le  point  F  est  sur  la  perpendiculaire  à  BG 
en    son   milieu  I  i^fig-  i)  et  sur  la  droite  symétrique 

Fie.  I. 


de  AI  par  rapport  à  l'axe  AI^,  ce  qui  corresj)on(l  au 
point  l'  de  (H)  sjmétricpie  de  1  par  rapport  à  AE. 
Gomme   IF   passe  par  le  centre  O  du   cercle  ABG  et 

Ann.  de  Matliéniat.,  4"  série,  l.  XIII.  (Avril  nji.i.) 


lO 
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que  AE  est  bissectrice  de  lAF,  F,  Jl,  I,  E'  sont  conju- 
gués et  BG  est  bien  la  polaire  de  F  dans  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC. 

Théouisme.  —  Si  ^  et  y  sont  les  pieds  des  hauteurs 
relatives  à  B  et  G  dans  le  triangle  ABG,  la  droite  py 
est  la  polaire  du  point  de  Frégier  par  rapport  à 
l' hyperbole  (H). 

Nous  allons  montrer  que  la  polaire  de  v  qui  est 
parallèle  à  AB  coupe  OI  en  un  point  F  qui  est  le  point 
de  Frégier  relatif  à  I.  Soient  J  et  K  {Jig.  2)  les  milieux 


Fi  g. 


F^^ 


de  AB  et  AG,  la  tangente  autre  que  l'asymptote  menée 
de  Y  est  telle  que,  si  M  est  le  point  de  contact  et  si  l'on 
mène  MR  et  MS  parallèles  à  ABetà  AG,  on  ait  en  ASK 
et  AJR  deuK  triangles  semblables;  KS  étant  parallèle 
à  Gy,  JB  l'est  aussi  et  R  est  donc  sur  la  perpendiculaire 
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élevée  à  AB  en  son  milieu  J.  On  a  alois 


et  aussi 


JRB  =  JRA  =  -  —  A 

2 


B      =^-A. 

2 


Par  conséquent,  le  cercle  construit  sur  OF  comme 

diamètre  qui  passe  en  R  puisque  ORF  est  droit,  passe 
aussi  par  B  et  G  et  FG  est  perpendiculaire  à  OG  ;  donc, 
F  est  le  pôle  de  BG  dans  le  cercle  VBG.  G'est,  par  suite, 
le  point  de  Frégier  de  I.  De  même,  la  polaire  de  j^ 
passe  par  F,  donc,  j3y  est  la  polaire  de#F  par  rapport 
à  riij'perbole  (H). 

Remarque.  —  On  voyait  immédiatement  que  la 
polaire  était  parallèle  à  [By,  car  elle  est  parallèle  à  la 
tangente  en  F  {fig.  i),  puisque  AF  et  cette  direction 
sont  conjuguées;  or,  la  tangente  en  F  est  antiparallèle 
à  BG,  donc  parallèle  à  j^iy. 

Théorème.  —  Quand  I  décrit  V hyperbole  (H), 
F  décrit  une  hyperbole  (F)  ayant  même  centre  et 
mêmes  asymptotes  que  (H),  donc  homothétique 
de  (H),  avec  A  pour  centre  d^homothétie. 

En  efTet,  on  a 
(i)  EI  =  GEcosIEC 

et  dans  le  triangle  FGF 

(•^-)  7^  =  7^' 

siniFG        siiiEGF 
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or  on  voit  que 


lEC  =  -- 

2 

A 

2 

JFC  =  -  - 

2 

A 

2 

en  comparant  (i)  et  (2),  il  vient  alors  ; 

,  AI         El 

(^)  ^  =  -^  =  cosA, 

ce  qui  prouve  bien  le  ihéorème  énoncé,  car 

__  =  cosA. 

Remarques.  —  I.  Traçons  la  tangente  en  F  à  l'hj- 
perbole(H),  elle  coupe  les  asymptotes  en  B'et  G'(yt^-.  i). 
AF  coupe  py  en  N  tel  que 

(4)  ^-Ai_A£-eosA 

^^^  AI'  -  AB'  "  AB  -'^^'^' 

donc  N  décrit  aussi  une  hyperbole  (N)  horaothétique 
de  (H)  avec  A  pour  centre  d'iiomotliétie,  et  (N)  et  (F) 
sont  les  transformées  par  polaires  réciproques  par  rap- 
port à  (H);  si  l'existence  de  l'une  est  démontrée, 
l'existence  de  l'autre  s'en  déduit. 

II.   De  (3)  et  (4)  on  déduit 

Âr''=ÂH.Âj, 

ce  qui  prouve  que  N  est,  sur  j^y,  conjugué  de  F  par 
rapporta  (H). D'après  la  remarque  du  second  théorème, 
on  peut  immédiatement  conclure  que  ^y  est  la  polaire 
de  F  par  rapport  à  (H). 

m.   Cette  propriété  est  vraie  pour  les  trois  coniques  ; 
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dans  Je  cas  de  la  parabole,  on  obtient  une  parabole  égale 
à  la  première  qui  a  subi  une  translation  égale  à  ip^ 
p  étant  le  paramètre,  car 

IF  =  '2MN  =  2/?, 

en  conservant  pour  F  et  F  les  notations  de  plus  haut, 
et  en  désignant  par  MN  la  sous-normale  relative  à  I. 


[M'3] 

SIR  OIJËLQUËS  THÉORÈMES  DE  LAGUËRRE; 

Par  M.  G.  VALIRON. 


Dans  une  Note  Sur  les  courbes  planes  algébriques 
{Comptes  rendus^  i865),  Laguerre  a  énoncé  quelques 
remarquables  théorèmes,  qu'il  a  appliqués  dans  diverses 
autres  Notes  (voir  6^wr/*e^,  t.  II,  p.  28,  64,  178,  4^0, 
537).  Je  me  propose  de  donner  ici  une  démonstration 
simple  de  certains  de  ces  théorèmes. 

Si  X  el  y  sont  les  coordonnées  cartésiennes  rec- 
tangulaires d'un  point  M,  les  nombres  complexes 
z  =^  X  -{-  iy^  z' =^  X  —  /jK,  sont  les  coordonnées  iso- 
tropes de  ce  point.  O  étant  l'origine  des  coordonnées, 
a,  l'un  des  angles  de  la  dioite  OM  avec  O^,  on  a 


0M  =  y/Rsï. 


•1       \z   I         -Il 


en  désignant  par  A  (m)  l'argument  du  nombre  u.  La 
deuxième  égalité  définit  a  à  ti  près.  Etant  donnés  deux 
points  M I  (3, ,  z\)^  M2(^2i  -5!,),  imaginaires  conjugués, 


(    i^o   ") 

les  nombres  Z2  el  z!^  sont  respectivement  imaginaires 
conjugués  de  z\  et  Zt,  donc 

OMi  OM2  =  I  v/iT4~s2^  I  =  I -1 -2 1, 
aiH-a2  =  -  A  (  ^  -^)  =  A{ziZ2). 


Étant  donnés/?  points  M, ,  Mo,  ...,  M^,  Laguerre  appelle 
or^ientation  du  faisceau  OMi  ^  OM2, . . .,  OM^  la  somme 
(définie  à  TU  près)  des  angles  de  ces  directions  avec  O^; 
si  à  toute  direction  OM^  correspond  la  direction  imagi- 
naire conjuguée,  l'orientation  A  du  faisceau  est,  en 
désignant  par  Zq,  z'   les  coordonnées  de  M^, 


1  A  '  ^'    ^^ 


^^  1         \Z  ^     Z 

q=\ 

L'orientation   de  p  droites  est  définie  en  menant  par 
l'origine  des  parallèles  à  ces  droites,  donc  à  t:  près. 

Laguerre  introduit  encore  la  notion  de  centre  har- 
monique de  n  points  par  rapport  à  un  point  P  :  si 
JVJ< ,  M2,  . . .,  Mfi  sont  les  n  points  donnés,  on  prend  les 
inverses  de  ces  points  par  rapport  à  un  cercle  arbitraire 
de  centre  P,  on  forme  la  somme  géométrique  des 
vecteurs  qui  ont  pour  origine  P  et  extrémité  ces  n 
points  inverses,  on  divise  ce  vecteur-somme  par  n  et 
l'on  prend  l'inverse  de  l'extrémité  obtenue  par  rapport 
au  cercle  considéré;  on  obtient  ainsi  le  centre  harmo- 
nique de  M,,  . .  .,  M,i  par  rapport  à  P.  Si  Zq^  z'  sont  les 
coordonnées  de  M^,  z,  z'  celles  du  point  P,  et  Z,  L' 
celles  du  centre  harmonique,  on  a 


(■)  z^=I 


et  l'égalité  analogue.  Ceci  montre,  en  particulier,  (jue 


(    -S'   ) 
lorsque  P  s'éloigne  indéfiniment,  le  centre  harmonique 
tend  vers  le  centre  des  moyennes  distances. 

Supposons  que,  par  chaque  point  M^,  on  mène  la 
perpendiculaire  à  la  droite  PM^,  et  qu'on  prenne  la 
première  polaire  du  point  P  par  rapport  à  l'ensemble 
de  ces  droites  :  cette  polaire  est  la  perpendiculaire 
menée  par  le  centre  harmonique  à  la  droite  joignant 
ce  point  au  point  P.  En  effet,  en  prenant  P  pour  origine, 
la  perpendiculaire  à  PM^  menée  par  M^  a  pour  équa- 
tion 

/    \  z  z' 

il)  _-i-_-2  =  0 

'^q  ^q 

et  la  polaire  de  P  par  rapport  à  l'ensemble  de  ces 
droites  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  équations 
telles  que  (2),  son  équation  est  donc 


2ï:+^'2z-^"  =  °; 


'q  ^    ^q 

1  1 


en  considérant  la  relation  (i),  on  voit  que  la  proposition 
est  démontrée. 

Si  y*(^,  j^,  i)  =  o  est  l'équation  à  coefficients  réels 
d'une  courbe  en  coordonnées  cartésiennes,  son  équation 
en  coordonnées  isotropes,  est 

.Iz-^z'     z  —  z'       \         ,_  ,      ^ 

Si  la  courbe  est/>  fois  ('irculaire,  son  degré  étant  /«,  les 
termes  de  plus  haut  degré  dans  y  et  F  sont  de  la 
forme 

(^2+ j2)/.0„_2/,(j7,  y)  =  {zz')P^a-^ip{z,  z'). 

Lagucrre  appelle/>/^/55a/îce  du  point  P  (.>Po?JKo)»  (^0?  ^0)^ 


(     î^2    ) 

par  rapport  à  cette  courbe^  le  nombre 


(3) 


/(•2?o,.ro,  < 


© 


in—lp 


'1      S»,  l 


Ff-so, -3;,i) 


*«-2/.(,I,   O) 


dans  le  cas  où  /?  =:  o,  on  a  simplement 


F(Zo,   ^'o,  I) 


F(f,  o,  o) 


Ces  définitions  étant  données,  on  a  les  théorèmes  sui- 
vants : 

Théorème  I.  —  Etant  donnés  un  point  P  et  une 
courbe  algébrique  de  degré  n  coupant  p  fois  la  droite 
de  r infini  aux  points  cycliques^  un  cercle  passant 
par  P  coupe  la  courbe  en  in  —  ip  points  à  distance 
finie;  le  produit  des  distances  du  point  P  à  ces  points^ 
multiplié  par  le  produit  des  distances  du  centre  du 
cercle  aux  p  foyers  singu  liers,  est  égal  à  la  puissance 
du  point  P,  multipliée  par  la  {n  — pY^"^^  puissance 
du  rayon  du  cercle. 

En  etïet,  on  peut  prendre  P  pour  origine,  ce  qui  ne 
change  pas  l'expression  de  la  puissance;  soit  alors 

(4)     F(^,z',  i)^{z,z'y<i>„_,„{z,z') 
La  puissance  de  l'origine  est 


*«-2/.(l,0) 

Considérons  un  cercle  passant  par  l'origine,  soit 

(5)  zz' — zs'^  —  z'Zi)=o] 
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Zo  et  z'^^  sonl  les  coordonnées  du  centre,  le  rayon  est 
donc /•  =  I -Soi  =  I  ^ol  •   L'éci^alion  aux  z  de  l'intersec- 
tion des  courbes  (4)  et  (5)  est 

Comme  Ja  courbe  (4)  et  le  cercle  (5)  ont  des  équa- 
tions cartésiennes  réelles,  les  points  communs  sont 
deux  à  deux  imaginaires  conjugués,  et  le  produit  des 
distances  de  ces  points  à  l'origine  est  le  module  du 
produit  des  racines  de  l'équation  (6),  donc 


'0*0 


ou  encore 


(7) 


*r 


^V'  ^n-2p  (  I ,  O)  +  .  .  .  -\-^n-p  (  •  ,  o) 

3o''*«-2/>(l»  0)-+-..  .H-<ï>„_p(r,o) 


*«-2/Al,0) 


f'ii-p  • 


*/i-2/.(l,  o) 


Les  fojers  singuliers  sont  les  points  léels  dont  les 
coordonnées  z'  vérifient  l'équation 

(8)    z'P^n-ipiho)  -+-  z'P-^^n-ip+l(l,o)  +...+  <!>„_,,(  I ,  o)  =  O, 

l'expression  qui  est  en  dénominateur  dans  l'expres- 
sion ('j)  représente  donc  le  produit  des  distances  du 
point  Zqj  z[^,  c'est-à-dire  du  centre  du  cercle  considéré, 
auK /?  foyers  singuliers;  et  la  proposition  est  démon- 
trée. 

Si,  au  lieu  de  considérer  un  cercle,  on  considère 
une  droite  passant  par  le  point  P,  on  obtient  la  propo- 
sition suivante,  (pii  [)eut  aussi  s'obtenir  comme  cas 
limite  du  théorème  1  : 

Le  produit  des  distances  du  point  P  aux  n  points 
où  une  droite  D  passant  par  P  coupe  une  courbe 
p  fois  circulaire^  multiplié  par  le  produit  des  doubles 
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des  sinus  des  angles  de  P  avec  les  asymptotes  non 
isotropes,  est  égala  la  puissance  de  P. 

On  en  déduit  le  tliéorcrne  de  Newton. 

Si,  en  même  temps  que  l'équation  (6),  on  considère 
l'équation  en  z'  formée  de  la  même  façon,  ou  obtient 
l'orientation  A  du  faisceau  joignant  P  aux  in  —  ip  points 
communs  en  prenant  la  moitié  de  l'argument  du  quo- 
tient des  produits  des  racines,  donc 


A  = 


iAf(-i)'^ 


-/'     ^^<ï>n_2/,(o,  I)+.     .+  * 


2 f;  *„_,/, ((),  i) 


o,  1)1 

',<>)J 


* 


^^n~p{o,  I)-] 


*,/,-2/.(0,    I) 


^o''*«-2/.(',o) 


4>„_/;(l,0) 


•ï'/i-2/.(l,OJ 

comme  le  faisceau  des  directions  asjmptotiques  non 
isotropes  est 

le  premier  terme  du  troisième  membre  de  l'égalité  pré- 
cédente représente  l'orientation  de  ce  faisceau;  d'après 
l'équation  (8)  et  Téquation  analogue  qui  donne  les  z 
des  foyers  singuliers,  le  deuxième  terme  représente 
l'orientation  du  faisceau  des  droites  joignant  le  point  P 
aux  foyers  singuliers;  enfin   le   dernier  terme  est  nul 

(à  —  près),  si  le  centre  du  cercle  est  sur  Oy\  on  a 

ainsi  la  proposition  suivante  : 


La  somme  des  angles  que  font  les  droites  joignant 
un  point  P  aux  points  où  un  cercle  passant  par  P 
coupe  une  courbe  algébrique^  avec  la  tangente  au 
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point  V  à    ce    cercle^    est    égale   là—-près]   à   la 

somme  des  angles  que  font  avec  cette  même  tangente 
les  diiections  asymptotlques  non  isotropes^  et  les 
droites  joignant  V  aux  p  foyers  singuliers. 

Il  est  évident  que,  sous  cette  dernière  forme,  la 
proposition  est  encore  vraie  lorsque  le  point  P  est  sur 
la  courbe. 

Théorème  11.  —  Un  cercle  étant  tracé  dans  le  plan 
d^ une  courbe  algébrique^  la  somme  des  angles  que 
font^  avec  une  direction  fixe ^  les  rayions  aboutissant 
aux  points  d^  intersection  à  distance  finie  ^  est  égale 
au  double  de  la  somme  des  angles  que  font.,  avec 
cette  direction^  les  directions  asymptotiques^  ^''^~ 
mentée  [s^ilya  lieu)  de  la  double  somme  des  angles 
que  font  avec  cette  direction  les  droites  joignant  le 
centre  du  cercle  aux  foyers  singuliers. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate  de 
la  précédente.  La  démonstration  directe  se  fait  aussi 
très  facilement,  l'équation  de  la  courbe  étant  toujours 
l'équalion  (4),  et  le  cercle  ayant  pour  équation 

(9)  zz'=r\ 

l'équation  aux  z  de  l'inlerseclion  est 

+  z'^r''P^^n-2,,{*\  r2j  -4-.  .  .4-  c«-/"l>o=  o, 
le  produit  des  racines  est  donc 

l'orientation  A,  du  faisceau  des  droites  joi^r)anl  le 
cenlrc  du  cercle  (l'origine)  aux   points  communs  des 


(  ,56  ) 
deux  courbes  est,  par  suite,  donné  par 


d'autre  part,  d'après  ce  qui  précède,  l'orientation  du 
faisceau  des  directions  asjmptotiques  non  isotropes 
est 


1       r*«-9p(o,  i)T        mz 

^  A  =   -  A ^ +   : 

'^         L*/t-2p(l,0)J  2 


et  celle  du  faisceau  des  droites  joignant  l'origine  aux 
foyers  singuliers 

par  suite 

Ai  =  1  Aa-+-  >  Af, 

la  proposition  est  donc  démontrée.  Elle  peut  d'ailleurs 
être  précisée  comme  l'a  montré  Laguerre  :  à  chaque 
point  d'intersection  de  la  courbe  et  du  cercle  on  peut 
en  faire  correspondre  un  antre  qui  sera  le  point  ima- 
ginaire conjugué,  si  le  point  considéré  est  imaginaire  ; 
les  points  communs  sont  alors  sur  n  — p  droites  réelles, 
et  l'orientation  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre 
sur  ces  droites  est,  à  tc  près, 

'    V  'a    i^n-p{0,  I) 

—  Ai  =  —  A 


2  2  \4>„-;,(l,0) 

on  a  donc  la  proposition  précisée  : 

Si  Von  considère  n — p  droites  réelles  contenant 
les  points  d^ intersection  de  la  courbe  de  degré  n 
avec  un  cercle^  V orientation  des  rayons  perpendi- 
culaires à  ces  droites  est  égale ^  à  —^  près^  à  l'orien- 
tation du  système  des  directions  asymptotiques  et 
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des  droites  joignant  te  centre  aux  p  foyers  singu- 
liers. 

Considérons  maintenant  les  normales  aux  points 
communs  à  distance  finie  de  la  courbe  et  du  cercle, 
si  My(5y,  z'  )  est  l'un  de  ces  points,  la  normale  a  pour 
équation 

F'  F'' 

—  Z   — — 1~—, I  =  o. 


z    F'    y  F'  •  r    F'    r'  F'  ■ 

la  polaire  harmonique  du  point  P  (l'origine),  par  rap- 
port à  ces  normales  est  donc 


7  =  1 


les   nombres  Zç  sont   les  racines  de  l'équation  (lo)  et 
l'on  a  5'  =  — ;   si    l'on    désigne    par  G{z)    le   premier 

"  Zq 

membre  de  l'équation  (10) 

G{z)  =  z''-pf(z,  ^'   i)- 


on  obtient 

I 


el  en  posant 

Gi(z)=  z'^-pF'Jz,  Ç,  i), 

on  voit  ([ue  le  coefficient  de  z  dans  l'équation  (i  i)  est 
y        Gi(^v)    _       Gi(o)  _       ^/t-;,-i(o,  i) 

(et  égal  à  3<^//o  [)Our />=:o).  De  même   le   cocflicient 


(  >58  ) 

de  z^  est  égal  à 

^a-p\  (  I  >  o) 

^n-i>{\,  O) 

Par  suite  la  droite  (ii)  est  à  l'infini,  s'il  n'j  a  pas  de 
foyers  singuliers;  si  la  courbe  passe  |)ar  les  points 
cj'cliques,  elle  s'écrit 

*«-p-l(0,   l)     ,        ,*î>,i-/,_i(l,  o) 
<!>„_;,  (0,lj  *„_/,(!,  o)  1^1  ■> 

en  se  reportant  à  l'équation  (8),  on  voit  que  les  coeffi- 
cients de  z  el  s'  sont  les  sommes  changées  de  signe  des 
inverses  des  coordonnées  des  fojers  singuliers^  on  a 
donc  le  théorème  suivant  de  Liouville  : 

La  polaire  harmonique  par  rapport  au  centre 
d^ un  cercle  des  normales  à  une  courbe  aux  points 
dHntersecùon  de  ce  cercle  et  de  la  courbe  est  la 
droite  de  l^ infini  lorsque  la  courbe  jV est  pas  circu- 
laire; si  la  courbe  est  p  fois  circulaire  et  de  degré  /?, 
cette  polaire  coïncide  avec  la  droite  obtenue  en  pre- 
nant l^  ho  mo  thé  tique  dans  le  rapport —  de  la  po- 
laire des  droites  menées  par  chaque  foyer  singulier 
perpendiculairement  à  la  droite  joignant  ce  foyer 
au  centre  du  cercle  (*). 

Théorème  111.  —  L'orientation  des  tangentes 
menées  d^ un  point  à  une  courbe  algébrique  égale 
V  oriental  ion  des  droites  joignant  ce  point  aux  foyers 
réels  (-). 


(  '  )  Ce  théorème  est  appliqué  par  Laguerre  à  l'élude  des  nor- 
males issues  d'un  point  à  une  conique  {Œuvres,  2,  p.  4^6). 

(^)  Ce  théorème  a  élc  énoncé  avant  I.aguerre  par  Siebeck, 
Journal  de  Crelle,  i864,  p.  175. 
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Nous  prendrons  encore  le  point  P  pour  origine,  et 
nous  considérerons  l'équation  tangenlielle  de  la  courbe 
en  coordonnées  isotropes 

G( w,  p,  w)  =  o. 
Nous  poserons 

les  tangentes  menées  par  l'origine  ont  pour  équation 

(12)  -17  =  ^ 

Z 

OÙ  t  est  racine  de  l'équation 

(i3)  G([,  —  ^  o)  =  ^„(i,  —  0  =  o; 

l'orientation  de  ces  tangentes  est  donc,  en  supposant 
toujours  que  l'équation  cartésienne  de  la  courbe  est 
réelle 


•^      V^nio,  i)J 


D'autre  part,  les  fojers  réels  sont  les  points  réels 
tels  que  les  droites  isotropes  passant  par  ces  points  sont 
tangentes  à  la  courbe,  leurs  coordonnées  véri lient  donc 
les  équations 

j    G(o,   i,—z')  =  gn{o,   \)^...^Z'I>{-   l)/'.^„.-/,(o,  !)  =  <)' 

elles  fojers  à  rinfini  correspondent  à 

(l'S)  g„^,,{z\  —  z)  =  o. 

fj'orientation  \f  du  faisceau  des  droites  joignant  l'ori- 
gine à  tous  les  foyers  est  donc 

•  A  \'-^À  =  Al, 


ce  qui  démontre  la  proposition. 
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Nous  allons  montrer  maintenant  que  la  somme  des 
inverses  des  coordonnées  des  foyers  réels  est  égale  à  la 
somme  coi-respondante  formée  avec  les  coordonnées 
des  points  de  contact.  Soient  s^,  z'^  les  coordonnées 
du  point  de  contact  M^;  Ç^,  Ç^^  celles  du  fojer  F^; 
d'après  les  équations  (i4),  on  a 

n 

YJ_  ^  ^m-i(t,o) 

^     I  ^«-1(0,  I) 


Z 


C7  .•?"«(o,  l) 


D'autre  part,  si  tq  est  la  racine  de  l'équation  (i3) 
donnant  le  point  M^,  les  coordonnées  de  ce  point 
sont 

^(i   -l    )  ^(i   -t  ) 


or,  d'après  l'identité  bien  connue  de  la  décomposition 
des  fractions  rationnelles,  on  a 

n 


Ut, 

-ri.  —  t,,) 
du 


(1,-^7) 


=1: 


g- ,,_,(!.  —  tq)    

àgii  ,  utf 


et  en  faisant  soit  a  =  1 ,  t^"  =  o,  soit  ;/  =  o,  (^  =  i ,  on 
obtient 


(18) 


-y  _i_  ^  ^,,.-1(1,0)  ^V  _L, 


\       n  n 

f     Zâ    Zq  gn{0,    I)  ^Q 
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Ce  sont  les  égalités  signalées.  D'après  ce  qui  a  été  vu 
au  début,  elles  s'interprètent  comme  il  suit  : 

Le  centre  harmonique  relativement  à  un  point  P 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  ce 
point  à  une  courbe  algébrique  coïncide  avec  celui 
des  foyers  réels. 

Ou  encore  : 

La  polaire  harmonique  d^ un  point  P  par  rapport 
aux  normales  menées  à  une  courbe  aux  points  de 
contact  des  tangentes  issues  de  P  coïncide  avec  la 
polaire  de  P  relative  aux  droites  menées  par  chaque 
foyer  réel^  perpendiculairement  à  la  droite  joignant 
ce  foyer  au  point  P. 

Dans  ces  énoncés  les  fo^'ers  à  l'infini  interviennent; 
on  peut  ne  pas  en  tenir  compte  en  prenant  dans  le 
premier  théorème,  par  exemple,  le  point  liomolhétique 
du  centre  harmonique  des  foyers  à  distance  finie  dans 

le  rapport  — >  le  point  P  étant  le  cenlre  d'Iiomothétie. 

Lorsque  le  point  P  tend  vers  un  point  Q  de  la  courbe, 
deux  des  normales  lendent  vers  la  normale  en  Q,  et  le 
centre  harmonique  coriespondant  a  pour  limite  le 
C(mtre  harmoni(|ue  de  Q  j)ar  rapport  aux  foyers  de  la 
parabole  osculatrice  en  Q;  on  obtient  ainsi  une  cons- 
truction de  cette  parabole,  lorsque  Ton  connaît  les 
tangentes  menées  par  (). 

Si  le  point  P  s'éloigne  indéfiniment,  et  que  la  courbe 
ne  soit  pas  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  on  voit  que  : 
le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  parallèles  à  une  droite  coïncide 
avec  celui  des  foyers  réels.  C'est  un  théorènn;  do 
Chasles. 
Ann.  de   Matkémat.,  4"  série,  t.  \III.  (Avril  i9i3.)  I  I 
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Supposons  encore  que  P  soit  à  rinfini,  et  que  la 
courbe  soit  tangente  à  la  droite  de  Finfini,  tous  les  points 
de  contacts  étant  de  rebroussement,  alors  on  a 

et  l'on  voit  bien  aisément  que  la  proposition  précé- 
dente est  encore  vraie  :  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances  des  points  de  contact  des  tangentes  paral- 
lèles à  une  droite  coïncide  avec  le  centre  des 
moyennes  distances  des  foyers  réels  à  distance  finie. 
En  appliquant  ces  deux  propositions  à  une  courbe  et  à 
sa  développée,  on  voit  que  :  le  centre  des  moyennes 
dislances  des  points  d'incidence  des  normales  à  une 
courbe  algébricjue  parallèle  à  une  même  droite^ 
coïncide  avec  le  centre  des  moyennes  distances  des 
centres  de  courbure.  Cette  proposition  due  à  Duhamel 
montre  encore  que  la  somme  algébrique  des  rajons  de 
courbure  aux  points  d'incidence  considérés  est  nulle, 
ou  encore  que,  lorsque  le  système  des  tangentes  paral- 
lèles à  une  droite  tourne,  la  somme  algébrique  des  arcs 
parcourus  par  les  points  de  contact  est  nulle  (*). 

Lorsque  la  courbe  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini 
aux  points  cycliques,  le  théorème  III  doit  être  modifié 
de  la  façon  suivante  :  la  différence  entre  l'orientation 
des  tangentes  menées  par  P  et  l'orientation  des  droites 
joignant  P  aux  foyers  à  distance  finie  est  constante;  on 
le  voit  inimédiatement  en  remarquant  que  les  foyers  à 
l'infini  doivent  être  remplacés  par  les  points  à  l'infini 
dans  les  directions  définies  par  l'équation 


(')  Ces  propositions  sont  déduites  (en  sens  inverse),  par 
Duhamel,  d'une  éi,'alité  de  Liouviile  :  Liouville,  Mémoire  sur  ta 
théorie  de  iéliminalion  {Journal  de  Mathématiques^  t.  I,  p.  G, 
i8W,  n«  19). 
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g',i-p+g{iii  ^)  étant  le  premier  des  polynômes  gi{ii-,^') 
qui  ne  s'annule  pas  pour  w  =  o,  v  =  o. 

Les  deux  énoncés  relatifs  aux  centres  ou  polaires 
harmoniques  subsistent  évidemment.  Enfin,  dans  le 
théorème  de  Duhamel  nous  avons  supposé  que  la 
courbe  n'est  pas  tangenle  à  la  droite  de  l'infini. 


[0^7a] 

SIR  ll\E  CO^GRIIE^CE  DE  DROITES  ASSOCIÉE  Ail  RÉSEAU 
COXJIGIJÉ  DT\E  SIRFACE,  ORTHOGONAL  M  PROJEC 
Tm  SUR  m  PLAN; 

Par  m.  Emile  TURRIERE. 


1.  Pour  les  personnes  qui  s'occupent  de  Géométrie, 
il  V  a  certainement  grand  intérêt  à  étudier  les  diverses 
questions  que  Ribaucoui' a  proposées  dans  les  Nouvel/es 
Annales  et  autres  Ilecjieils  :  elles  donnent  lieu  à  des 
remarques  parfois  importantes.  Ainsi,  bien  que  les 
questions  975  et  1053  des  iMouvelles  Annales  parais- 
sent de  prime  abord  tout  à  fait  dilïérentes  1  une  de 
l'autre,  j'ai  pu  établir  entre  elles  une  corrélation  remar- 
quable, qui  mérite  d'êlre  signalée. 

Je  rappelle  les  énoncés  de  ces  deux  questions  : 

Question  975.  {lYouvelles  jinna/es^  ^'^^\),  |>-  563): 
Etant  donnés  une  surface  du  second  ordre  et  un 
plan  quelconque^  trouK^er  sur  celte  surface  un  ré^ 
seau  conjui^nié  se  /trojetanl  sur  le  plan  donné  sui- 
vant un.  réseau  orthogonal . 

(jueslion  1053.  (  iVouvelles  Annales^  kSji  ,  p.  5j8)  : 
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Trouver  une  surface  (M)  telle  qu^en  abaissant  d^ un 
point  M  de{W)  une  perpendiculaire  MP  sur  un  plan 
(P)  et  en  menant  par  P  une  parallèle  PN  à  la  nor- 
male en  M  à  (M),  les  droites  ainsi  obtenues  soient 
normales  à  une  surface. 

Je  me  suis  déjà  occupé  de  la  question  975  dans  deux 
récents  articles,  publiés  l'un  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  (t.  XL,  iQia,  p.  228-238)  et 
l'autre  dans  les  Nouvelles  Annales  (4*^  série,  t.  XII, 
août  191  2). 

2.  Soient  trois  axes  coordonnés  recLangulaires 
0[x y  z)\  l'axe  O^  est  supposé  verlical.  Etant  donnée 
une  surface  réelle  (S),  qui  n'est  pas  un  cylindre  verli- 
cal, soit  M  un  quelconque  de  ses  points,  de  coordon- 
nées x^y^  z\  soient/?,  ^,  /•,  5,  t  les  dérivées  des  deux 
premiers  ordres  de  la  cote  z  par  rapport  à  ^  et  ày  ; 
soil  m  la  projection  de  M  sur  le  plan  horizontal  Oxy. 
Par  ce  point  m  je  mène  la  droite  d  d'équalions 

X  =  X  — /)Z, 

cette  droite  est  la  parallèle  à  la  normale  à  la  surface  au 
point  M. 

Les  droites  d  constituent  une  (ongruence  (F)  asso- 
ciée à  la  surface  (S). 

L'équation  diflerentielle  qui  définit  les  séries  déve- 
loppables  de  cette  congruence  (P)  est 

dp        dq 
dx        dy 
ou 

s{dy'^  —  clx"-  )-h(r  —  t)dxdy  =  o; 
cette  équation  ditïereMticlle  définit  surla  surface  (S)  i\\\ 
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réseau  de  courbes  que  j'ai  étudiées  dans  les  deux  arti- 
cles cités  plus  haut.  J'ai  établi  que,  sur  toute  surface  (S) 
qui  n'est  pas  un  paraboloïde  de  révolution  d'axe  verti- 
cal, il  existe  un  réseau  réel  formé  par  des  courbes  (G) 
qui  sont  conjuguées  sur  la  surface  (S)  et  qui  se  pro- 
jettent horizontalement  suivant  un  réseau  orthogonal  ; 
l'équation  difïérentielle  de  ce  réseau  (G)  est  préci- 
sément i'équalion  difFérenlielle  précédente. 

3.  Lorsque  la  surface  (S)  est  telle  que  /•  —  i  et  .ç 
sont  des  quantités  simullanémenl  nulles,  c'est-à-dire 
lorsque  cette  surface  est  un  paraboloïde  de  révolution 
d'axe  vertical,  l'équation  dififérentielle  est  indéterminée. 
J'ai  établi  que,  dans  ce  cas  singulier,  tout  réseau  con- 
jugué de  ce  paraboloïde  se  projette  suivant  un  réseau 
orthogonal.  Dans  ce  cas  d'exception,  il  est  toujours 
permis  de  prendre  pour  axe  Oz  l'axe  de  révolution  du 
paraboloïde  ;  l'équation  de  celui-ci  est  alors 

.-r^  -h  y^ 

-3  = =^; 

•2  a 
les  équations  de  la  droite  d  deviennent 

Z 


\   =  X 

L 


la  congruence  (F)  associée  au  paraboloïde  de  révolution 
est  donc  formée  par  les  droites  émanant  d'un  point  fixe 
de  coordonnées 


Z  =  a 


Gette  propriété  résulte  de  ce  que  la  sous-normale  de 
la  parabole  est  constante.  Puis(jue  la  congruence  (F) 
est  alors  constituée  par  les  droites  issues  d'un  point 
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fixe,  loiiles  les  séries  réglées  de  celle  congruence  sonl 
évidemmenl  développables. 

Des  considéralions  qui  précèdenl  il  résulte  donc 
q II' il  y  a  équivalence  entre  le  problème  qui  consiste 
à  déterminer  sur  (S)  le  réseau  conjugué  qui  se 
projette  horizontalement  suivant  un  réseau  ortho- 
gonal et  celui  qui  consiste  à  déterminer  les  séries 
développables  de  la  congruence  (F)  associée  à  la 
surface  (S). 

Dans  ces  coiidilions,  il  esl  manifeste  que  les  deux 
questions  973  et  1053,  posées  respectivement  en  1869 
el  en  18^1,  se  rattachent  à  un  même  ensemble  de 
recherches  inédiles  de  Ribaucour. 

4.  Les  congruences  (F)  me  paraissent  donc  mériter 
une  élude  particulière  :  ce  sera  l'objet  de  la  suite  du 
présent  article. 

Ton  le  congruence  de  droites  définie  par  les  équa- 
tions 

X=  x  —  kZ, 

Y=:^-BZ, 

dans  lesquelles  A  et  B  sont  deux  fonctions  arbitraires 
des  variables  :r  et  y,  ne  peut  être  envisagée  comme 
une  congruence  (F)  particulière.  Pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  il  tant  et  il  suffît  que  les  deux  fonctions  A  et  B 
satisfassent  à  la  condition 

dk  _d^^ 
dy        dx^ 

lorsque  celte  condition  est  remplie,  il  existe  une  fonc- 
tion 2,  définie  à  une  constante  addilive  près,  dont  A 
et  B  sont  les  deux  dérivées  parlielles  du  premier  ordre. 
Cette  fonction  z  caractérise  une  surface,  qui  esl  la  sur- 
face (S)  associée  à  la  congruence  (F).   D'après  ce  qui 
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précède,  la  surface  (S)  est  complètement  déterminée, 
à  une  translation  près  de  direction  Oz. 

5.  ïjeséqnations  des  plans  focaux  de  la  congruence  (F) 
associée  à  une  surface  (S)  s'obtiennent  en  rem|)laçant 
dans  l'équation 

(Y-i-^Z- r)  +  X(X  -f-/îZ  — .r)==o, 

X  par  l'une  ou  l'aulre  des  racines  de  l'équalion  du 
second  degré 

}J-\ X  -  I  =:  o: 

s 

ces  racines  sont  toujours  réelles  et  distinctes  :  de 
même  que  les  congruences  de  normales,  les  congru- 
ences  (F)  admettent  donc  toujours  des  nappes  réelles 
de  suiface  focale. 

En  écrivant  que  les  deux  plans  focaux  sont  rectan- 
gulaires, on  obtient  la  condition 

cette  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
caractériseles  surfaces  moulures  atlachées  aux  cylindres 
verticaux.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  la  congruence  (F)  soit  une  congruence  de  nor- 
males est  donc  que  la  surface  associée  (S)  soit  une 
suiface  moulure  attachée  à  un  cylindre  vertical. 

Ce  résultat  peut  être  encore  établi  directement  ainsi 
que  l'a  fait  M.  Pellet,  dans  sa  solution  de  la  ques- 
tion 10o3,  publiée  par  \e?,  Nouvelles  Annales àe  1874 
(p.  44^);  il  faut  que  l'expression 


P  s/ p'^-\-   7"^  -h    I    dX   -\-  q  \J l>^-  -h   72  _|_    ,    (iy^ 

c'est-à-dire 
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soil  une  diflérentielle  exacte  ;  il  faut  donc  que  p"^  -h  q'^ 
soit  une  fonction  de  5,  c'esL-à-dire  que  la  surface  (S) 
soit  une  surface  moulure.  L'équalion  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  précédemment  écrite  n'est 
autre  que  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  déter- 
minant fonctionnel  de  z  et  de  p-  -h  q'-. 

La  Géométrie  pure  permet  d'ailleurs  d'obtenir  le 
même  résultat  et  de  définir  simplement  les  suifaces 
paiallèles  qui  sont  les  trajectoires  orthogonales  de  la 
congruence  de  normales.  Les  développables  de  la  con- 
gruence  (F)  tracent,  en  effet,  un  réseau  orthogonal 
[le  réseau  (G)  projeté]  sur  le  plan  Oxy  :  les  plans 
focaux  d'une  congruence  (F)  de  normales  doivent  donc 
être  rectangulaires  entre  eux  et  découper  un  angle  droit 
dans  le  plan  Oxy^  qui  est  supposé  horizontal.  De  celt(; 
double  condition  il  résulte  que  l'un  des  deux  plans 
focaux  doit  être  vertical.  La  congruence  (F)  est  formée 
par  les  normales  d'une  famille  de  surfaces  moulures  ; 
la  surface  (S)  doit  donc  être  elle-même  une  surface 
moulure  attachée  au  même  cylindre. 

6.  L'équation  du  second  degré  qui  définit  les  cotes  Z, 
et  Tjy  des  deux  foyers  du  rayon  d  de  la  congruence 
générale  (F)  est 

(/•;  —  52)Z2_(,-  +  /)Z-M   ==0; 

cette  équation  a  toujours  deux  racines  réelles,  distinctes 
en  général  :  ce  n'est  que  dans  le  cas  singulier  du 
paragraphe  3  que  les  deux  foyers  sont  confondus. 

Si  la  surface  (S)  est  développable,  l'un  des  foyers  F2 
est  à  Finfini  ;  l'autre  est  toujours  à  distance  finie  (la 
surface  étant  réelle)  et  a  pour  cote 

z,=  -L_. 
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Ce  cas  étant  excepté,  les  deux  fojers  toujours  réels 
sont  à  dislance    finie;   leurs   cotes  satisfont   aux  deux 
relatiorïs 

I 


Z,Z, 


Dans  les  deux  articles  cités,  j'ai  mis  en  évidence  de 
nombreuses  analogies  des  ligues  (C)  de  la  surface  (S) 
et  des  lignes  de  courbure.  On  peut  considérer  l'équa- 
tion 

dp        dq 

dx        dy 

comme  rappelant  les  formules  d'Olinde  Rodrigues  ;  si 

l'on  pose 

dx  =  Z  dp, 

dy  =  Z  dq, 

l'élimination  de  dx  eidy^  entre  les  équations  linéaires 
et  homogènes  obtenues,  donne  une  équation  du  second 
degré  en  Z 

Z'-(rt  —  s'^)—{r-ht)Z-^  1  =  o, 

qui  est  celle  des  cotes  des  poinis  focaux.  Pour  rendre 
l'analogie  plus  profonde,  introduisons  les  dislances 
p,,  P2  du  point  de  départ  m  du  rayon  aux  deux  foyers 
F,  et  F2  ;  c'est-à-dire  posons 

pi  -^  Z,  y/iH-  //-s  -h  72  ^  p2  =  Z2  /  I  -t-  />2  -t-  </2  ; 

on  oblienl  ainsi 


I 

-+- 

1 
9~i 

/•-h  / 

Pi 

/ 

I  -h  /y-  -h 

7'^ 

I 

/•/  -a  52 

p,p2  I  -h />2  -f-  ^72  ' 
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CCS    deux    quantités    sont    analogues    à    la    courbure 
moyenne  et  à  la  courbure  totale  delà  surface  (S). 

7.  De  la  première  de  ces  deux  formules  il  résulte  que 
les  surfaces  intégrales  de  l'équation  de  Laplace 


sont  analogues  aux  surfaces  minima.  Pour  une  surface 
minima  générale,  les  asymptotiques  sont  orthogonales 
dans  l'espace  ;  pour  une  surface  intégrale  de  l'équation 
de  Laplace,  les  asymptotiques  sont  orthogonales  en 
projection  sur  un  plan  horizontal. 

Lorsque  la  surface  (S)  est  une  surface  intégrale  de 
l'équation  de   Laplace,  les  cotes  des  foyers  satisfont  à 

la  relation 

Zi+  Z2=  o; 

le  point  de  départ  est  donc  le  point  m.  Ainsi  poui'  que 
la  congruence  (Y)  admette  le  plan  Oxy  pour  sur- 
face médiane^  il  faut  et  il  suffit  que  la  surface  (S) 
soit  une  surface  intégrale  de  V équation  de  Laplace. 

J'ai  déterminé  le  réseau  (C)  d'une  surface  de  cette 
nature,  dans  l'article  cité  et  inséré  dans  les  Nouvelles 
Annales. 

Plus  généralement,  cherchons  quelle  doit  être  la 
surface  (S)  pour  que  la  surface  médiane  de  la  con- 
gruence associée  (F)  soit  un   plan   hoiizontal.  Prenons 

le  plan  d'équation 

I 

3  =  -  <2  : 

2 

on  doit  avoir 

Z,  -h  Zi  =  rt  ; 

la  surface  (S)  est  donc  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
lion  aux  dérivées  partielles  de  second  ordre 

/7  —  s~ 

-* =  a. 
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c'esl-à-dire 

('-y('-y=- 

Pour  intégrer  cette  équation,  posons 

x'-  +  y^- 

z  —  Zi  -\ '■ —  ; 

elle  devient 


a- 


a' 


1/1    AT    


c'est-à-dire  l'équation  qu'on  rencontre  fréquemment 
en  Physique  mathématique  et  en  Géométiie  et  qu'on 
désigne  habituellement  sous  le  nom  d^ équation  de  la 
théorie  de  la  chaleur.  Ainsi  donc  : 

Pour  que  la  congruence  (F)  admette  pour  sur- 
face médiane  un  plan  horizontal^  il  faut  et  il  suffit 
que  la  surface  associée  (S)  soit  la  surface  diamé- 
trale^ pour  les  cordes  verticales^  d^ une  intégrale  de 
V équation  de  la  théorie  de  la  chaleur  et  du  para- 
boloïde  de  révolution  d^ axe  vertical  qui  est  inté- 
grale particulière  de  cette  équation. 

On  peut  exprimer  les  coordonnées  :r,  y,  z  d'un 
point  quelconque  de  la  surface  (S)  en  utilisant  les 
expressions  que  donne  M.  Darboux  à  la  page  2^3  du 
troisième  Tome  de  ses  Leçons  sur  la  théorie  des  sur- 
faces .-  on  a 


IX 


-  =  V— U', 
a 

(i 

iii  =  (m -+- i^)(  V- U') -h  2U  -  9.V, 

formules  (pii  sont  prolongées  par  les  suivantes 

p  =   w  -f-  t', 
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l'équation  du  réseau  (C), 

dp  dy  —  dq  dx  =  o, 
devient  alors 

d'où  les  lignes  (C)  par  deux  quadratures 

j  /i+  U"^  du  ih   f^7~Y^i  dv  =  const. 

Telles  sont  les  projections  des  lignes  (C)  des  surfaces 
intégrales  de  l'équation 

et,  par  conséquent,  des  surfaces  (S)  associées  à  une 
congruence  (r)dont  la  surface  médiane  est  un  plan 
horizontal. 


8.  Une  transformation  analogue  permet  de  définir 
la  surface  (S)  la  plus  générale  pour  laquelle  une  nappe 
de  la  surface  focale  de  la  congruence  (T)  associée  à  (S) 
est  réduite  à  une  courbe  plane,  située  dans  un  plan 
horizontal.  Soit  z  =  a  l'équalion  de  ce  plan.  L'équa- 
tion aux  cotes  des  foyers  doit  admettre  a  pour  racine  ; 
la  surface  (S)  est  donc  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion de  Monge-Ampère 


/•  — 


i)( 


f  —  -  )  —s^=  o; 


la  transformation 


Z  =  Zi-+- 


•i.a 


la  change  en  l'équalion  des  surfaces  développables 

rj?i—  s\  =  o. 
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Par  conséquent,  la  surface  (S)  la  plus  générale 
pour  laquelle  une  nappe  de  la  surface  focale  de  la 
congruence  associée  (F)  est  une  courbe  plane,  située 
dans  un  plan  horizontal^  est  la  surface  diamé- 
trale^ pour  des  cordes  verticales^  du  parabo- 
loîde  de  révolution  d^ axe  vertical  et  cV une  surface 
développable  arbitraire. 

La  surface  diamétrale  précédente  peut  être  évidem- 
ment remplacée  par  la  surface  lieu  des  points  qui  divi- 
sent, dans  un  rapport  constant  donné,  les  cordes  verli- 
cales,  limitées  à  une  développable  particulière  et  au 
paraboloïde  de  révolution. 

Toutes  ces  surfaces  associées  à  une  développable 
admettent  pour  réseau  (C)  projeté  celui  de  la  surface 
développable  elle-même.  Dans  le  cas  d'une  surface 
développable,  le  réseau  (G)  projeté  comprend  les 
courbes  d'équation 

dp  =  o^ 

c'est-à-dire  les  [)roje(;tlons  des  (génératrices.  De  même 
que,  sur  la  surface  développable,  les  ligjies  de  courbuie 
sont  constituées  par  les  génératrices  et  leurs  tra- 
jectoires ortbogonales,  de  même  les  lignes  (C)  proje- 
tées sont  constituées  par  les  projections  des  génératrices 
et  les  développantes  de  la  projection  de  Tarête  de 
rebroussement. 

9.  Les  surfaces  (S),  réglées  et  à  plan  directeur  bori- 
zontal,  sont  caractérisées  par  la  propriété  suivante  des 
congruences  (F).  On  sait  qu'on  désigne  sous  le  nom 
(le  surface  centrale  d'une  congruence  de  droites  la  sur- 
face qui  est  l'enveloppe  du  plan  |)erpendiculaire  à  tout, 
r;iyon  au  milieu  du  segment  focal.  Le  plan  |)er|)ondi- 
culaire  au  rayon,  au    point  de   départ  ni   de   ce   rajon 
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enveloppe  de  même  une  certaine  surface  (S)  :  le  plan 
a  pour  équation 

{\-x)p  +  (\-y)q  =  Z- 

les  coordonnées  du  point  de  contact  de  ce  plan  avec 
son  enveloppe  (S)  s'obtiennent  en  adjoignant  à  l'équa- 
tion précédente  les  deux  équations  obtenues  par  déri- 
vations partielles 

(X-x)s-h(Y  -y)t  =  q- 

les  coordonnées  de  ce  point  de  contact  sont  donc 

rt  —  s"- 

^  qr  ~  ps 

rt  —  s- 

7  —   /^^^  ~  '^P^s  +  7^^'. 
~  /'/  —  s'-  ' 

imposons  la  condition  Z  =  o  :  la  surface  (S)  dégénère 
alors  en  une  courbe  du  plan  O xy  et  réciproquement. 
La  surface  (S)  la  plus  générale  pour  laquelle  cette  cir- 
constance se  présente  est  intégrale  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre 

p'^ t  —  ipqs  -f-  ^2,.  _  o; 

cette  équiition  caractérise  les  surfaces  réglées  à  plan 
directeur  horizontal. 

La  surface  (S)  est  généralement  distincte  de  la  sur- 
face centrale  de  la  congruence  (F)  :  ce  n'est  que  pour 
les  congruences  (F)  associées  à  une  surface  (S)  inté- 
grale de  l'équation  de  Laplace  qu'il  j  aura  identité 
entre  (^es  deux  surfaces.  On  sait,  d'après  Meusnier, 
que  la  .seule   surface    qui   satisfait  simultanément  aux 
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deux  équations 

/'  H-  /  =  o, 

p- 1  —  2  pqs  -+  q^  r  =  o, 

est  l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur.  Dans  le  cas  où 
Ja  surface  (S)  est  de  cette  nature,  il  résulte  des  considé- 
rations précédentes  que  la  congruence  (F)  associée  à 
cet  liélicoïde  admet  le  plan  O^rjpour  surface  médiane 
et  une  certaine  courbe  de  ce  plan  pour  surface  centrale. 
Cette  courbe  est  réduite  à  un  point  :  lorsque  (S)  est 
un  conoïde  d'équation 

la  relation 

px-^cyy  =  o 

exprime  en  elTet  que  la  surface  (S)  associée  est  l'ori- 
gine O  des  axes  coordonnés.  Il  en  est  ainsi,  en  [)arti- 
culier,  pour  l'hélicoïde  (S)  d'équation 

z  =  arc  lang  —  • 

10.  En  introduisant  les  coordonnées  polaires  par  les 
formules 

ce  =  p  costo,  y  =:  p  sino),  z  =  (o, 

les  équations  de  la  congruence  (F)  associée  à  l'héli- 
coïde gauche  à  plan  directeur  sont 

V  siiK.) 

A  =  p  COS  10  -h  Z,, 

P 

V  •  CO«î(0 

I   =  p  SIM  to L  ; 

P 

l'équation  des  cotes  des  loyers  est 

Z2  —   p'»  =  o, 
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d'où 

Z2  =  —  p-  ; 

les  nappes  de  la  surface  focale  de  cette  congriience 
sont  deux  paraboloides  de  révolution  d'équations  res- 
pectives 

;272_j_y2 •2Z  —  O, 


a72_|_j^2_^  2^ 


=  o: 


cette    coni^ruence    (F)    est   de    révolution    autour    de 

l'axe  Oz  ;   elle    est   dcfinie    par  le    complexe   linéaire 

d'équation 

Pi  =  Pu 

et  par  le  complexe  des  droites  équidistantes  de  deux 
points  A,  B  de  l'axe  Oz,,  extrémités  d'un  segment  de 
milieu  O. 


SUR  m  PROBLEME  D'ENUIIERATION; 


Par  m.  Gh.  HALPHEN. 


Un  problème,  déjà  ancien,  posé  récemment  aux 
Examens  oraux  de  l'École  Polytechnique,  m'a  suggéré 
la  Note  suivante.  Voici  quelle  était  la  question  : 

On  Joint  deux  à  deux  par  des  droites ,  de  toutes 
les  manières  possibles ^^  n  points  donnés  dans  un 
plan;  en  combien  de  points  ces  droites  se  coupent- 
elles? 

Je  rappelle  rapidement  la  solution  :  k  droites  d'un 
plan    se    coupent    en-^ — ^ ^^  points  ;    le    noinbie  des 
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droites  est  ici  A"  ^  G,^.  Il  faut  déduire  du  nombre  total 
des  points  d'intersection  les  points  donnés;  chacun 
d'eux  étant  commun  k  n  —  i  droites,  compte  pour 
{n  —  i){n  —  2)  çjjj^jg  confondus.  Le  nombre  cherché 
est  donc 


N 


•2 


=    -  /«  (  ^  —  l)  (  /i  —  2  )  (  /i  —  3  ), 
o 

ou  encore 

w  =  3c;*. 

Ce  résultat  peut  encore  s'obtenir  d'une  manière  très 
simple.  Si/i  =  4j  O"^  ^  trois  points  d'intersection  (la 
figure  étant  un  quadrilatère  complet).  On  aura  donc 
autant  de  fois  trois  points  d'intersection  que  de  grou- 
pements diflérents  de  4  points;  le  nombre  cherché  est 
alors  3C,^^. 

Quoique  ce  mode  de  raisonnement  soit  plus  élégant 
que  le  premier,  je  ne  le  place  qu'en  second  lieu,  parce 
qu'il  ne  se  prête  pas  aisément  à  la  généralisation  que 
j'ai  en  vue. 

Proposons-nous  le  problème  suivant  : 

Etant  donnés  n  points  dans  l^espace^  on  considère 
tous  les  plans  déterminés  par  trois  quelconques  de 
ces  points  ;  quel  est  le  nombre  de  leurs  droites  d in- 
tersection? 

k  plans  se  coupent  suivant  — — ^  droites,   et   les 

/i  points  déterminent  /r  =  (];)  plans  distincis.  On  peut 
classer  leurs  inlersections  en  trois  catégories  :  i"  les 
droites  passant  par  deux  des  points  donnés  ;  2"  les 
droites  passant  seulement  par  un  des  points  donnés; 
3"  les  droites  qui  ne  passent  par   aucun  de  ces  points. 

i"Si  l'on   prend  deux  des   points,   on    voit,  en   leur 
Ann.  de  Afathémat.,  4"  série,  t.  \I1I.  (Avril  1913.)  12 
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associant  successivement  les  ti  —  2  autres,  que  la  droite 
qui  les  joint  est  commune  à  n  —  2  plans;  elle  compte 

1  (n — 2)(n  —  3)j.  r       1  1 

donc    pour   ^ — ■     droites     coniondues.    JLes 

^  -1 

droites  joignant  les  points  2  à  2,  étant  au  nombre  de 
--^ — j  comptent  au  total  pour 

n(n  —  i)(/i  —  'i){n — 3)        ^^,    ,     •         ,,. 

— i — =  6G;,  droites  d  intersection. 

4 

2"  Si  l'on   prend    un   seul   point,    on  peut  l'associer 
de  Cf^_  j  manières  différenles  à  deux  des  points  restants; 

on    aura    donc    A=   -^ plans    se    coupant 

suivant   ~^-^-—^  droites    distinctes    ou    confondues^ 

passant  par  ie  point  choisi.  En  faisanl    de  même  avec 

1             •                     1    •      j       nh(h  —  I  )     1      • ,        1  • 
tous   les    points,   on  obtiendra  — ^^ droites  dis- 
tinctes ou  confondues. 

Parmi  ces  droites  se  trouvent  celles  que  j'ai  classées 
dans  la  première  catégorie,  et  chacune  d'elles  est 
répétée  deux  fois.  En  effet,  si  je  choisis  d'abord  le 
point  a,  je  considérerai  les  plans  abc^  abd^  qui  se 
coupent  suivant  ab]  lorsque  j'isolerai  ensuite  le 
point  ^,  je  retrouverai  les  mêines  plans  bac^  bad]  de 
sorte  que  ab  a  élé  comptée  deux  fois.  Or,  toutes  les 
droites  telles  que  ab  comptent  pour  6C,^^  droites  d'in- 
tersection; le  nombre  véritable  des  droites  de  seconde 
espèce,  ne  passant  que  par  un  seul  des  points  donnés, 
est  donc 

nh{h  —  \) 

; i-*^/i5 

{n  -  \){n  —  -i) 


ou,  en  remplaçant  A  par  sa  valeui 


■X 


ni  n  —  \)  { n  ^  '>.)  i  n  —  ?,)  {  n  —  f\)  _       -,  -, 
— ^ iJ^-'rt- 
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3"  On  déduit  aisément  de  là  le  nombre  des  droites 
d'intersection  ne  passant  par  aucun  des  points  donnés. 
C'est 

'1 

OU,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur  C;], 

_  n(n  —  \}  (  n  —  'i  )  (  n  ^  'i)(  n  —  y)(n  —  5)  _ 

Cette  formule  montre  que,  pour  obtenir  des  droites 
d'intersection  des  trois  espèces,  il  faut  prendre  au 
moins  n  =  6.  Or,  il  paraît  difficile  de  faire  la  figure 
dans  ce  cas,  et  d'j  compter  les  i5  droites  de  première 
espèce,  les  90  de  deuxième,  et  les  10  de  troisième, 
suivant  lesquelles  se  coupent  les  20  plans  que  l'on 
obtient.  C'est  la  raison  pour  laquelle  la  méthode, 
appliquée  plus  haut  au  problème  élémentaire,  ne  pou- 
vait s'étendre  au  cas  actuel. 

Pour  compléter  l'étude  de  ce  problème,  je  vais  cher- 
cher le  nombre  des  trièdres  formés  par  les  plans  que  dé- 
terminent, trois  à  trois,  les  n  points  donnés,  c'est-à-dire  le 
nombre  des  points  communs  à  ces  plans  trois  à  trois,  car 
je  ne  compterai  que  pour  un  seul  les  difTérents  trièdres 
de  même  sommet  formés  par  trois  plans  déterminés. 
Dans  ces  conditions,  k  plans  forment  en  général  C| 
trièdres  dont  les  sommets  sont  distincts  ;  on  a  ici 
k  =  (^;J  plans  différents. 

i*'  Parmi  ces  plans  se   trouvent  ceux  (jui  [)assent  par 

une  droite  joignant   deux  des   points   donnés;   ils   ne 

forment  pas  de   Irièdre.    Il  j  en  a  /^  —  2,   ce  qui   sup- 

r^x             -,  I                .                         -1          •           n  (n  —  I ) 
[)rinie    C;;    .,    tnedres;    et     comme     il    existe    — ^-; 

droites  joignant   deux    à    deux   les  /i   points,    on   doit 


(  i8o  ) 
déduire,  du  nombre  total  des  trlèdres,  le  nombre 

^^l  —  '  ■'/i-2 


OU 


n(fi—  \)in  —  ■îjin  —  3){/i  —  l)  _ 

2**  Chacun  des  points  donnés  est  sommet  commun 
à  plusieurs  trlèdres;  il  y  passe  p  =  Cl_^  plans  qui 
devraient  se  couper  en  CA  points  distincts.  Les  points 
donnés  comptent  donc  pour  nC^  sommets  de  trièdres; 
mais  il  faut  déduire  de  ce  nombre  les  groupements  du 
paragraphe  précédent  dont  il  a  été  tenu  compte  ici,  et 
cela  deux  fois.  De  sorte  (|ue  tous  les  points  donnés 
sont  les  sommets  de 

N2  =  n  Cj,  —  10  C%  Lrièdres  ; 
on  peut  écrire 

3"  Les  trièdres  autres  que  les  précédents  forment 
encore  deux  groupes  :  ceux  dont  les  sommets  sont  sur 
les  droites  joignant  deux  à  deux  les  points  donnés,  et 
ceux  dont  les  sommets  sont  en  dehors  de  ces  droites. 

Si  l'on  considère  une  droite  ab  joignant  deux  des 
points  donnés,  elle  est  coupée  par  les  G;'_^  plans  qui 
ne  passent  ni  par  a,  ni  par  6,  en  G;'  _  ^  points  distincts; 
chacun  de  ces  points  est  commun  au  plan  sécant  et 
aux  n  —  2  plans  passant  par  ab^  lesquels  forment  C,^_  ^ 
trièdres,  comme  on  voit  en  associant  le  plan  sécant 
aux  différents  groupes  de  deux  plans  passant  par  ab. 
On  peut  remarquer  aussi  que  le  point  considéré  est 
commun  k  n —  i  plans  et  doit  compter  j)Our  G^^^  _  1 
sommets  de  trièdres,  nondjre  dont  il  faut  déduire  les 


(   i8.   ) 

combinaisons  trois  à  trois  des  plans  passant  par  ab^ 
qui  ne  forment  pas  de  trièdre,  et  dont  on  a  déjà  tenu 
compte  pour  leur  valeur  G/^^_.,  [voir  i^);  or 

p  3     c-i     _  r  -2 


En  résumé,  sur  toules  les  droites  telles  que  ab^  on  a 

n(  n  —  I  ) 

2 

sommets  de 


Gf,_2  points, 


N,=  '^ ^G2_2C3_o  trièdres; 

on  peut  encore  écrire 

N3  =  ioC^C2_2. 

4*^  Rnfin,  le  nombre  des  sommets  non  communs  à 
plusieurs  trièdres,  situés  en  dehors  des  droites  joignant 
les  points  donnés  deux  à  deux,  est 

N^=Ci— (N.-f-No+Na) 
ou 

Dans  cette  formule,  n  représente  le  nombre  des  points 
donnés,  et  l'on  fait 

{n  —  I )  ( /i  —  -2 )             ,        n(n  —  \)( n  —  ?. ) 
p=  ,  k= '-. 

'  9.  () 

Ces  derniers  points  no  se  manifestent  qu'à  partir  de 
n  =  6.  Dans  ce  cas  de  /?,  =  (),  on  a  N2=6oo  :  cha- 
cun des  points  donnés  est  donc  sommet  commun  à 
loo  trièdres  différents.  Il  y  a  N3  =  36o  trièdres  ayant 
90  sommets  sur  les  i  5  droites  joignant  les  points  deux 
à  deux  ;  sur  chacune  de  ces  droites  se  trouvent  6  som- 
mets dont  chacun  est  commun  à  /\  trièdres.  Il  y  a  enfin 
N/,  =  120  trièdres  dont  les  sommets  distincts  sont  en 
dehors  des  droites  précédentes. 


(  i82  ) 
En  prenant  seulement  n  =  5,  on  trouve 

Nj=8o,         N3=3o,         N4=o. 

On  remarquera  que  chacun  des  points  donnés  est 
sommet  commun  à  .6  trlèdres.  Pour  vérifier  l'exactitude 
de  ce  nombre  déjà  assez  grand,  et  énuraérer  ces  tr.edres, 
voici  comment  on  peut  procéder.  La  méthode  s  appli- 
querait évidemment  à  un  nombre  quelconque  de  points. 

Je  considère  un  des  points  donnés,  et  je  nomme  ., 
2,  3,  4,  les  droites  qui  le  joignent  aux  quatre  autres. 
Alors,  tout  plan  passant  par  ce  point  contient  deux 
des  quatre  droites,  et  je  le  désignerai  par  les  numéros 
de  ces  deux  droites.  On  a  donc  les  6  plans 

12,      l3,      i4,      23,      2-i,      34- 

Pour  former  un  Irièdre  ayant  son  sommet  au  point 
choisi,  il  suffit  d'associer  trois  de  ces  plans  de  telle 
façon  que  chaque  chiffre  soit  répété  deux  fois;  plus 
exactement,  de  telle  façon  qu'aucun  des  chiffres  ne  so.t 
répété  trois  lois;  et  les  groupements  formés  doivent 
être  tous  différents.  Le  Tableau  suivant,  donnant  les 
,6  combinaisons  utiles,  montre  suffisamment  comment 
on  peut  opérer  pour  énumérer  ces  trièdres  sans  omis- 
sion ni  répétition  :  ^_..^^_.^^ 

•  disliiicls. 


\'l 

avec 

r3 

et 

23 

ou 

24       ou 

12. 

» 

'4 

» 

2  3 

» 

2/|           » 

l?. 

» 

■23 

» 

34 

[•2 

» 

•24 

« 

34 

l3 

» 

II 

)) 

23 

» 

24          « 

ï3 

» 

•23 

)) 

•^4 

i3 

» 

M 

rt 

34 

i4 

» 

•23 

» 

•24 

» 

34 

<i 

» 

M 

» 

a  u  c  11  n 

autre 

'23 

» 

'2  4 

)) 

34 

■3    / 


34  3 

i 
I 

34  3 

I 
I 

2 
O 
I 


Total »^ 
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Ce  procédé  me  paraît  utile,  car  il  ne  faut  pas  songer 
à  vérifier  un  résultat  de  ce  genre  sur  une  figure,  même 
bien  faite. 


[Hllc] 


SIR  LES  YAIHATIO^S  DE  LA  OÉTEUMI^A^TE  ET  DE 
LA  KÉSOLVA^TE  DE  FHËDHOLM  AVEC  LE  CHAilir 
D  INTÉGRA  riO\; 

Par  m.  Ch.  PLATRIER, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


1.  Soient  (S)  un  domaine  du  plan  complexe  conte- 
nant le  segment  réel  (o  —  i),  a  une  vaiiable  réelle 
comprise  entre  o  et  i,  ï{(x,y)  une  fonction  liolo- 
morplie  pour  x  et  y  situés  dans  le  domaine  (S),  M  une 
limite  supérieure  de  I  H  (^,jk)  I  poui-  ces  valeurs  de  x 
ely. 

Posons 


H 


CTr 


J'ni 


'I(-2^i,    Ji) 


H(^cT,  rO 


"(^1.    Jct) 


H(.rcT,  Jnr) 


et  considérons  la  déterminante  de  Fredholm 

(0      D,)„a).yt^ 


^d  0) 

rr  -  0 


X 


•  •  1   -^CT 
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son  mineur  d'ordre  q  : 


(a)   D(^"^^'---'^H).,a 


«HT 


D 


X,  a 


et  la  résolvante  : 

D(  A,  a  ) 
laquelle  satisfait  aux  identités  : 

ds 


(4)     5e(^,j,  X,a)  =  H(a7,j)-i-X   r    H(;r,5)5€(5,j,X,a) 
=  U{x,j)-^\f    H(^,j)5C(^,5,X,a) 


^5 


Je  me  propose  de  donner  des  dérivées  premières  par 
rapport  à  a  des  fonctions  (i),  (2),  (3)  certaines  expres- 
sions qui  sont  susceptibles  d'être  utilisées  avec  profit 
dans  l'étude  des  nombres  fondamentaux  du  nojau 
H(^,  y)  lorsque  l'on  considère  ces  nombres  comme 
des  fonctions  de  a. 

2.  La  dérivée  par  rapport  à  a  du  terme  T^{cf.)  de 
rang  xjs  de  la  série  D  (X,  a)  est 


dT^{cL) 


dt 

(co-l)! 


/      dsx   I      ds^...  I      ^5^7-1  H  (     '    *'    "''"'    ^      ) 


On  le  voit  facilement  en  calculant  la  partie  princi- 
pale de  [TCT(aH- Aa)  —  TcT(a)]  et  en  tenant  compte  : 
d'un  coté,  de  la  non-importance  du  nom  des  variables 
d'intégration   qui  entrent  dans    les   fonctions    placées 
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sous  les  signes    /     ,  et,   de  l'autre,  de  la   symétrie  en 


^1,  ^ii 


1  ^tn 


Si,  521  .  •  -,  «îcT  de  la  fonction  H 

\Si,  52,    .  •  .  ,   ^CT/ 

Or,  la  série  D(à,  a)  est  une  série  de  fonctions  holo- 
morphes  de  a  pour  a  situé  dans  le  domaine  (S);  de 
plus,  elle  est  absolument  et  uniformément  convergente 
pour  o<a<i;  car,  d'une  part,  son  terme  Tcj(a)  est 
moindre  que 


Wttt  = 


a>! 


d'après    le    théorème  de  M.  Hadamard   sur  la    valeur 
absolue  d'un  déterminant  et,  d'autre  part, 


lim 


Il  m 


1^ 


\     9 


M     I  +  - 


La  dérivée  de  la  série  D(A,  a)  par  rapport  à  a  s'ob- 
lient  donc  en  faisant  la  somme  des  dérivées  de  ses  diffé- 
rents termes,  et,  par  suite,  si  o  £  a  <  i ,  on  a 


(3) 


rT=rO 


X,a    . 


Nous    pouvons    écrire    aussi    l'égalité    (5)     sous    la 
forme 

()\o^\y{\,  a) 


(  5  bis) 


Ô7. 


=  —  À  3€(a,  a,  X,  a). 


3.  La  formule 


ÔD 


(Q) 


.>i..»^ .'v 


X. 


=  — XD 


X\ ,  JJji  •••>  ^t/1  ^ 


s'établira  d'une  façon  analogue  à  la  formule  (5). 


X,a 
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4.  Enfin,  dérivons  par  rapport  à  aies  deux  membres 
de  la  première  égalilé  (4),  nous  obtenons 

(j  JC(a7,j,  X,  g) 

=  \  W{x,  a)  5C(a,  j,  X,  a)  +  X  ^      H(:r,  ^ '  ^/    ^  «^^. 

•'  0 

La  méthode  de  Fredholm  pour  la  résolution  de  l'équa- 
tion intégrale  linéaire  de  deuxième  espèce  permet  de 
déduire  de  cette  égalité  la  suivante  : 

^    ^^'  ^  ==XH(:r,a)ae(a,j,X,a) 

+  X    /      a€(iP,5,  X,a)H(5,a)aC(a,j,X,  a)c/A- 

soit,  en  veilu  de  la  seconde  égalité  (4), 

(7)         ^-^— ! —  =  X  JCfa:-,  a,X,  a)3€(a,  j,  A,  ot). 


(>a 


Les  égalités  (5),  (5  bis)^  (6)  et  (7)  sont  les  égalités 
que  nous  avions  en  vue. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Parmentiefif,  professeur  à  l'Université  de  Kazan,  nous 
fait  connaître  qu'il  avait  fait  paraître  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  physico-mathématique  de  Kazan^  Tome  XVII,  n"  2, 
191 1,  une  solution  de  la  question  2180,  résolue,  page  47  du 
présent  Tome. 
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CEUriFICATS  DE  illATIIEMATIQlJES  GÉNÉRALES. 


Nancy. 
Épreuve  théorique.  —  Analyse.  —  Intégrer  r équation 
d-yX"^  dy 


,     ,     .IX  —, h  2 r  =  o 

dx }  dx 

et  construire  les  courbes  intégrales. 

GÉOMÉTRIE.  —  Définition  et  détermination  des  dévelop- 
pantes des  courbes. 

Mécanique.  —  Un  point  de  masse  i  se  déplace  dans  un 
champ  de  forces  défini  par  les  équations 

z  z  z- 

Déter miner  les  lignes  de  force ^  les  surfaces  de  niveau 
et  le  travail  pour  un  déplacement  donné.  Etudier  le  mou- 
veine  nt  du  point  lorsqu'il  est  assujetti  à  se  déplacer  sans 
frottement  sur  une  droite  donnée. 

Epreuve  pratique.  —  Dans  un  cercle  de  rayon  R  on  con- 
sidère un  segment  compris  entre  un  arc  de  mesure  igl  et 
la  corde  de  cet  arc.  Évaluer  le  volume  engendré  par  ce 
segment  en  tournant  autour  de  sa  corde.  Application 
numérique  au  cas  où  \\  =i  i  et  7.  =  •ii8"32';  limite  de  l'er- 
reur si  1  est  connu  à  une  minute  près. 

(Octobre  [910.) 

Poitiers. 

Epreuve  théorique.  —  Les  axes  de  coordonnées  étant 
rectangulaires^  on  considère  la  droite  D  dont  l'équation, 
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en  fonction  du  paramètre  cp,  est 

37  coscp  H-^  sin  cp  =  cos^cp. 

i"  Former  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 
dont  l'intégrale  générale  est  représentée  par  la  draite  D. 

1°  Exprimer  à  Vaide  du  paramètre  cp  les  coordonnées  du 
point  D  où  la  droite  D  touche  son  enveloppe  E  et  cons- 
truire cette  enveloppe. 

3°  Calculer  la  longueur  de  la  courbe  E  et  l'aire  du 
domaine  plan  qu^ elle  limite. 

4°  Exprimer.,  à  Vaide  du  paramètre  cp,  les  coordonnées 
du  centre  de  courbure  de  la  courbe  E  au  point  P  et  cons- 
truire la  développée  de  E. 

Comment  calculerait-on  la  longueur  d'un  arc  de  cette 
développée  ? 

EpREUVK  PRATIQUE.  —  Uii  îiiobUc  cst  lancé  verticalement 
de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  initiale  Po-  H  ^^i  soumis  à 
son  poids  p  et  à  une  résistance  kv^,  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse  v  et  dirigée  en  sens  contraire  : 

\°  Établir  les  équations  du  mouvement  ascendant. 

i"  Déterminer  la  durée  de  ce  mouvement  et  la  hauteur 
atteinte.    {Application  numérique  :   masse    du    mobile   \i 

(^0=  3oo,  k  —  -r-:  accélération  de  la  pesanteur,  980;  tous  ces 
bo 

nombres  sont  donnés  en  unités  G.  G.  S.  ) 

3"  Établir  les  équations  du  mouvement  descendant. 

4"  Déterminer  la  vitesse  du  mobile  au  moment  où  il 
repasse  par  sa  position  initiale.  {Application  numérique  : 
mêmes  données  que  plus  haut.) 

5"  Que  deviennent  les  expressions  trouvées  aux  /i"'  2  et  4, 
quand  on  fait  tendre  k  vers  o?  Expliquer  le  résultat. 

(Juillet  1910.) 

Épreuve  théorique.  —  Une  manivelle  OA  de  longueur  r 
tourne  dans  un  plan  fixe  OABG  autour  du  point  fixe  O 
avec  une  vitesse  angulaire  constante  w.  Elle  entraine  une 
bielle  AB,  de  longueur  a,  articulée  à  0 k  en  A  et  articulée 
à  une  tige  BG  en  B.  Des  guides  fixes  maintiennent  cette 
tige  sur  une  droite  fixe  OBG  passant  par  0.  On  appellera 
0  l'angle  BOA,  x  la  longueur  OB  et  l'on  supposera  a^  r  : 
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i"  Déterminer  et  construire  la  courbe  fermée  lieu  du 
milieu  de  AB. 

2"  Calculer  l'aire  de  cette  courbe. 

3"  Exprimer  en  fonction  de  0  la  vitesse  v  et  l'accéléra- 
tion ■'(de  B, 

4"   Représenter  le  rapport  —  par  une  série  entière  de 

ru) 

,7  •    '  ^  <^ 

puissances  croissantes  de  la  quantité  À  =  —  • 

r 

5"  En  appelant  D  V intersection  de  la  droite  BA  avec  la 


OH  B  E2DC 

perpendiculaire  à  OB  é^/i  O,  montrer  que  v  reste  propor- 
tionnel à  OD  dans  le  cours  du  mouvement. 

6"  Étudier  la  variation  de  la  vitesse  v  pendant  le  mou- 
vement. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  la  série 
cosa^'  -h  r  C0S2  x  -^-  /•2cos3:r  -h ...  -F  /•"  cos(/i  -f-  i)./;  h-  .  . .  . 

1°  Démontrer  que  cette  série  est  convergente  pour  toute 
valeur  de  x  lorsqu'on  a  j  /•  |  <  i . 

2"  Soit  Srt  {x)  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série.  Calculer  à -^  près  les  racines  {comprises  entre 
—  180"  et  -+-180")  des  équations 

S,(a7)  =  o,  ^.2{x)  =  o,  S3(a:-)  =  o, 

où  Von  suppose  r  =  ^'^. 

3"  Calculer  à  y^^l^^y^  près  la  somme  de  la  série  donnée 
lorsque 

(Juin  191 1.) 

Rennes. 

Epreuve  théorique.  —  i"  Trouver  Vintégrale  de  Véqua- 
tion  différentielle 

d'-\        «  '\  (i 

-7—-  H-  A  =  —  —  sin  >.  t. 

dt^  2 
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Montrer  que  si  Von  détermine  les  constantes  d'intégra- 
tion de  manière  qu'on  ait^  pour  t  =  o, 

dl 
À  =  o,  ^-   =  a  ; 

'  dt 

l'intégrale  trouvée  se  réduit  à\  =  a  ûnt  cos^. 

9,°    Trouver    l'enveloppe    (E)   des    droites    définies    par 

V  équation 

X  ç.0%  t -\- y  s^'xn  t  —  a  sin  <  cos/ =  o. 

Exprimer^  en  fonction  de  t^  les  coordonnées  du  point 
de  contact  et  montrer  que  l'élimination  du  paramètre  t 
donne^  entre  les  coordonnées^  l'équation 

2  2  2 

x'i-\-  y1  —  a%  =  o. 

Étudier  la  forme  de  la  courbe^  calculer  le  rayon  de 
courbure,  les  coordonnées  du  centre  de  courbure,  la  lon- 
gueur de  l'arc^  comptée  à  partir  du  point  t  =  o. 

Trouver  la  développée.  Montrer  que  si  Von  fait  tourner 
les  axes  de  coordonnées  autour  de  l'origine  d'un  angle 
de  45",  les  équations  qui  définissent  la  développée  prennent 
une  for/ne  semblable  à  celles  qui  définissent  r enve- 
loppe (E)  dans  le  premier  systè/ne  de  coordonnées. 

ÉpuEUVE  THÉORIQUE.  —  I.  Calculer  l'intégrale 

'^  X  dx 


f 


\J  \  -\-  X 


i"  E n  faisant  le  changement  de  variable 


1  —  X  =^  z 


•jo  Au  moyen  de  l'intégration  par  parties. 
II.  Intégrer  l'équation  différentielle 

dx        \x        •x{x  —  I  )  / 

Vérifier  qu'elle  admet  comme  solution  particulière  un 

polynôme  du  troisième  degré. 

(Juillet  I9[0.  ) 


(   '9'    ) 


soLiriOiX  m  {juësiiox  puoposëi:. 


2180. 

(  1911,  p.  ;)6.) 


Démontrer  la  formule 


cos^  to  cos  3  o)  /  cos  2  o)  dio  =i       i=-  • 

8v/'2 

(E.-N.  Barisien.) 


Soit 


SOLUTION 
Par  M.  T.  Ono  (Kagoshimo). 

cos-w  =  37, 


il  vient,  en  remarquant  que  les  racines  de  —  2x^-\-  3x  —  i  =  o 


sont  -  et  I, 

2 


/     cos-a>  cos3to  ^cos2to  t/w 
^  0 


1    r  ('ix'-—  x) 


2— a7)(4.r  -3) 


dx 


{—  ix^-^-ôx  —  ly 


—  ~     I       {'IX^ X 


)d(—9.x'^-^^X—  1)2 


2 

8 1/2  J 1 


i)(— 2372+  :^x  —  \ydx 


-        âx  —  3 
2-f- 3a:— i)2-h  - — (•2.r2-+-3.r  — I 


'H\ 


dx 


( 2  372-1-  3^_  i)2 


=  [arc  sin(4a7  —  3)], 

8  v/2  2 


-=  T^' 


8  [/■>. 
AiiLie  soIuli()n  piir  M.  Bouvaist. 


(  iQ^  ) 


OIESTIONS 


2205.  On  donne,  dans  un  même  plan^  deux  courbes  G 
et  C.  La  tangente  en  un  point  M  de  Ç,  rencontre  C  au 
point  M';  les  normales  en  M  à  G  et  en  M'  à  G'  se  coupent 
au  point  I.  Cela  posé,  construire  la  tangente  et  le  centre 
de  courbure  en  l  à  la  trajectoire  de  ce  point. 

N.  Abramescu. 

2206.  On  donne,  dans  un  même  plan,  deux  coniques  G 
et  C.  La  tangente  en  un  point  quelconque  M  «f e  G  coupe  G' 
aux  points  A,  B.  On  détermine  sur  cette  tangente  un  qua- 
trième point  IN  par  la  condition  que  le  rapport  anharmo- 
nique  (ABM)  ait  une  valeur  constante  X.  Trouver  le  lieu 
du  point  N.  Cas  particulier  :  X  =  —  i . 

N,  Abramkscu. 


ERRATA. 

Page  142,  lignes  6  et  10,  au  lieu  de 

cercle  MPQ, 
lire 

triangle  MPQ. 


(    '!)• 


[M' 6b] 

SIU  LA  CO\C!IOÏDE  DE  KÏJLP;    ^'^ 

Par  m.    R.    GOORMAGHTIGH. 


1.  La  conchoïde  de  Kiilp  est  définie  de  la  manière 
suivante  :  on  donne  un  cercle  C  de  centre  O,  de  rayon  a 
et  la  tangente  AT  à  rexirémité  A  du  diamètre  AA'  de 
ce  cercle;  un  rayon  varial)le  rencontre  C  en  P  et  AT 
en  N;  les  parallèles  menées  par  P  et  N  respectivement 
à  AT  et  OA  se  coupent  en  un  point  M,  dont  le  lieu  est 
la  conclioVde  de  Kiilp. 

Cette  courljc  a  été  siijnalée  [)ar  Kiilp  dans  V Ai chiv 
cler  Malli.  uad  Physik^  1868. 

Prenons  comme  axe  des  x  le  rayon  OA,  comme  axe 
desj^lc  diamètre  perpendiculaire.  Si  Ton  désigne  par  o 
l'angle  AOP,  on  a  pour  les  coordonnées  de  M  : 

X  =^  a  coscp,         y  zzz  a  taiigo, 
cl  l'équation  de  la  conchoïde  s'écrit 

L'équation  de  la  courhe  est  le  résultat  de  l'élimination 
de  z  entre  les  (\eu^  équations 

x--\-z-=a^^  xy  =  az. 

Par  suite,  la  conchoïde  de  Kiilp  est  la  piojection 
sur  le  plan  xy  de  la  courbe  d^ intersection  du  cylindre 
de  rayon  a  de  révolution  autour  de  V axe  y  et  d' un 
paraboloïde  hyperbolique  équHatère  xy  =  az. 

L'un  des  systèmes  de  génératrices  de  celle  dernière 
surface   esl    formé   par  des    droites   qui  s'appuient   sur 

Ann.  de  Dfattiémat..  \*  série,  t.  XIII.  (Mai  ^ç)\'^.)  i3 


(  '94  ) 

l'axe  X  et  sont  parallèles  au  plan  yz^  l'aulre  par  des 
droites  qui  s'appuient  sur  l'axe  y  et  sont  parallèles  au 
plan  xz.  Si  donc  on  appelle  a  et  p  les  projections 
de  M  sur  Ox  et  Oj)  ,  la  droite  a^  est  la  trace,  dans  le 
plan  xy^  du  plan  tangent  au  paraboloïde  au  point  qui 
se  projette  en  M  sur  xy . 

Soient  encore  R  le  point  oii  la  tangente  en  P  au 
cercle  (^  rencontre  l'axe  O^,  RS  la  parallèle  menée 
par  R  à  Ojk;  cette  dernière  droite  sera  la  trace  du  plan 
tangent  au  cylindre  le  long  de  la  génératrice  qui  se 
projette  suivant  Ma.  Il  en  résulte  que  le  point  d'inter- 
section Q  des  droites  a^  et  RS  est  un  point  de  la  tan- 
gente en  M  à  la  conchoïde.  On  est  donc  ainsi  conduit 
à  la  construction  suivante  de  la  tangente  à  la  courbe  au 
point  M. 

On  projette  M  en  %  et  ^  sur  Ox  et  Oy\  la  tan- 
gente ù  G  en  P  coupe  OA  en  R;  V intersection  de  a^ 
avec  la  parallèle  menée  par  R  à  Oy  est  un  point  de 
la  tangente  en  M  à  la  courbe. 

Cette  construction  peut  conduire  à  des  tracés  sortant 
des  limites  de  la  figure.  JNous  allons  indiquer  une 
seconde  méthode  pour  la  construction  de  la  tangente, 
qui  renfermera  les  tracés  à  l'intérieur  du  cercle  G. 

La  droite  symétrique  de  la  tangente  par  rapport 
à  Ma  a  pour  équation 

y  —  a  tani»c5  =  .—. -—  (x  —  a  coscp), 

r  "  '        sincp  oos2ç  "^ 

OU  encore 

y&'iuocos-'^  —  .r  +  rtcos^o=(). 

Elle  coupe  donc  l'axe  Oy  en  un  point  D  tel 
que  OD  =  —  acol(D.  On  en  déduit  la  construction 
suivante  ; 


(  »9^  ) 
La  perpendiculaire  abaissée  de  A'  sur  le  rayon  OP 
rencontre  Oy  en  D  ;  la  droite  MD  coupe  OA  en  E  ; 

Fig.  I. 


le  symétrique  de  E  par  rapport  à  a  est  un  point  de 
la  tangente  en  M. 

Il  est  à  remarquer  (jiie  le  point  E  pourrait  aussi 
s'obtenir  en  projetant  d'abord  a  sur  OPet  en  projetant 
ensuite  le  point  obtenu  sur  AO. 

2.  Soient  maintenant  A'T'  la  tangente  en  A'  au 
cercle  G,  P'  le  symétrique  de  P  par  rappoit  à  OA, 
L  et  K  les  projections  de  P'  sur  A'T'  et  sur  A'P;  nous 
allons  montrer  que  LK  passe  par  M.  La  droite  P' L 
rencontre  G  au  point  P"  diamétralement  opposé  à  P; 
l'égalité  d'angles 

I»P"P'=  PA'P'=  Krj»' 

montre  d'abord   (pie    LK    est   parallèle    à    l?"i\;    on   a 

ensuite 

LP"=  MN; 


(  '96  ) 
LK  passe  donc  par  M.  On  arrive  ainsi  à  cette  nouvelle 
définition  de  la  conchoïde  de  Kùlp  : 

On  considère  la  tangente  K'T'  en  un  point  fixe  PJ 
d^  un  cercle  G  et  une  corde  PP'  se  déplaçant  parallè- 
lement à  A'T';  la  conchoïde  de  Kiilp  est  le  lieu  des 
points  dHntersection  de  la  corde  PP'  avec  la  droite 
qui  joint  les  projections  de  9'  sur  A'T'  et  sur  A'P. 

La  démonstration  précédente  montre  encore  que  la 
portion  de  la  droile  MKL  comprise  entre  AA'  et  A'L 
est  constante  et  égale  à  a.  Il  résulte  de  là  que  la 
parallèle  menée  par  un  point  de  la  courbe  au 
rayon  OP,  qui  a  servi  à  le  définir ^  enveloppe  une 
astro  ïde  ré  g  u  lié  re . 

3.  Généralisation,  —  Remplaçons  le  cercle  G  par 
une  ellipse  d'axes  ia,  ih^  AA'  élant  le  grand  axe.  Le 
point  M  décrit  alors  une  courbe  qui  peut  se  déduire  de 
la  conchoïde  de  Kiilp  par  projection  ;  elle  a  pour 
équation 

(  1  )  x^-y"-  =  />2  (  «2  _  ^^2  ) . 

Elle  est  la  projection  sur  le  plan  xy  de  la  courhe 
d'intersection  du  cylindre  de  rayon  a  de  révolution 
autour  de  Oy  et  du  paraboloïde  hyperbolique  xy^=^  bz. 
La  première  construction  de  la  tangente  (§  1)  lui  est 
donc  applicable. 

On  pourrait  chercher  à  généraliser  la  conchoïde  de 
Kiilp  en  remplaçant,  dans  la  définition  trouvée  au  para- 
graphe 2,  la  langente  A'T'  par  une  sécante  parallèle  BF, 
la  droite  LK  devenant  la  droite  de  Simson  de  P'  par 
rapport  au  triangle  BFP  {fig.  '>). 

Il  est  intéressant  d'observer  que  cette  construction 
conduit  encore  aux  quartiques  (i). 


(   '97  ) 
La  droite  de  Simson  de  P'  par  rapport  au  triangle  13FP 
est  parallèle  à   PP".   Si  donc  on  désigne  par  h  la  dis- 


lance de  O  à  13IJ,  les  coordonnées  de  L  sont 

( —  h,  —  a  sin  o) 

et  la  droite  de  Simson  de  P'  a  pour  équation 

(2)  ^ -h  rt  sin»  =  (a; -h  ^)  tangcp. 

Celle  de  PP' s'écrit 

(3)  X  =  a  coso. 

J/écpialion  {'à)  devient  ainsi 

(4)  j=^tangcp. 

L'élimination  de  o   entie  (3)  et  (4)  donne  pour  le 
lieu  cherclié 

c'est  ré(juation  (  i). 

Ainsi     les    conchoïdes     de     Kiilp    généralisées   (i) 
admettent  la  définition  suivante  : 

Étant  données  une  corde  fixe  BF  d^ un  cercle  C 
et  une  corde  PP'  se  déplaçant  parallèlement  à  I3F, 


(  >98  ) 

la  conchoïde  de  Kûlp  généralisée  est  le  lieu  du  point 
de  rencontre  de  PP'  avec  la  droite  de  Sinison  de  V 
par  rapport  au  triangle  BFP. 

4.  Le  segment  de  cette  droite  compris  entre  BF 
et  OA  est  encore  constant  et  égal  à  a.  On  en  déduit  ce 
théorème  qui  présente  une  certaine  analogie  avec  le 
théorème  de  Steiner  concernant  l'enveloppe  des  droites 
de  Simson  d'un  point  vaiiable  du  cercle  circonscrit  à 
un  triangle  : 

Si  deux  sommets  d^  un  triangle  sont  fixes  et  si  le 
troisième  se  meut  sur  un  cercle  G  passant  par  ces 
points^  V enveloppe  de  la  droite  de  Simson  du  point 
OLi  la  parallèle  menée  par  le  sommet  variable  au 
côté  fixe  rencontre  le  cercle  est  une  hypocycloïde  à 
quatre  rebroussements . 


[L'19d] 

SUR  LA  PARABOLE  M  CHASLES 
011  PARABOLE  DES  DIX  HUIT  DROITES; 

Par  m.  F.  BALITRAND. 


Pour  résoudre  le  problème  qui  consiste  à  mener,  par 
un  point  donné,  des  normales  à  une  conique  donnée, 
Ghasles  a  proposé  de  remplacer  la  classique  hyperbole 
d'Apollonius  par  une  parabole  (voir  Sections  coniques^ 
p.  i45)-  La  définition  de  cette  parabole  est  la  sui- 
vante : 

Etant  donnés  une  ellipse  (E)de  centre  O,  d'axes  Ox  et  Oy, 
de  foyers  F  et  F',  et  un  point   P   de  son  plan,  menons  par  le 


(   '1)9  ) 

point  P  une  sécante,  puis  par  les  points  M  et  N  où  elle  ren- 
contre l'ellipse  les  tangentes  qui  se  coupent  en  R.  Du  point  R 


abaissons  la  perpendiculaire  RS  sur  la  sécante  PMj\;  l'enve- 
loppe de  cette  perpendiculaiie  est  la  parabole  (F). 

On  peut  déterminer  a  priori  au  moins  dix-huit  tan- 
gentes remarquables  de  cette  courbe;  d'où  le  nom  de 
parabole  de  Chasles  ou  des  dix-buit  droites.  On  en 
trouve  immédiatement  quatorze,  savoir  : 

Les  quatre  tangentes  aux  pieds  des  normales  issues 
de  P; 

Les  axes  Oa?  et  Oy  ; 

Les  normales  aux  points  de  contact,  A  et  B,  des  tan- 
gentes PyV,  l^li,  issues  de  P; 

La  droite  AB  et  la  perpendiculaire  éle\ée  au  uiilleu 
de  VB  ou  mé<liatrice  de  AB; 

Les  perpendiculaires  élevées  en  F  et  V  aux  rajons 
vecteurs  V^V  et  PF'; 

Les  bissectrices  PX  et  PY  de  l'angle  P  \B  (ou  VVV). 
Les   points    de   contact   G   et   C,   do    la   parabole  (P), 


(    v.uo   ) 

avec  PX  et  PY,  sont  les  centres  de  courbure  des  deux 
coniques  homofocalcs  à  (E)  qui  se  croisent  en  P. 

Pour  trouver  d'autres  tangentes  remarquables  joi- 
gnons FA,  FB;  F' A,  F'B.  Nous  obtenons  ainsi  un 
quadrilatère  complet  dont  les  quatre  côtés  touchent  un 
cercle  de  centre  P.  Par  suite,  les  points  G  et  D  sont  sur 
une  conique  homofocaJe  à  l'ellipse  (E).  D'où  il  résulte 
comme  tangentes  nouvelles  à  la  parabole  (P)  les  quatre 
droites  suivantes  : 

Les  perpendiculaires  en  C  et  D  aux  droites  PC 
et  PD; 

La  diagonale  CD  et  sa  médiatrice. 

L'examen  de  la  figure  formée  par  le  point  l*  et  les 
points  ABGDFF'  donne  le  théorème  suivant  : 

Lorsfjn  un  quadrilatère  est  circonscriptible  à  un 
cercle,  les  perpendiculaires  élevées  par  les  sommets 
et  les  points  de  concours  des  côtés  o/)posés  aux 
rayotis  qui  joignent  ces  jyoints  au  centre  du  cercle 
inscrit  sont  six  tangentes  d'une  parabole. 

La  connaissance  d'un  iiombie  aussi  considérable  de 
tangentes  remarquables  de  la  parabole  (P)  entraîne 
nécessairement  beaucoup  de  théorèmes.  Nous  allons 
en  énumérer  quelques-uns  : 

La  directrice  de  la  parabole  (I*)  est  la  droite  PO 
et  son  foyer  est  facile  à  déterminer.  A  cet  cflel,  dési- 
gnons par  a  et  [^,  a'  et  |3',  les  points  de  rencontre  de  PX 
et  PY  avec  Ox  et  Oy.  Les  couples  de  droites  PX 
et  P\ ,  Ox  et  Oy,  constituent  deux  coniques  ayant  un 
double  contact  avec  la  parabole  (P).  D'après  un 
théorème  connu^  leurs  cordes  communes  passent  j)ar 
le  point  de  rencontre  des  deux  cordes  de  contact  et 
sont  conjuguées  harmoni([ues  par  rapport  à  ces  cordes. 


(     'O'     ) 

Aulremenl  dit,  a|i',  ol'P  se  coupent  au  foyer  cp  de  la 
parabole  (P),  et  comme  elles  sont  rectangulaires  (la 
droite  a' ,3  est  une  hauteur  du  triangle  a[^^')j  ce  sont  les 
bissectrices  de  l'angle  formé  par  les  cordes  de  contact. 
Observons  enfin  que  la  parabole  (P)  ne  change  pas 
si  l'on  remplace  l'ellipse  (E)  par  une  conique  homofo- 
cale.  On  peut  donc  dire  : 

Si  d'un  point  P  Ton  mène  cfes  normales  à  une  famille  de 
coniques  homofocales,  les  tangentes  aux  pieds  de  ces  nor- 
males enveloppent  une  parabole  (P)  qui  touche  les  axes  Ox 
et  OjK  et  qui  a  |)0ur  directrice  la  droite  PO. 

Et  aussi  : 

L'enveloppe  des  polaires  d'jin  point  fixe  P  par  rapport 
à  un  système  de  coniques  homofocales  est  une  parabole  tan- 
gente aux  axes  Ox  et  Oy  et  ayant  pour  directrice  la 
droite  PO. 

Et  encore  : 

Si  d'un  point  fixe  P  on  mène  les  tangentes  aux  coniques 
d'un  système  homofocal,  les  normales  aux  points  de  contact 
enveloppent  une  parabole  tangente  aux  axes  Ox  et  Oy  et 
ayant  pour  directrice  la  droite  PO. 

La  parabole  de  Chasles  ne  change  pas  davantage  si 
l'on  remplace  l'ellipse  (E)  par  une  autre  conique  tan- 
gente en  A  et  B  aux  droites  P  V  et  PB,  puisque  les  nor- 
males en  V  et  B,  la  droile  AB  et  sa  médiatrice,  les 
bissectrices  PX  et  PY  de  l'angle  en  P,  sont  six  tan- 
gentes fixes  de  cette  parabole.  On  peut  donc  encore  la 
définir  : 

I"  Comme  l'enveloppe  des  axes  des  coniques  tangentes 
à  deux  droites  données  en  deux  points  donnés; 

•2"  Comme  l'enveloppe  des  tangentes  aux  pieds  des  normales 
issues  du  point  P  aux  coniques  de  ce  système; 

3"  Comme    l'enveloppe    des   perpendiculaires    menées    aux 


(     '20'2     ) 

rayons  vecteurs  qui  joignenl  le  jDoint  P  aux  foyers  des  coni- 
ques de  ce  système. 

Le  point  de  contact  d'une  tangente  avec  la  para- 
bole (P)  est  facile  à  construire^  soit  au  moyen  du 
théorème  de  Steiner  :  Le  point  de  renconire  des 
hauteurs  de  tout  triangle  circonscrit  à  une  para- 
bole est  sur  la  directrice;  soit  an  moyen  du  théorème 
de  Brianchon.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  ici. 

On  sait  qu'il  existe  une  conique,  et  une  seule, 
homofocale  à  (E)  et  touchant  la  droite  AB.  Mais, 
puisque  z\Bestune  tangenle  de  la  parabole  de  Chasles, 
le  point  de  contact  est  le  pied  d'une  normale  issue 
de  P.  Autrement  dit,  la  normale  au  point  de  contact 
et  les  tangentes  en  A  et  B  à  l'ellipse  (E)  concourent 
en  un  point  P.  Par  suite  : 

Etant  données  deux  ellipses  honiofocales,  si  par  un  point 
de  l'ellipse  intérieure  on  lui  mène  une  tangente  qui  coupe 
l'ellipse  extérieiire  en  A  et  B,  la  normale  au  point  de  contact 
et  les  tangentes  à  rdlpse  extérieure  en  A  et  B  concourent  en 
un  point  P. 

Le  poin  t  P  est  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  l'ellipse  (E )  ; 
donc  l'on  peut  encore  dire  : 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  par  rapport  aux  coniques 
d'un  système  homofocal  est  une  droite  normale  à  la  droite 
donnée  au  point  où  elle  est  touchée  par  la  conique  du  système 
qui  lui  est  tangente. 

Sous  cette  forme  le  théorème  est  dû  à  Chasles. 

Désignons  par  C  et  G,  les  centres  de  courbure  des 
deux  coniques  homofocales  à  (E)  qui  se  croisent  en  P. 
J^a  parabole  de  Chasles  touche  en  ces  points  les 
droites  PX  et  PY,  et  le  foyer  o  de  la  parabole  s'obtient 
en  projetant  le  point  P  sur  la  droite  CC,.  Menons 
maintenant  les  normales  à  l'eHipse  (E)  aux  points  A 
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et  B  et  soil  v  leur  point  de  rencontre.  Les  droites  vA 
et  vB  sont  des  tangentes  à  la  parabole  (P).  Pour 
obtenir  les  points  de  contact  appliquons  le  théorème 
de  Steiner.  On  voit  ainsi  qu'ils  sont  à  l'intersection 
de  vA  et  vB  avec  la  per[)endiculaire  abaissée  de  P 
sur  AB.  La  droite  qui  les  joint,  c'est-à-dire  la  polaire 
du  point  V  par  rapport  à  la  parabole  de  Chasles,  passe 
par  le  point  P.  Autrement  dit  vP  est  conjuguée  harmo- 
nique de  VCD  par  rapport  à  vA  et  vB,  car  le  point  v  est 
sur  la  droite  vcoGGi . 

En  effet,  le  cercle  v  VBP,  de  diamètre  vP,  circons- 
crit à  un  triangle  circonscrit  à  (P)  passe  par  son 
foyer  es;  donc  le  point  v  se  trouve  sur  GC,. 

Appelons  jjl  le  point  de  rencontre  des  perpendicu- 
laires élevées  en  F  et  F'  à  PF  et  PF'.  Le  cercle  uiFF^P 
passe  par  le  foyer  c5  et  le  point  [jl,  comme  le  point  v, 
se  trouve  sur  la  droite  GG, .  Les  points  de  contact  de  [aF 
et  |/. F' avec  (P)  s'obtiennent  par  le  théorème  de  Steiner 
et  l'on  voit  qu'ils  sont  sur  la  perpendiculaire  abaissée 
de  P  sur  FF';  c'est-à-dire  que  la  polaire  de  [a  par  rap- 
port à  (P)  passe  par  P  et  par  suite  le  faisceau  |jLFPF'cp 
est  harmonique.  Ge  qui  précède  se  résume  dans  les 
proposilions  suivantes  : 

Si  d'un  point  fixe  P  l'on  mène  les  tangentes  aux  coniques 
d'un  système  tiomofocal,  puis  les  normales  aux  points  de 
contact,  le  lieu  du  point  de  rencontre,  v,  de  ces  normales  est 
une  droite.  Cette  droite  passe  par  les  centres  de  courbure  C 
et  Cl  des  deux  coniques  du  système  qui  se  croisent  en  V. 
Les  deux  normales,  la  droite  v  [*  et  la  droite  vClGi  forment  un 
faisceau  harmonique. 

Les  perpendiculaires  élevées  en  F  et  F' aux  droites  PFetPF' 
se  coupent  en  un  point  tx  situé  sur  la  droite  DCi.  Les  deux 
perpendiculaires,  la  droite  [jlP  et  la  droite  [xCJU  forment  un 
faisceau  harmonique. 

Supposons  maintenant  (|ue   le   point  P  vienne  sur 
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l'ellipse  E;  ce  qui,  au  fond,  ne  parlicularise  rien, 
puisqu'il  y  a  toujours  une  ellipse  homofocale  à  (E) 
passant  en  P.  La  parabole  de  Ghasles  est  alors  l'enve- 
loppe des  perpendiculaires  abaissées  des  différents 
poinls  de  la  tangente  en  P  sur  les  polaires  de  ces 
points.  Elle  toucbe  la  normale  à  l'ellipse  (E)  en  P  au 
centre  de  courbure  correspondant  et  la  tangente  au 
centre  de  courbure  de  l'hyperbole  homofocale  à  (E)  qui 
passe  au  point  P. 

D'après  sa  définilion  même,  on  voit  que  le  point  de 
contact  de  la  parabole  de  Ghasles  avec  la  tangente  est 
le  pôle,  par  rapport  à  l'ellipse  (E),  delà  normale  en  P, 
c'esl-à-dire  le  centre  de  courbure  de  l'hyperbole  homo- 
focale. On  a  donc  ce  théorème  (Salmon,  Sections 
coniques^  p.  64^)  : 

Lorsque  deux  coniques  homofocales  se  coupent 
au  point  P,  le  centre  de  courbure  de  V  une  au  pointV 
est  le  pôle ^  par  rapport  à  Vautre^  de  la  tangente  à 
la  première  au  point  P. 

Les  droites  jjiF,  |jlF'  rencontrent  la  tangente  en  P 
sur  les  directrices  correspondantes  et  de  plus,  comme 
ou  l'a  vu  plus  haut,  le  faisceau  ijlFF'PCi  est  harmo- 
nique. Donc  : 

Le  centre  de  courbure  Ci  de  l'hyperbole  homofocale  à  (E) 
qui  passe  en  P,  est  le  conjugue  harmonique  du  point  P  par 
rapport  aux  poinls  où  la  tangente  en  P  coupe  les  directrices 
de  l'ellipse  (E). 

On  sait  qu'une  tangente  variable  d'une  parabole 
découpe  sur  deux  tangentes  fixes  de  cette  parabole  des 
segments  proportionnels.  Ainsi  les  tangentes  à  la  para- 
bole de  Ghasles  {j.F,  [jlF'  et  Oy,  qui  découpent  sur 
l'axe  O^  des  segments  égaux,  découperont  également 
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des  segments  égaux  sur  une  autre  tangente  quelconque 
de  cette  parabole  ;  par  exemple  sur  la  normale  et  sur  la 
tangente  en  P  à  l'ellipse  (E).  Donc  : 

Etant  donné  un  point  P  d'une  ellipse  (E),  les  perpendicu- 
laires aux  rayons  vecteurs  PF  et  PF'  découpent  respective- 
ment deux  segments  sur  la  normale  et  la  tangente  en  P  à 
l'ellipse  (E).  Le  lieu  du  milieu  de  ces  segments,  lorsque  le 
point  P  varie,  est  le  petit  axe  de  l'ellipse  (E). 

Revenons  au  cas  où  P  est  en  dehors  de  l'ellipse  (E).. 
Les  normales  en  A  et  B  à  cette  ellipse  et  la  médiatrice 
de  AB  sont  trois  tangentes  de  la  parabole  de  Cliasles. 
Ces  trois  tangentes  déterminent  sur  une  autre  tangente 
quelconque  de  la  parabole,  par  exemple  sur  les  axes  0:i' 
et  Oy,  des  segments  égaux.  Donc  : 

Etant  donnés  deux  points  quelconques  A  et  B  d'une  conique,/ 
si  en  ces  points  l'on  mène  les  normales  à  la  conique,  ces  nor- 
males déterminent  un  segment  sur  un  axe  de  symétrie  quel- 
conque de  la  conique;  la  droite  menée  par  le  milieu  de  la 
corde  AB  perpendiculairement  à  cette  corde  passe  par  le 
milieu  de  ces  segments. 

Joignons  un  point  tpielconque  M  de  I  ellipse  (E)  aux 
points  A  et  B  et  menons  les  normales  à  cette  ellipse 
aux  points  M,  A  et  B,  ainsi  que  les  médiatrices  des 
cordes  M  V  et  MB.  D'après  le  théorème  précédent  la 
médiatrice  de  MA  passe  par  le  milieu  du  segment 
déterminé  sur  Ox  par  les  normales  en  M  et  en  A;  de 
même  la  médiatrice  de  MB  passe  par  le  milieu  du 
segment  déterminé  par  les  normales  en  M  et  en  B. 
Les  deux  médiatrices  déterminent  donc,  sur  Ox,  un 
segment  égal  à  la  moitié  de  celui  découpé,  sur  le  même 
axe,  par  les  normales  en  A  et  B.  11  est  donc  constant 
lorsque  M  varie  sur  (E).  Ainsi  : 

Etant  donnés  sur  une  conique  deux  points  fixe  fA  et  B  et 


y 
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un  point  M  mobile  sur  celte  conique;  si  aux  points  milieux 
des  cordes  MA  et  MB  on  élève  des  perpendiculaires  à  ces 
cordes,  elles  déterminent,  sur  un  axe  quelconque  de  la 
conique,  un  segment  de  longueur  constante,  quand  M  décrit 
la  conique. 

Ces  deux  derniers  théorèmes  sont  dus  à  Laguerre. 
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SUR  OIELQUES  PROPRIÉTÉS  ARITHMÉTIQUES 
DE  L'ESPACE  RÉGLÉ; 

Par  m.  Gaston  GOTTY. 


Indépendamment  de  l'inlérét  que  présente  toute 
étude  de  Géométrie  au  point  de  vue  des  propriétés  de 
l'espace  qu'elle  nous  révèle,  une  telle  étude  peut  s'im- 
poser par  le  seul  fait  qu'elle  est  susceptible  de  donner 
une  représentation  concrète,  simple  et  commode  d'une 
théorie  d'anoljse,  de  mécanique  ou  même  d'arithmé- 
tique transcendante.  Les  correspondances  entre  êtres 
algébriques  et  êtres  géométriques  abondent  dans  toutes 
les  branches  des  mathématiques;  lors  même  qu'elles 
ne  constituent  pas  un  moyen  de  découvertej  elles  sont 
cependant  fort  utiles  en rendantle  plus  souventintuitifs 
tout  un  ensemble  de  résultats  assez  difficiles  à  établir 
analjtiquement  et  en  permettant  de  rattacher  les  unes 
aux  autres  certaines  propositions  dont  les  rapports 
n'apparaissaient  pas  autrement. 

La  géométrie  réglée  a  été  fréquemment  utilisée  pour 
de  telles  représentations.  Dans  l'étude  des  fonctions 
abéliennes,  on  est  amené  à  considérer  une  géométrie 
réglée  un  peu  spéciale,  dans  laquelle  on  distingue  les 
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éléments  de  l'espace  jouissant  de  certaines  propriétés 
arithmétiques.  A  quelques  propositions  très  simples  de 
cette  géométrie  réglée  arithmétique  on  peut  ratta- 
cher un  ensemble  considérable  de  propositions  rela- 
tives aux  fonctions  abélienneset  à  leurs  transformations 
ainsi  qu'à  la  théorie  des  nombres  algébriques  et  des 
formes  quadratiques;  cela  seul  suffirait  à  justifier  son 
étude.  En  outre,  comme  on  le  verra  dans  cette  Note,  où 
nous  nous  bornerons  à  énoncer  une  seule  proposition 
de  cette  géométrie  et  à  en  signaler  quelques  consé- 
quences immédiates,  on  est  conduit  à  des  résultats  in- 
téressants en  eux-mêmes;  quelques-uns  sont  proba- 
blement nouveaux,  et  si  leur  intérêt  apparaît  surtout 
lorsqu'on  les  envisage  au  point  de  vue  des  fonctions  et 
des  formes  abéliennes,ils  sont  cependant  assez  curieux 
et  tout  au  moins  inattendus. 

I. 

1.  Considérons  un  espace  ordinaire  dans  lequel  les 
coordonnées  tétraédrlques  ou  homogènes  d'un  point 
sont  ^05  ^\i  ^21  '^'a-  J^  une  façon  générale,  on  définit 
une  droite  dans  un  tel  espace  à  l'aide  de  six  coor- 
données homogènes  liées  par  une  relation  quadratique; 
le  système  des  coordonnées  dépend  de  l'expression  de 
cette  forme  fondamentale  à  six  variables.  Dans  ce 
qui  suit,  nous  adopterons  la  forme  de  Pliicker  et  nous 
définirons  une    droite    (r/)    par  ses     six    coordonnées 

pluckériennes/;/A:  />(h,  /^2:{,/>o2,  IH\^  /h)-),  P\i  '»ées  par 
la  relation 

Il  serait  aisé  de  reprendre  les  raisonnements  avec 
d'autres  formes  fondamentales  et  de  voir  l'imporlance 
que  présente  ce  point  de  vue. 

Dans  ces   conditions,    les    coordonnées    x,-  de    tout 


(I) 


=  o. 
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point  de  la  droite  (d)  satisfont  aux  équations 

7?01^1+/>02^2-H/>03^3=  o, 
PlO^Ù  +/>12^2+/>13^3=  O, 

/?20^0+/^2l^l  -+-/>23^3 

[    y03o:ro  +  />31^1+/>32^2 

2.  Si  l'on  eftectue  dans  l'espace  considéré  une  sub- 
stitution homogi  aphique  ponctuelle  : 

f    Xq=  «0X0+  «iXi  H-  «2^2-1-  «3-^35 

\  :r,  =  60X0  +  feiX,  -f-  ^2X2-^  '^3^3, 

\  a?2  =  C(^  Xo  +  c,  Xi  4-  C2  X2  -f-  C3  X3, 
(  x-i  —  ^/o Xo  +  r/i Xi  -+-  ^2 ^^2  +  «''3 X3, 

la  droite  {d)  se  trouve  changée  en  une  autre  droite(D) 
de  coordonnées  pluckériennes  P/a-  Cherchons  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  quantités  />/a  et  P/a,  en  nous 
attachant  plus  parliculièrement  à  l'étude  de  ces  rela- 
tions, dans  le  cas  où  les  coefficients  «/,  bi,  Ci^  di  de  la 
substitution  (S)  sont  des  entiers,  les  coordonnées  y>M 
étant  elles-mêmes  entières  au  sens  ordinaiie  ou  même 
dans  un  corps  algébrique  quelconque. 

Pour  trouver  l'expression  des  quantités  P/a  en  fonc- 
tion des />/A,  il  suffit  de  remplacer  dans  les  équations  (1) 
les  Xi  par  leurs  expressions  en  fonction  des  X/,  ce  qui 
nous  conduit  aux  équations  suivantes  d(î  la  droite  (D) 


i  =  0 
3 

^^(^iPlO-h   C//)i2-i-û?//?13)X/=  O, 

'■  =  0 
3 

2,  (  «/  /^20  +  ^i  P-l  1  -+-  ^/7>23  )  X  /  =  O, 
IzrO 
3 


M 
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Prenons  deux  quelconques  de  ces  équations,  élimi- 
nons successivement  entre  elles  Xq,  X,,  X2  et  X3;  les 
équations  de  (D)  se  trouvent  mises  sous  la  forme 

Pol  ^1  -^-  Po2^2  +   Po3^3  =  0> 

.    PloXo  -r-  Pl2X2-^  Pl3^3  =  O; 

P20  ^0  "+~  P2I  ^1  ~i~  P23  ^3  =^  O, 

PaoXo+PsiX,-!-  P3.2X2  =0, 

et  l'on  trouve,  en  posant  pour  abréger 

(  nui  )ij  =  nii  ji  j  —  nij  n,\, 

les  expressions  suivantes  des  P//f  : 

Poi  =  (ab)oipoi^(cd)oip-23H-(ac)oiPo2-^(db)oiPn-^(cid)oiPin-h(bc)()ipi2, 
Poi  =  (ab).23Poi  -+-  (cd).j,z Piii  -^ {ac)2:iPQ2  -+-  («?^)23/'3i  +(«^)23/>03  H"  {bc)izP\î, 

P02  =  (ab)o2Poi  -H(c<i)o2/?23  +  («c)o2/:>02  "+"  (<^^)o2/>3l  +  (<^<Û?)o2/^0:-.  H"  (6c)o2/>12, 
P31  =  (a6)3i/?oi+(Câf)3l/;23  +  '>C):ji/>o2-l-(«a?6)3i/->3i-4-(a<i)3i/?03-H(6c)3i/?i2, 

P02  =  («^)o3/>oi  +(c<a^)o3/»23-^(«c)o3/'o2  "H  (db)o^p:i i  -h  (ad)o3 Poi  -+-  (bc)o3P[2, 

l'i2=(cib)i2poi  -^(cd)  12 p2:i-^i'lC)i2P02-^{(^b)i2P:i[^((^d)  12 Po:i^  ibc)\2P\l- 

Dans  le  cas  où  la  substitution  (S)  est  une  substi- 
tution arithmétique^  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  les 
coefficients  r/i,  /;/,  C/,  r/,  sont  entiers,  les  coefficients 
figurant  dans  les  relations  (R|  )  sont  également  entiers. 
Si  les  quantités  piff  sont  entières  dans  un  corps  quadra- 
tique quelconque,  il  en  est  de  même  des  P/a.  l'.n  j)ar- 
ticulier,  si  la  droite  [d)  a  ses  coordonnées  plucké- 
riennes  rationnelles,  auquel  cas  on  peut  toujours  les 
supposer  entières,  sa  transformée  (D)  jouit  de  la  même 
propriété.  De  telles  droites  à  coordonnées  rationnelles 
seront  dites  droit  ('.s  arith  niétic/ues. 

1^.  Les  coordonnées  />//;  de  [d)  s'expriment  eii  fonc^ 
tion  des  coordonnées  P//;  de  (D)  par  des  formules 
absolument  analogues  aux  relations  (R|  V 

Ann.  de  .)fat/iernat.,\i'  soric,  l.  \I1I.  (  Mai  kjiî.)  l -\ 
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Pour  le  voir,  il  est  assez  pénible  de  tirer  les  /?/a  des 
formules  (Ri)  et  de  constater  les  simplifications  qui  se 
produisent  dans  le  calcul  des  coefficients.  Aussi,  pro- 
céderons-nous d'une  manière  indirecte  mais  plus  rapide 
en  faisant  appel  à  la  représentation  tangenlielle  de  la 
droite. 

Soient  i/oj  ^^1;  ^2?  ^3  les  coordonnées  tangentielles 
d'un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  {d)\  on 
sait  que  ces  quantités  Ui  vérifient  les  équations 

(  rôoi //j  +  njo2  ^2 -+- TïTos '^3  =  o, 

\    Wx^Uq  h-  T3i2  ^2  4-  ^13  W3  =  o, 

(4)  { 

ï    "^^qUo-^-  T^alty  -f-  TÎT23  W3  =:  O, 

(     TTT30  MoH-  ^31  </i -I-  CT32 '^2  =  <>> 

les  nombres  ?âj,a  étant  les  coordonnées  pluckériennes 
tangentielles  de  (<:/);  ils  sont,  comme  on  sait,  liés 
aux  pih  par  ces  relations 

(5) 

k  la  substitution  (S)  effectuée  sur  les  xi  correspond 
la  substitution  (S)  effectuée  sur  les  Ui  : 

Uo  =  «0  ^^0  +  ^0  1^1  -+-  Co  ih  -+-  cln  ('3^ 

Vi  =  cil  "0  +  bi  Ui  4-  Cl  U3  H-  di  Us, 
\     )  A 

U2  ==  «2  Uo  -T-  by  Ui  -h  C-2  U<i-+-  do  U3, 


^01 

^23 

nTû2 

^31 

^O-.i             ^12 

r: 

::    ~ 

/>23 

Poi 

Pdl 

Po-2 

Pli          Poz 

U3  =  à-s  Uo  +  63  w  1  -f-  C3  ^2  +  ds  u 


Soient  ïli/(  les  coordonnées  pluckérieanes  tangen- 
tielles de  (D).  La  substitution  (S)  faisant  pass.er 
des  U/  aux  ?/,,  tandis  que  (S)  conduisait  des  a^^  aux  X/, 
le  calcul  précédent  qui  nous  a  fourni  les  relations  (R,  ) 
^ous  fournit,  sans  nouveau  calcul,  les  expressions 
des  mif(  en  fonction  des  Il/Zf,  par  le  simple  remplacement 
dans  (R,)  de  pi/t  par  II, Vf,  de  P//f  par  mik,  et  de  chaque 


Rs) 
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quantité  cii^  6/,  c,,  di  par  l'élément  qui  occupe  dans  le 
déterminant  de  (S)  la  place  qu'elle  occupe  dans  le 
déterminant  de  (S).  Il  est  alors  bien  facile  de  remplacer 
les  TSik  et  Wih  par  les  pi^  et  Pik  qui  leurs  sont  égaux  et 
d'écrire  les  expressions   des  /?,Vf  en  fonction  des  V lu  ' 

Pqx  =  (c'<^)23Poi  +  (c^OoiP2i+(t'^)31  P02+(C<:^I02  l'iJl-f"  (c^)|  2  ^03  "H  (c<i)o3  Pl2, 
/?23=  («6)23Poi  +  («^jOlP23-^(«^)3lPo2  +  («^)o2P31+(«^)l2Po3^(«^)o3Pl2, 
/>,,,  =  (^ô)23P„,  +  (^6)0iP23-+(<^6)3lP02+(û?è)02P31-+-(^^)l2P03^(^^)03Pl2, 
Pzi  =  («C)23  Poi  +  («t'joi  P23  -+-  («C)3i  P02  H-(«c)o2  P3I  +  (^<c)i2  Po3  +  («^c)o3  Pi  2  5 
/?03  =  (^C)23  Poi  -:-  (^c)oi  P23  H-  (6c)3i  P02  +  (^c)o2  P3I  +  (^c)i2  Po3  +  (^c)o3  Pl2, 
/?,2  =  (aC?)23PoiH-(aC?)oiP23H-(af/)3lPo2-+-(«^)o2P31+(«^)l2Po3-H(«^)o3Pl2' 

Ces  formules  se  prélent  aux  mêmes  remarques  de 
caractère  aritlimétique  que  les  formules  (Rj). 

4'.  En  réalité,  si  l'on  tirait  les  quantités  pn^  du  sys- 
tème d'équations  linéaires  (R|)  on  n'obtiendrait  pas 
exactement  les  relations  (R2)  mais  ces  mêmes  équations 
dont  tous  les  coefficients  (in7i)ij  auraient  été  multipliés 
par  A^j  en  supposant  égal  à  A  le  déterminant 

a„     «1     a-2     «3 

A,)     Oi     b>     b;i 


fo      Cl 
^0     d^ 


de  la  substitution  (S).  Sous  une  autr<^  forme,  les 
seconds  membres  des  six  équations  (R:»)  ne  sont  pas 
égaux  aux  nombres /)m  tirés  de  (Rj),  mais  aux  nombres 
■nPifi'  '^es  six  coordonnées  pluckériennes  d'une  droite 
n'étant,  en  général,  définies  qu'à  un  facteur  près,  on 
pourra  regarder  comme  entièrement  équivalents  les 
systèmes  (R«)  et  (R^). 

Cependant,  il   nous   arrivera  de  définir  d'une  façon 
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précise  les  six  coordonnées  pUickériennes  réduites 
d'une  droite  arithmétique  en  assujettissant  les  six 
nombres  ptu  à  élrc  six  entiers  premiers  entre  eux  dans 
l'ensemble,  satisfaisant  bien  entendu,  à  la  relation  fon- 
damentale 

Ces  coordonnées  ne  sont  ainsi  définies  qu'au  signe 
près,  cette  ambiguïté  de  signe  serait  bien  facile  à  lever 
par  v\ne  convention,  par  exemple  celle-ci  :  /^oi  positif 
ou  nul;  si  /j>oi  est  nul, /?23  est  positif  ou  nul;  si  /?oi 
et/;o3  sont  nuls,  />o2  est  positif  ou  nul;  si  y>oi7  p-ii 
et  />>o2  sont  nuls,  p^^  est  positif  ou  nul,  et  ainsi  de 
suite...;  si/>>oi,  p-iz,  P02,  P3\  et  /j„:{  sont  nuls,  /?,2  est 
positif. 

A  toute  représentation  propre  de  zéro  (satisfaisant 
à  la  convention  de  signe)  paria  forme  ^l^{pik)  corres- 
pond une  droite  arithmétique  de  coordonnées  réduites 
Pik,  et  à  toute  droite  aritlimélique  correspond  une  et 
une  seule  repiésentation  propre  de  zéro  par  <!>('). 

A.vec  ces  défmilions,  les  systèmes  (K,  )  et  (Ko)  ne 
donnent  pas  d'une  façon  générale  les  relations  qui 
existent  entre  les  coordonnées  pluckériennes  réduites 
d'une  droite  nritlimétique (*^/)  et  celles  de  la  droite  (D) 
transformée  de  (d)  par  une  substitution  (S)  à  coef- 
ficients entiers.  Mais  lorsqu'on  ne  considère  que  des 
substitutions  (S)  de  degré  A  égal  à  l'unité  positive  ou 
négative,  ces  deux  systèmes  d'équations  conviennent 
aux  coordonnées  réduites  et  sont  algébriquement  équi- 
valents. 


(')  Dans  la  suite,  il  serait  Ciilcadu  <iiron  ne  considère  jamais  (juc 
des  représcnlatioiis  par  la  funnc  '1»,  qui  satisfont  à  la  convention 
de  signe  faite  sur  \cs  p,^.  et  cette  question  de  signe  ne  présenlanl 
pratiquement  aucun  intérêt,  nous  la  laisserons  de  coté. 
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En  efi'el,  on  peut  ronsidérer  les  relations  de  chaque 
sjslème  comme  définissant  nne  substitution  à  six 
variables  et  l'on  vérifie  aisément  que  les  déterminants 
de  (R,  )  et  (R2)  sont  égaux  à  \^.  Si  A  est  égal  à  s  =  ±  1 , 
CCS  deux  déterminants  sont  égaux  à  £,  et  il  est  iunné- 
diat  que  :  1"  les  deux  systèmes  (H,)  et  (P>o)  sont  euliè- 
rement  équivalents  ;  2"  les  deux  enseuibics  de  six 
nouibres  j)//,  et  P/k  ont  même  plus  grand  commun  divi- 
seur et  (R|  )  et  (Ro)  donnent  les  formules  de  trans- 
formation des  coordonnées  pluckériennes  réduites 
pour  les  droites  arithmétiques. 

o.  11  est  bien  facile,  d'après  ce  qui  précède,  de  trans- 
porter en  géométrie  réglée  les  notions  d'équivalence 
algébrique  ou  arithmétique. 

Deux  droites  {d)  et  (D)  sont  aritliniélùjiicDienC 
('quivalejites  si  l'une  est  la  transformée  de  l'autre  par 
une  substitution  arithmétique  (S)  de  degré  A  =  dz  i , 
l'équivalence  étant  propre  si  A  =: -|- i ,  impropre 
si  A  =.  —  1.11  est  inutile  de  préciser  laquelle  des  deux 
droites  est  la  transformée  de  l'autre  dans  une  substi- 
tution arithmétique  du  premier  degré,  car  il  est  bien 
évident  que  si  (S)  change  {cl)  en  (D),  la  substitution 
inverse  (S~')  est  arithmétique  et  de  degré  dz  i  en  même 
temps  que  (S),  et  change  (D)  en  {^d).  Quant  aux  for- 
mules permettant  de  recormaîlre  l'équivalence  de  deux 
droites  définies  par  leurs  six  coordonnées,  ce  sont 
celles  que  nous  avons  données  plus  haut. 

Cette  définition  de  l'équivalence  s'étend  immédia- 
tement aux  divers  ensembles  de  droites  (complexes, 
congruences,  séries  réglées,  etc.). 

Dans  tout  ce  cpii  suit,  lorsque  nous  dirons  de  deux 
systèmes  réglés  qu'ils  sont  équivalents^  nous  sous- 
entendrons  qu'ils  sont  arilhméliquement  équivalents. 
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Quand  un  ensemble  de  droites  (  E)  sera  le  transformé 
d'un  autre  ensemble  de  droites  {e)  par  une  substitu- 
tion (S)  à  coefficients  entiers  et  de  degré  A  différent 
de  dz  I ,  (E)  sera  dit  équivalent  à  (e)  dans  une  substi- 
tution de  degré  A.  Il  est  nécessaire  de  préciser  dans 
quel  sens  a  lieu  cette  équivalence  spéciale. 

On  peut  se  proposer  d'étudier  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  d'équivalence  de  certains  ensembles 
de  droites  jouissant  de  propriétés  arithmétiques  spé- 
ciales. Le  problème  ainsi  posé  est  très  étendu,  à  cause 
de  l'arbitraire  que  présente  son  énoncé.  Nous  traiterons 
complètement,  dans  la  suite,  l'équivalence  des  com- 
plexes linéaires  à  coefficients  rationnels  et  nous  en 
donnerons  quelques  applications. 

6.  Le  plus  simple  des  systèmes  réglés  qu'on  ait  à 
considérer  est  le  complexe  linéaire,  qui  comprend 
comme  cas  particulier  le  complexe  linéaire  spécial,  dont 
la  considération  revient  à  une  nouvelle  façon  d'envi- 
sager la  droite  en  la  regardant  comme  axe  d'un  tel 
complexe. 

Soit 

+  «3l/?31-+-  «03/>()3-+-  «12/>12=  O 

l'équation  d'un  complexe  linéaire  (c).Nous  étudierons 
principalement  le  cas  des  complexes  arithmétiques^ 
c'est-à-dire  le  cas  où  tous  les  coefficients  «/^  sont 
rationnels.  On  peut  les  supposer  entiers  et  premiers 
entre  eux  dans  l'ensemble,  ce  qui  permet  de  définir  les 
coefficients  réduits  et  Véquation  réduite  d'un  com- 
plexe linéaire  aritlimétique.  Ces  coefficients  réduits 
ne  sont  définis  qu'au  signe  près;   on  lève   cette  ambi- 
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guïté  de  signe  par  une  convention  particulière,  comme 
on  l'a  fait  pour  les  coordonnées  réduites  des  droites^ 

7.  Une  substitution  (S)  change  le  comj)lexe  li- 
néaire (c)  en  un  autre  complexe  linéaire  (C)  d'équa- 
tion 

(7)  SA,7,P//,=  o. 

On  obtient  cette  équation  (n)  en  remplaçant  dans 
l'équation  (6)  de  (c)  les  quantités  pik  parleurs  expres- 
sions en  fonction  des  quantités  P//i  données  par  les 
relations  (R^j- 

On  trouve  ainsi  les  expressions  suivantes  des  coef- 
ficients Ai/f  de  (G)  en  fonction  des  coefficients  ai/< 
de  (c)  : 

Aûl  =  «01  (cd)2Z  +  «23  («6)23  +  «02  (db)23  -f-  «31  («c).23H-  «03  (^c)23+  «12  (ad)^^^ 

A23  =  «01  {cd)oi  -+-  «23 («^)oi  +  «02 {db)oi  4-  «31  (ac)oi -h  «03 (Moi  +  «12 («<^)oi, 

Ao2=  «0l(CÛ?)31-t-«2s(«^)31-f-«02(«?6)31  +  «3l(«c)3l4-«03(^c)3i4-«i2(«C?)3,, 
A3  I  =  «01  (cd  )o2  +  «23  («^)02  +  «02  (^^)o2  "H  «31  («c)o2+  «03  (^c)o24-  «12  («<^)o2, 
Ao3=  «0l(c^)l2  +  «23(«^)l2-+-«02(<^^)l2  +  «3l(«c)l2+«03(^C)i2-+-«i2(«C^)l2j 
Ai2  =  «01  (cd)o:i  -T-  «23  («^.)03  +  «02  (<^^)o3  +«31  («C)o3-H  «03(6c)o34-  «12(«^)o3j 

En  substituant  de  la  même  manière  dans  l'équa- 
tion (7  )  de  (G)  aux />/yt  leurs  expressions  en  fonction 
des  P//f,  tirées  des  relations  (R,  )  on  exprime  les  coeffi- 
(îients  ai/(  de  (c )  en  fonction  des  coefficients  A,vi  de  (G) 
par  les  formules  suivantes  ('  )  : 

«01  =  Aoi(«/>')oi-{-  A.,3(«^>>2;{-HAo2(«^)o2-r-A3i(rt^)3,-i-Ao3(rf^j03+Ai2(«/^)l2, 
«23  =  Aoi(c«f)oi  +  A23(CÛ?)23-i-Ao2(CC?)o24-A3,(tY/)3i-|-  A03  (c<i),)3-|-  A  1  2  (cC?)i  2, 
«02  —  Aoi  («C)oi  4-  A23  («C)23  -H  A02  («6')o2  "H  A31  («r)3,  -h  A03  («c)o3  -f-  A12  («c),^  , 
«:tl  =  Aoi(o?6)oi-f-A23(c?6)23+Ao2(^6)o2-+-A3,(f/^)3.1+Ao3(t/^)o3H-  V,2(<^/6)l2, 
«03  =  Aoi(«<i)oi-r-A23(«<^)j3-HAo2(«^)o2H-A31<'«â?)3i-hAo3(«^)o3  +  Ai2(«û^)l2, 
«12  =  A„,  (bc)oi  4-A23  {bc)2:i  -t-Ao2  (^02  -f-Aa,  {bc}^  H-Ao3(^c)o3  +  A,2(/>'t')i2. 

(')  Si  l'on   avait  écril    l'étjualioni   d'un  roriiplext'  linéaire  sous   la 
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8.  Il  importe  de  remarquer  que,  dans  tout  ce  f|ui 
précède,  nous  considérons  les  six  coefficients  d'un 
complexe  linéaire  comme  six  nombres  définis  à  un  fac- 
teur près  et,  de  même  que  les  systèmes  (R|  )  et  (Ro), 
les  systèmes  (R,  )  et  (R!,)  ne  sont  pas  entièrement 
équivalents.  Mais  on  peut,  eu  considéraut  d'une  |)art 
des  complexes  arithmétiques  dont  l'équation  est  sup- 
posée réduite,  d'autre  part  des"  substitutions  (S)  à 
coefficients  entiers  et  de  degré  zb  i,  préciser  les  résul- 
tats précédents. 

Les  déterminants  de  (R,)  et  (R!>)  considérées  comme 
des  substitutions  à  six  variables  (comparer  §  4)  sont 
égaux  aux  déterminants  de  (R|)  et  (R^)  et  égaux  à  A^, 
si  (S)  est  de  degré  A.  Si  l'on  tirait  des  relations  (R',) 
les  ai}^  en  fonction  des  A/y^,  on  ne  trouverait  pas  exac- 
tement les  relations  (R!, ),mais  ces  six  équations,  après 
multiplication  des  seconds  membres  par  A-.  Ce  qui 
suit  en  découle  immédiatement.  Si  (c)  est  un  com- 
plexe linéaire  arithmétique  de  coefficients  réduits  aïk-, 
(G)  est  aussi  un  complexe  arithmétique;  soient  a//f  ses 
coefficients  réduits.  Si  l'on  ne  considère  que  des  sub- 
stitutions arithmétiques  (S)  de  degré  =t  i ,  les  deux 
systèmes  de  formules  (  R,  )  et(R!>)  sont  entièrement 
équivalents  et  donnent  les  équations  de  transformation 
des  coefficients  réduits  Oik  et  A/a  des  complexes  arith- 
métiques. 

9.  Si  le  complexe  (c)  est  spécial,  c'est-à-dire  si 
l'on  a 

forme 

les  sv-stèmes  (H,)  et  (R!,)  auraient  été  identiques  à   (K2)  et  (R,). 


/?(»]  =  ct-ni 

7^23  =   ^^01, 

Po-2=   ^^31, 

Pn  =  <^o2, 

Pin=  ^'l2t 

/?12==  «"'os 

Poi  =  A23, 

^*23  =   Aoi,. 

P02  =  -Vilî 

P31  =  A02, 

Po3  =  A12, 

P12  =  A03. 

(  -'7  ) 
(C)  l'est  également;   on  vérifie  aisément  qu'en  vertu 
des   relations  (^R',  )  ou  (Pio  )?   la  condition   j)récédenle 
entraîne 

Aot  A23  —  A02  A31  -h  A03  Vi2  =  o- 

Les  coordonnées  pluckériennes  pi/,  et  P/^  des  a^es  u/ ) 
et  (  D)  de  ces  deux  (complexes  spéciaux  sont  : 


et 


Les  systèmes  (R,  )  et  (R,  )  se  réduisent,  dans  ce  cas 
particulier,  aux  systèmes  (R,  )  et  (Ro)  donnant  les  for- 
mules de  transformation  des  droites,  qu'on  envisage 
ainsi  comme  axes  des  complexes  spéciaux. 

10.  Plus  généralement,  cherchons  les  relations  qui 
existent  entre  les  invariants  des  complexes  (c)et((]). 
Considérons  les  deux  quantités 

?i{c)    —  «01   ^'23  +  «02  «31   H-  «03  «12, 

!S{(V)  =  Aoi  A2.3-f-  A02  A31  -h  A03  A 12, 

qui  sont,  d'après  Klein,  les  invariants  de  (c)  et  (C). 
Ces  invariants  ne  sont  bien  définis  qu'autant  que  les 
coefficients  aïk  et  A//i  le  sont  eux-mêmes,  mais  nous 
pourrons  parler  avec  précision  de  l'invariant  d'un 
complexe  arithméti(jue,  étant  entendu  que  les  coeffi- 
cients figurant  dans  ^  sont  les  coefficients  réduits 
(l'aml)iguït<''  de  signe  de  ces  coefficients  n'intervenant 
pas  dans  la  valeur  de  l'invariant).  Tout  complexe 
arithmétique  a  ainsi  un  Invariant  bien  déterminé  cpil 
est  un  nombre  entier  quelconque. 

Les  Oiii  <'tant  supposés  donnés,  si  les  A/;i-  sont  ceux 
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que  définissent  les  formules  (R'^  ),  on  trouve 

^(G)  =  ^^c), 

mais  si  l'on  suppose,  au  contraire,  les  A/^  donnés  et 
les  cfi/f  tirés  de  (P^o)?  ^^  trouve  que  c'est  ^  (c)  qui  est 
égal  à  A"5(C). 

Dans  tous  les  cas,  si  deux  complexes  arithmétiques 
sont  arithmétiquement  équivalents,  ils  ont  même  inva- 
riant (5,  cette  proposition  ayant,  comme  nous  l'avons 
montré,  un  sens  très  précis.  INous  verrons  que,  récipro- 
quement, deux  complexes  linéaires  arithmétiques  de 
même  invariant  sont  équivalents. 

III. 

11.  Nous  démontrerons  dans  ce  Chapitre  un  certain 
nombre  de  propositions  qui  renferment  toute  la  théorie 
de  l'équivalence  des  complexes  linéaires  arithmétiques. 

Pour  ne  pas  être  obligé  de  présenter,  pour  chacune 
de  CCS  propositions,  des  diseussions  arithmétiques 
toujours  ennuyeuses,  nous  ramènerons  les  démonstra- 
tions à  l'a|)plication  du  théorème  suivant  : 

Soient  Xq,  y^^  Zq,  Iq,  x^^y^^  i;,,  t^  huit,  inconnues^ 
le  système  d'équations  (  '  ) 


(E) 


est  résolable  en  nombres  entiers  si  A,  B,  C,  a,  [^  et  y 
sont  six  entiers  vérifiant  la  relation 

AaH-Bp4-  Gy  =  o. 
(  '  )   liappelons  que  inn-  —  ni^n  —  m  n^. 


(•^7)01  = 

=  A, 

{XZ)(,y=    B, 

(.rOoi=G, 

(^Ooi    = 

=  «, 

('r)oi=[^, 

(r^)oi  =  T, 

(  ^^'9  ) 
La  nécessité  de  celte  relation  résulte  de  l'identité 

qui  a  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ûCq^  yo,  ...,  ^< . 
Nous  sommes  obligés  de  distinguer  plusieurs  cas. 

Premier  cas.  —  A,  B  et  C  ne  sont  pas  tous  nuls. 
Ces  trois  nombres  entiers  ont  alors  un  p.  g.  c.  d.  bien 
déterminé  ô.  Posons 


^0=   '~^, 


r,  =  o. 


ri 


Z\ 


G 


les  équations  de  rang  impair  du  système  (E)  sont  satis- 
faites. Il  nous  reste,  pour  déterminer  y^^  Zq  et  Iq,  à 
résoudre  en  nombres  entiers  les  trois  équations  de 
rang  pair  de  (E)  qui  s'écrivent 


(8) 


C  B       _ 

~  -^O  ~  ^(1   —  ^< 

0  0 

c  A  „ 

^JKoH-  —  ^(1  —  p, 

0  0 

B  A      _ 

yJKo —  T  ^"  ~"  V* 


Ces  équations  (8),  linéaires  en  yo,  Zq^  /,),  sont  com- 
patibles; la  troisième  est  une  conséquence  des  deux 
autres  si  Ton  tient  compte  de  la  relation 

Aa  +  B[i-f-CY  =  o. 

Il  nous  faut  prouver  (jue  les  deux  premières  sont 
résolubles  en  nombres  entiers  par  rapport  aux  incon- 
nues j^„,  Za,  Lq.  On  sait  qu'il  suffit  pour  cela  que  les 
deux  matrices 


f>  -:r- 


G 

B 

G 

» 

0 

~  y 

o 

-s 

0 

(\ 

A 

G 

0 

() 

8 

ô 

o 
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aient   inêrne  p.  g.  tl.,    (;'e.st-à-(lir"c  que   les  ^alenl•s  des 

déterminaiils  à  deux  lignes  cL  deux  colonnes  qu'on  peut 

lirer  de  chacune  d'elles  aient  pour  ces  deux  maliices 

même  p.  g.  c.  d.    Le  p.  g.  d.  de  la  première  malrice  est 

le  p.  ij;.  c.  d.  de 

A  G       BG       G2 

0-  0-  0- 

,     ,  .    G        .  A     r>        G 

il  est  égal  a  -r-  nuisciue  ^^  ?  —  cl  v  sont  pienners  entre 

eux  dans  l'ensemble.  Le  p.  g.  d.  de  la  seconde  matrice 
est  le  p.  g.  c.  d.  des  nombres 

AG       BG       G2       oG       ^G       aA  4-  [JB 

0-  0-  0^  0  0  0 

.^       a  A  -f-  B  B    ,        ^     ,      ,    ,         7  G  , 

Or,  ^  ^      étant   égal  a  —  -*^>    ce   p.  g.  c.  d.    est 

0  *^  0  '      "^ 

encore  4  et  le  système  (8)  est  résoluble  en   nombres 

entiers. 

En  particulier  si  a,  j3  etv  sont  nuls,  il  suffit  déposer 

A  _  B  _  C 

*^  0  0  0 

Deuxième  cas.  —  A,  B  et  C  sont  nuls;  a,  ^  ei  y  ne 
sont  pas  tous  nuls.  Sup|30sons  a  différent  de  zéro  ;  a  et  |3 
ont  alors  un  p.  g.  c.  d.  bien  déterminé  0.  Posons 

.To  =  ri  —  ^0  =  (),         ^1  =  0,         jy  =  — -,  ;,^  —   ~ . 

c  0 

Poui"  satisfaire  aux  équations  (E),  il  suffit  de  choisir 
y^  et  Zi  entiers,  de  manière  à  vérifier  l'équation 

a  p 

8^1+5-^1  =  7. 

cela  est  possible  et  même  d'une  infinilé  de  manières, 

a        3  .  , 

puisque  ^  et  '^  sont  premiers  entre  eux. 


Troisième  cas.  —  A,  B,  G,  a,  ^  et  y  sont  nuls.  Il  j 
a  évidemmenl  des  solutions  entières  de  (E);  ce  sont 
les  sui\anlcs  : 


^'o  =  "1 , 

JKo=  n, 

^0=  p. 

^0=  q^ 

Xi  —  /{/n, 

y^  =  kn. 

-1    =    ^7^5 

t\  --^liq, 

m,  /^,  /?,  ^  et  k  étant  cinq  entiers  quelconques. 

12.  Etablissons  encore  la  proposition  suivante  qui 
sera  dans  la  suite  d'un  usage  constant  : 

Soient  cii,  ùi,  c,\  d i  (/=  o,  i,  2,  3)  les  seize  coejji- 
cients  dUine  substitution  (S)  quelconque  de  degré  A 
et  n  un  nombre  arhitaire^  les  relations 

(  («^)o3+  n(ab)i2=  Clou 

{cd)o3  +  n{cd)i.2—  «23, 

( ac)^-^  H-  n(ac)io  =  ao-i, 
(())  /   ^  .         -  - 

\  {dù>)o3^  n(db)i.i=  a^iu 
I  (nd)o3-\-  n{ad )i2=  «03: 

entrainenl 

<^Ol'-'23+  «02<^3l+  «03  «12=    '^  ■^• 

Une  forme  connue  de  développement  d'un  détermi- 
nant du  quatrième  degré  donne 

A  :^       [( ab )o:{  i -  ( a6 ), 3  ]  f(  c^)o3  +  ( cd ) , ,  ] 

-:-[(«c)o3  -+-   (ac),,]  [(^/^)03-H(^^)j2l 
-+-  [('ï^)03  H-  («^)l2j  [(^C)o3   +    (^C),2] 
=  (rt6)03(c<:Ol2-4-  («^)l2(Cû?)o3+  («C)o3(<^^)l2-^(«c)|2(<'//>joa 

-h  ((2^)o:{  (6c)  I  2 -i- (<3tâ?  ), -2  (^C-)o3 

€n  tenant  C()nq)te  de  l'identité 

(  <d))ij{cd)ij-V'  ((ic)ij{db),j-^  ((7d),j{bc),j=  o. 

Des  relations  (y)  on  tire  aisément 

«01«2J  -r  «02  «31  -i-  «03  «12=  /«jl  «6  )o3<,  cdjn^  .  .  . 

-T-  (<:l<i?),2(6c';03)  = /îA. 
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13.  La  méthode  que  nous  suivrons  pour  traiter  les 
questions  relatives  à  l'équivalence  des  complexes 
linéaires  arithmétiques  consiste  essentiellement  à  com- 
parer ces  complexes  aux  complexes  (K;^)  d'équation 
/>03+  f^Pi2^  O5  'i  recevant  toutes  les  valeurs  entières. 
La  comparaison  directe  de  deux  complexes  généraux 
assujettisseulementàcertaines  conditions,  parexemple  : 
l'égalité  des  invariants,  conduirait  à  des  équations  très 
compliquées.  La  méthode  précédente  conduit  à  des 
systèmes  d'équations  simples  du  type  (E)  et,  par  ce 
moyen,  les  résultats  principaux  apparaissent  assez 
simplement. 

Nous  établirons  d'abord  la  proposition  suivante  : 

//  existe  des  substitutions  arithmétiques  (S)  de 
degré  A  changeant  le  complexe  arithmétique  (c) 
d^ équation  réduite 

^Cli/,pi/,=  o, 

et  dUnvariant  A   positif  ou  négatif  dans  le  com- 
plexe (K,  ) 

et  il  n'en  existe  pas  de  degré  moindre. 

Si  nous  nous  reportons  aux  relations  (R^),  nous 
trouvons  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  substitution  (S)  change  (c)  en  (K,)  est  que  ses 
coefficients  «/,  6^,  tv,  di  vérifient  les  équations 

(aè)o3  H-(a^)i2  =  Xaoi, 

(CÛ?)o3  +  (Ct/)i2  =  Xa23, 

,    («c)o3  -f-(«c)i2  =  Xrto2, 
(10)  < 

(ûf6)o3-f-(<^6)i.2  =  Xa3,, 
{ad\^-^  (ad)ii=  X«o3, 
(èc)o3  +  (^>c)i2  =  lai2. 
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Le  paramètre  X  ne  peut  q  11/ être  entier.  En  effet,  les 
premiers  membres  des  équations  (10)  sont  entiers,  les 
ciih  sont  entiers,  donc  ).  est  rationnel  et.  de  plus,  toutes 
les  quantités  haih  sont  entières.  Si  A  =  -  >  p  el  cj  étant 

premiers  entre  eux,  rj  doit  diviser  tous  les  ciik]  or,  ces 
nombres  auf  sont  premiers  entre  eux  dans  l'ensemble, 
par  conséquent  q  est  égal  à  l'unité  et  A  est  entier. 

Pour  résoudre  en  nombres  entiers  les  équations  (10), 
il  suffit  de  résoudre 


(.11) 
(12) 


(aè)o3  =  >^«oi,  (c<i)o.3=o,  (ac)o3  =  Xrto2, 

(O?è)o3  =  0,  (a<i)o3=  Xrto3,  (6c)o3=o, 

(a6)i2=0,  (C<^)i2    =   ^«23,  («C)i2  =  0, 

(^6)12  —  X^'/ai,  (a<^)i2  =  o,  .  (^c)i2  =  Xai2. 


Ces  deux  s^'stèmes  (i  i)  et  (12)  sont  des  systèmes  d'é- 
quations du  type  (E)   résolubles  en  nombres  entiers 

(§11)- 

On  en  conclut  Texislence  de  substitutions  arilbmé- 
liques  (S)  pour  toute  valeur  entière  non  nulle  de  ).  ;  le 
degré  de  (S)  est(§  12)  égal  à  X-A.  Les  substitutions  (S) 
de  plus  bas  degré  sont  de  degré  A.  11  en  existe  de  ce 
degré  ainsi  que  de  tous  les  degrés  multiples  de  l'inva- 
riant A  du  complexe  (c)  par  un  carré  parfait. 

Cas  particulier .  —  Un  cas  intéressant  est  celui  des 
complexes  (c)  d'invariant  égal  à  d=  i . 
Le  complexe  (K._f)  d'équation 

est  improprement  équivalent  au  complexe  (Iv,).  D'une 
façon  générale  : 

Tout  complexe  arithmétique  cCinvariaiit  3  =  ±:  i 
est  proprement  équi^'alent  au  complexe  (K^)  et  impro- 
prement équivalent  au  complexe  (K_.). 


(  ■^'^\  ) 

Sous  une  autre  forme  : 

•  Tous  les  complexes  linéaires  arithmétiques  d'in- 
variant £  =  lir  I  sont  proprement  équivalents  entre 
eux  et  improprement  équivalents  à  tous  les  complexes 
d'invariant  —  z. 

Nous  étendrons  cette  proposition  aux  complexes 
d'invariant  quelconque. 

14.  Les  complexes  arithmétiques  dont  V invariant 
est  un  même  nombre  premier  n  sont  proprement 
écjuivalents  entre  eux. 

Montrons  que  : 

Tout  complexe  arithméticjue  (c)  d'équation  réduite 
yia,/ipifi=^  o  et  d' invariant  n  premier  est  équivalent 
au  complexe  (K„). 

Gomme  nous  n'avons  en  vue  que  l'équivalence  aritli- 
métique,  c'est-à-dire  l'équivalence  dans  des  substitu- 
tions (S)  de  degré  i  ,  nous  pouvons  appliquer  (§  8) 
les  formules  (R'j)  et(ll2)  telles  que  nous  les  avons  écrites. 
Les  relations  (Ro)  nous  montrent  immédiatement  que 
la  proposition  précédente  revient  à  affirmer  que  le 
système  suivant  d'équations  (i3)  est  toujours  résoluble 
en  nombres  entiers  par  rapport  aux  inconnues  a/,  bi. 

Ci  el  di  : 

/  {ab)oà  -f-  n{ab)i<>  ==:  «on 

i  (cd)o^  4-  Ji{cd)x.^,  =  a23, 

(  1 3  )  \ 

{db  )o3  +  /?(<y/>)i2  =  «31, 

(a<^)o3-h  7i{ad)i2=  «03, 
(bc)o-i  -^- n(bc)i')  =«12; 

n  n'étant  pas  nul,  les  coefticienls  ^oi,  ^^02  ^^  (^os  ii^ 
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sont  pas  tous  nuls,  puisque  l'invariant 

«01  «23-+-  «32  «31  H-  «03  «12 

est  égal  k  n  ei  ils.  ont  un  p.  g.  c.  d.  o  qui  ne  peut  être 
égal  qu'à  i  ou  à  /i,  puisque  c'est  un  diviseur  du  nombre 
premier  n.  Nous  sommes  ainsi  conduits  à  distinguer 
deux  cas  : 

1°  ao<î  «02  et  «03  sont  premières  entrée  eux  dans 
Vensemble. 

Nous  pouvons,  dans  ce  cas,  déterminer  d'une  infinité 
de  manières  trois  entiers  ).,  |jl,  v  vérifiant  la  relation 

(i4)  X^oi-h  ;jiao2-+- vao3=  I. 

Nous  pouvons  poser 

a,  ^  et  Y  étant  des  entiers. 
L'équation 

«01  «23+  «02  «31-+-  «03  «12=  '^ 

nous  montre,  en  tenant  compte  de  (i4)>  <^^'e 
aaoï-H  ^«02 -+- Y«03  =  o- 
Les  deux  systèmes  d'équations 

(«^)o3  =  «oi,         (a6)i2  =  o, 

(Cfl?)o3    ^  a,  (Câ?),2    =:  X, 

(«c)o3  ==  «02,  («C)l2  =  O, 

(^6)03=?,  {db),,=  ^, 

(«û?)o3=«o3,         (ad)ii  =  O, 
{bc)oz  =  Y,  (^c),2  =  V 

sont  deux  systèmes  du  type  (E)  résolubles  en  nombres 

entiers  par  rapport  aux  inconnues  a/,  6/,  Ci  eldi  (§  11). 

On  en  conclut   aisément   l'existence   d'une   substitu- 

Ann.  de  Mathérnat.,  l\*  série,  t.  XIII.  (Mai  rgiS.)  l5 
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tion  (S)  changeant  (c)  en  (K,^)  et  dont  le  degré  (§  12) 
est  égal  à  i . 

2^  Le  p.  g.  c.  d.  de  «on  <^o2  ^t  «oa  e^t  égal  à  n. 

Les  deux  systèmes  d'équations 

(CÛ?)o3   =  «23,  (C«?),2   =  O, 

(ac)o3  =  o,  (ac)i2  =  — , 

/  7  /  7\  «03 

(aa)o3=o,  (a«(),2= > 

(6c)o3    =  «12,  (^C)l2   =  o, 

sont  du  type  (E),  résolubles  en  nombres  entiers  (§  11), 
et  leurs  solutions  donnent  des  substitutions  (S)  de 
degré  i  (§  12)  changeant  (c)  en  (K„). 

15.  La  même  démonstration  légèrement  modifiée 
montre  que  : 

Tout  complexe  ai^ithmé  tique  d"*  invariant  premier  n 
est  improprement  équivalent  au  complexe  (K_,;)  et 
à  tout  complexe  arithmétique  cV invariant  —  n. 

16.  On  démontre  de  la  même  manière  que  : 

//  existe  des  substitutions  arithmétiques  (S)  de 
degré  A  changeant  le  complexe  arithmétique  (c) 
dHnvariant  A«,  n  étant  un  nombre  premier ^  dans  le 
complexe  (K,^).  lien  existe  de  tous  les  degrés  K- A,  K 
étant  un  entier  arbitraire  non  nul^  et  il  n^ en  existe 
pas  de  degrés  autres. 

Les  substitutions  de  plus  bas  degré  sont  de  degré  A. 

17.  Le  cas  de  n  quelconque  et  non  pas  nécessaire- 
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ment  premier  est  plus  difficile  à  traiter.  Il  est  cependant 
aisé  de  prouver  que,  parmi  les  solutions  des  équations 
que  doivent  vérifier  les  coefficients  a^,  6/,  c,,  di  des 
substitutions  (S)  dont  on  a  à  prouver  l'existence,  il  y 
en  a  qui  sont  fournies  par  deux  systèmes  d'équations 
du  type  (E)  (§  11).  Considérons,  par  exemple,  la  pro- 
position suivante  : 

//  existe  des  substUutions  arithmétiques  (S)  de 
degré  A  changeant  le  complexe  arithmétique  (c) 
d^ équation  réduite  Haif^pifi^^  o  et  d^ invariant  A/i 
dans  le  complexe  (K„). 

Elle  comprend,  comme  cas  particulier,  l'équivalence 
des  complexes  de  même  invariant. 

L'apj)lication  des  formules  (R!,)  et  les  considérations 
(§  12)  relatives  au  degré  de  (S)  montrent  qu'on  est 
ramené  à  prouver  la  résolubilité  en  nombres  entiers 
des  équations 

(«6)o3-+-  n{atj)i2  =  «01, 

(cd)o3  +  /i(ccl)i2  =  a-y^, 

(ac)^)3  -^  n{ac)i2  —  «02, 
(  I  ;i  )  ^ 

(ad)o3-r- n{ad)ii=  fto^i, 

Supposons  qu'il  existe  une  substitution  arithmétique 
(S)  changeant  (c)  en  (K^)  ;  nous  pouvons  poser 


|(rt6)o3  =  rt;,,  (crf)o3  =  a'23,  (ac)o3  =  a;2, 

(    (  db  joH  =  «31»  (  «<^)03  =  «0  3  ,  (  ^C)03   =  Cl\  ,  . 

j(«6),2  =  aoi,  (co?),2  =  «23,  (rtc)i.2  =  a;.j, 

\  {dtJ)^i  =  al^,  (««?), 2=  a^g,  (^c)i2  =  a",.,. 


(iG) 
(17) 

Les  nombres  a'-^  et  r/J^  sont  entiers  et  vérifient  les 
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équations  ,      , 

et 

(19)  a'oi«23+«Ol«23+«02«3l 

+  «';2«31  +  «03  «"1  2  +«03  «12  =  ^• 

Il  existe,  par  conséquent,  douze  entiers  a-j,  et  à\„  tels 
que  l'on  ait 

(20)  ai/,=  a'i,,-^r  na'i,,, 

les  équations  (  1 8  )  e t  ( .  9)  étan  t  vérifiées  ;  la  relation  (  1 9) 
n'est  d'ailleurs  qu'une  conséquence  directe  de  1  hypo- 
thèse faite  sur  l'invariant  de  (c)  d'être  égal  k  ^n. 

Inversement,  si  l'on  peut  déterminer  douze  entiers 
a'-^  et  a'-A  vérifiant  les  équations  (18)  et  (20),  les  sys- 
tèmes d'équations  (i5)  et  (17)  sont  du  type  (E),  réso- 
lubies  en  nombres  entiers  (§  11),  le  système  (i3)  a 
donc  des  solutions  entières  et  l'équivalence  de  {c)  et 
de  (K„)  se  trouve  établie. 
Par  conséquent  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
le  complexe  arithmétique  [c)  d'équation  réduite 
SaM/?/A=o  et  d'invariant  n\  soit  équis^alent  dans 
une  substitution  de  degré  A  au  complexe  (K«),  est 
qu'on  puisse  trouver  douze  entiers  <,  et  a),  vérifiant 

les  équations 

aij,=  ci'ii,-\-  nai/., 

«0  i  «2 3  +  ''f  0 2  «3 1  +  «0 :i  «'1 2  =  ^' 
al  1  a\ ,  +  al ,  a\  ,-^a,^  a\ ,  =  o. 

Le  théorème  de  géométrie  que  nous  voulons  établir 
est  donc  entièrement  équivalent  à  celle  proposition 
d'arithmétique  : 

Soient  ai,  :  «o.,  o,,,  a„,,  a„,  «o.,  «,.,  ">  '>oml>re.^ 
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entiers  donnant  une  représentation  propre  de  n^ 
par  la  forme 

n  et  A  étant  deux  entiers  quelconques.  On  peut  poser 

<^ik=  Cl'ik-^  "«/Ai 

de  manière  que  les  six  nombres  a'-f^  d une  part^  les 
six  nombres  à'-f^  d'autre  part^  fournissent  une  repré- 
sentation propre  de  zéro  par  la  forme  $. 

Les  lliéorèmes  précédents  (§  13,  14,  15  et  16) 
prouvent  que  celte  proposition  est  exacte  pour  n  égal 
à  l'unité  ou  niénie  pour  n  premier.  Au  fond,  ils  onlélé 
démontrés  p;ir  la  voie  que  nous  suivons  maintenant  en 
cfFectuanl  cette  décomposition  de  toute  représentation 
propre  de  ni  par  <I>  en  une  somme  de  deux  représen- 
tations de  zéro  par  la  même  forme. 

18.  Pour  éviter  toute  difficulté  dans  ce  cas  où  n  est 
quelconque,  nous  utiliserons  le  résultat  suivant  :  tout 
complexe  linéaire  arithmélique  est  équivalent  à  un 
complexe  arithmétique  de  même  invariant  dont  les 
coefficients  a^^  ela.^^  sont  nuls.  C'est  un  cas  particulier 
d'une  proposition  plus  générale  que  nous  avons  établie 
ailleurs,  à  propos  de  recherches  sur  les  fonctions  abé- 
lienncs  (  '  ). 

Nous  n'avons  ainsi  qu'à  dcmontrerlc  résultat  annoncé 
que  dans  le  cas  où  aQ^  et  a^z  sont  nuls,  cas  où  il  est  à 
peu  près  évident,  ce  qui  nous  évitera  de  nouveaux 
raison nomcnl s  arithmétiques. 

(  '  )  Les  fondions  aùcliennes  el  la  théorie  des  nombres^  i"  Parlie, 
Chap.  III,  §  3  [Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de   Toulouse, 
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En  effet,  si  ao<  et  a^a  sont  nuls,  «025  ^31?  ^^oi  et  «12 
étant  premiers  entre  eux,  on  peut  d'une  infinité  de 
manières  déterminer  quatre  entiers  rt^^,  (^tli-,  ^[o  et  «'^.^ 
vérifiant  l'équation 

«02  «3  1  +  (^f-n  «0  2  +  ^'u3  «"1  2  +  «12  f*o  3  =  ^5 

ces  entiers  étant  choisis,  il  est  bien  facile  d'en  trouver 
deux  autres,  a^,  et  a'.',.,,  tels  que 

,  ^^0  \  ^^  •l'i  — '  V  ^  0  2  '^  '^  3  1     '      ^03^12/' 

Les  d'^j.  étant  déterminés,  les  a'-j^  le  sont  par  les  rela- 
tions 

«/A=  (tik—  lia)  le, 

et  l'on  vérifie  aisément  que  les  entiers  d^^  et  ci'-f^  satis- 
font à  toutes  les  conditions  imposées. 

19.  On  en  conclut  du  même  coup  rexactitude  des 
deux  propositions  (§  17)  géométrique  et  arithmétique. 
C'est  un  fait  général  et  des  raisonnements  simples  du 
genre  des  précédents  permettent  d'énoncer  de  nom- 
breuses propositions  d'arithmétique,  conséquences  des 
précédentes,  et  qui  conduisent  aux  propriétés  de  la 
forme  <I>.  Nous  en  donnerons  seulement  deux  exemples 
de  nature  différente  : 

i"  De  la  proposition  relative  à  l'équivalence  des 
complexes  de  même  invariant,  on  déduit  que  : 

Etant  données  deux  représentations  propres  aih 
et  \ik  d\in  même  nombre  par  la  forme  O,  on  peut 
toujours  passer  de  C une  à  Vautre  par  une  substi- 
tution du  premier  degré  à  six   variables  du  type 

(r;)ow(R'j. 

Ces  substitutions  (R)  ne  dépendent  que  de  seize 
entiers.  On  peut  énoncer  ce  théorème  : 


(  -^'-^^  ) 

Etant  donnée  une  représentation  propre  aïk  du 
nombre  entier  n  par  la  forme  <I>,  on  en  déduit  toutes 
les  autres  représentations  propres  de  n  par  $  et 
celles-là  seulement  par  les  formules  {Vx^)  où  a/,  6^, 
Cf,  di  sont  seize  entiers  assujettis  seulement  à  rendre 
égal  à  V unité  le  déterminant  de  (R',  ). 

2'^  Donnons  un  exemple  où  interviennent  les  sys- 
tèmes d'équation  du  type  (E). 

Il  est  bien  évident  qu'on  peut  toujours  trouver  un 
complexe  arithmétique  (G)  équivalent  à  un  complexe  (c), 
de  coefficients  réduits  aih-,  tel  que  les  coefficients  «03 
et  «12  de  (G)  par  exemple  aient  des  valeurs  entières 
arbitraires  p  el  q.  En  raisonnant  comme  nous  l'avons 
fait  (§  17)  on  en  conclut  que  : 

Etant  donnés  deux  nombres  entiers  quelconques  p 
et  q^  on  peut  toujours  trouver  deux  représentations 

(.r„,  ^1,  j'o7 y^  ^0  7  ^1  )  ^^  \^Q^  ^\i  y^i^  y \i  -^o?  ^'^)  de 
ces  nombres  par  la  forme  linéaire  à  six  variables 

«01^0-+-  <^23^"i  -^  ^^o2jKo+  a-nfi  -f-  «03^0+  a^-iZi, 

dont  les  six  coefficients  aih  sont  supposés  premiers 
entre  eux  dans  V ensemble^  telles  que  (^o^  ^\-,  yo^yn 
Zo,  Zt)  et  (.r|,,  x\,  y^,  y,,  s„,  z\)  fournissent  une 
représentation  propre  de  zéro  par  la  forme 
(t»  =  X„X,  +  Y„V< +i^o^n  [("^oH-'^o)'  (^'» -1--^',  )^ 
(ro4-Jo),  {y\-^y\)^  (-o  +  -o)^  (-«  +  ^1)]  donnant 
fine    représentation     de    l  unité   par    cette    même 

forme  <t;  c^ est-à-dire  telles  qu'on  ait 


^0  ^"i  ~^  y^yi  "^  -^0  -"1  =  ''i 

<'^o-v-^'o)(-^tH-^;j-H<j'o^-yo)'7i-^-yi)+<'2o-^-o'(2i-h3',)=i 
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20.  Pour  achever  l'élude  de  l'équivalence  des  com- 
plexes arithmétiques,  il  nous  reste  à  déterminer  les 
substitutions  permettant  de  passer  d'un  complexe 
arithmétique  quelconque  (c)  d'invariant  n  à  un  autre 
complexe  arithmétique  quelconque  (C)  d'invariant  N. 

Nous  savons  trouver  une  substitution  arithmétique  S 
de  degré  i  changeant  (c)  en  (K„)  de  même  invariant 
et  une  substitution  également  du  premier  degré  S'  chan- 
geant (Km)  en  (C).  Désignons  par  S  toute  substitu- 
tion (S)  arithmétique  de  degré  A  changeant  (K^)  en 
(Ki^);  les  substitutions  SSS^  sont  de  degré  A,  changent 
(c)  en  (C)  et  sont  les  seules  substitutions  arithmétiques 
jouissant  de  ces  deux  propriétés.  Nous  sommes  ainsi 
ramenés  à  la  recherche  des  substitutions  changeant(K„) 
en  (K,). 

L'application  des  formules  générales  (R,  )  et  R'^) 
donne  immédiatement  les  relations  nécessaires  et  suffi- 
santes qui  existent  entre  les  coefficients  ai,  bi,  Ci  et  di 
d'une  substitution  (S)  changeant  (K„)  en  (K^)-  Ces 
relations  sont  celles  de  l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes 
suivants  d'équations  qui  sont  entièrement  équivalents  : 

(aè)o3+  N(a6)i2=  o, 

(cû?)o3+  N(cc?)i2=  o, 
(IVi)  {  (ac)o3-H  N(«c),2  =  o, 

(c?6)o3-+-N(o?6),2=o, 
(^c)o3  +  N(èc),2=  n[(aû?)o3+  ^{ad)i-i]  =  ^î^  ; 

n{ad)Qx  +  {bc\x  =  o? 

n(a<^)23-H  {bc)ri  =  o, 
(Rj)  {  /i(a<i)o2M-(^c)o2  =  o, 

n(«fl?)3,  +  (Z)c)3i  =  o, 
n(a<r/)o3-^(^c)o3=  N[/i(^g?)i2-H  (^c),2]  =  Ob. 

2iL  est  nécessairement  multiple  de  n  et  de  N.  D'ail- 
leurs ^b  étant  ainsi  choisi  multiple  quelconque  de  n  et 
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de  N,  il  existe  des  siibslitiitions  (S)  dont  les  coeffi- 
cients  vérifient   les  relations    ci-dessus    écrites.    Leur 

degré  (§  12)  est  égal  à  ^". 

Soit  ù  le  p.  g.  c.  d.  de  N  et  /i  et  soit 

n  =  n'o,         N  =  N'Ô. 

DL  multiple  de  //  et  de  N  est  de  la  forme  KôN'/i', 
K  étant  un  entier  quelconque.  Le  degré  de  (S)  est  égal  à 

— ^         ,     =z=  K.-N'/i^    A  chaque   valeur   de  K  corres- 

pondent  des  substitutions  (S)  changeant  (K^^)  en  (K,n) 
et  les  substitutions  de  plus  bas  degré  sont  de  degré  /i'N'. 
Si  n  et  N  sont  premiers  entre  eux,  elles  sont  de 
degré  nN.  n  et  N  étant  deux  entiers  quelconques,  ces 
résultats  s'étendent  aux  substitutions  changeant  (K,\) 
en  (K;i).  Finalement  : 


Deux  complexes  arithmétiques  d  invariants  n  et  IN 
sont  équivalents  dans  des  substitutions  de  degré  n'W^ 
n'  et  N'  étant  les  quotients  de  n  et  de  N  par  leur  p.  g. 
c.  d.  W une  façon  générale^  K  désignant  un  entier 
arbitraire^  toutes  les  substitutions  changeant  Vun 
quelconque  des  deux  complexes  en  Vautre  sont  de 
degré  K-N'/i'  et  il  en  existe  de  tous  ces  degrés  cor- 
respondant aux  divei'ses  valeurs  entières  de  K. 

La  détermination  effective  de  ces  substitutions  résulte 
des  considérations  précédentes. 

Nous  réservons  pour  le  moment  l'étude  des  substitu- 
tions automorphcs  d'un  complexe  linéaire,  c'est-à-dire 
des  substitutions  le  laissant  inaltéré. 

21.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  pas  considéré  les 
complexes  spéciaux  et  il  nous  reste  à  étudier  l'équisa- 
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lence    de    ces    complexes    spéciau:x,    c'esl-à-dire    des 
droites  arithmétiques. 

Toutes  les  droites  arithmétiques  sont  équivalentes 
entre  elles  eu  ithnié  tique  ment  et  même  dans  les  subs- 
titutions de  tous  les  degrés. 

Au  Ire  ment  : 

Taus  les  complexes  spéciaux  sont  équivalents  entre 
eux  ar ithmétiquement  et  dans  des  substitutions  de 
tous  les  degrés. 

Conformément  à  la  méthode  (|iie  nous  avons  suivie, 
nous  montrerons  que  toul  complexe  arithmétique 
spécial  d'axe  ((^)  est  équivalent  au  complexe  spécial  (K^), 
c'est-à-dire  au  complexe  dont  l'axe  est  la  droite  (Do) 
dont    toutes    les    coordonnées    pih    sont    nulles    sauf 

P\-2=  I- 

L'application  des  formules  (R,  )  et  (R2)  donne  immé- 
diatement les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'une  substitution  (S)  change  la  droite  [d)  de  coor- 
données pik  en  (Do).  Ce  sont  les  suivantes  : 

,       (    (Câ?)o3=/?01,  («^;03^/>28,  {db)o.i  =  po2, 

('20)-^ 

(  (ac)o3=/?3i,  (bc)^,s~poz,         (ad)oi  =  pi2. 

Si  le  degré  A  de  (S)  est  fixé,  il  faut  en  outre  que  si 
l'on  pose 

(C(i)i2=a23,  («^)i2  — «01,  i  db  )i.i  =^  y-si, 

on  ait  d'abord  la  relation 

«013^23-1-  «02  «31  -H  «03  «12=  O 

et  ensuite 

^a.i/,Pi/,  =  A. 

Tout  revient  à    déteriuiner  les    a//;,  car  ensuite    la 
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détermination  des  coefficienls  de  (S)  est  ramenée  à  la 
résolulion  en  nombres  entiers  de  deux  systèmes  du 
type  (E)  (§  11).  Comme  pour  les  complexes  non  spé- 
ciaux la  proposition  géométrique  se  ramène  à  un  théo- 
rème d'aritlimélique  : 

Etant  donnée  une  représentation  propre  pik  de 
zéro  par  la  forme  «!>,  on  peut  trouver  une  autre 
représentation  de  zéro  par  <ï>  telle  que  ^aïkpik  soit 
égal  à  un  nombre  entier  quelconque  A. 

Ce  théorème  est  évident  lorsque  p^^ ,  />(,2  et  /?o3  sont 
nuls.  Or  une  droite  arithmétique  contient  une  infinité 
de  points  arithmétiques  (points  à  coordonnées  entières); 
les  points  arithmétiques  sont  équivalents  entre  eux  et 
en  particulier  équivalents  au  point  (i,  o,  o,  o).  Donc, 
toute  droite  arithmétique  est  équivalente  à  une  droite 
arithmétique  passant  par  ce  dernier  point,  droite  dont 
les  coordonnées /j>oi , /?o2  et/>03  sont  nulles. 

La  démonstration  de  la  proposition  précédente  est 
ainsi  ramenée  au  cas  où  elle  est  évidente. 

Remarque.  —  Ce  théorème  permet  de  compléter  les 
résultats  (§  19^  relatifs  aux  propriétés  de  la  forme  ^ 
en  ce  qui  concerne  les  représentations  de  zéro  par  cette 
forme,  et  il  est  susceptible  d'applications  arithmétiques 
analogues  à  celles  que  nous  avons  données. 

{A  suivre.) 


UIBLIO(ilUFIIIË. 

\\.  Lkbops,  —  Notice  sur  Henri  Poincaré^  gr.  in-8"; 
48  pages.  Paris,  A.  Hermann  et  fils,   hji^. 

Celte  Notice  figure  en  tète  de  la  ■>.''  édition   des  Leçons  sur 
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les  hypothèses   cosnio  g  uniques   (In  grand   géomètre.  Elle    se 
divise  en  deux  Parties  : 

I.  Sur  la  vie  de  Henri  Poincaré. 

II.  Sur  les  travaux  scientifiques  de  Henri  Poincaré. 

C'est  surtout  de  la  première  que  nous  voulons  parier  ici 
à  nos  lecteurs. 

M.  Lebon  ne  s'est  pas  proposé  de  présenter  une  simple  et 
sèche  biographie,  apportant  des  i  enseignements  utiles  et  précis 
sur  Ie§  étapes  de  cette  existence  trop  tôt  interrompue.  11  a 
voulu  la  reconstituer,  la  faire  revivre  sous  sa  plume,  montrer 
l'homme  en  même  temps  que  le  savant,  faire  ressortir  les 
qualités  morales  associées  à  la  puissance  intellectuelle,  les 
vertus  privées  à  côté  de  la  droiture  du  caractère,  les  aspira- 
tions généreuses  et  nobles  accompagnant  le  génie  scientifique. 

Je  crois  pouvoir  affirmer  qu'il  a  bien  accompli  cette  tâche, 
imposée  par  lui-même,  et  que  les  lecteurs  qui  n'ont  pas  eu  le 
privilège  de  connaître  personnellement  Henri  Poincaré  pren- 
dront plaisir  à  étudier  ce  portrait  fidèle  qui  forcera  leur 
admiration,  et  pourra  servir  de  modèle  aux  jeunes. 

Entre  autres  choses,  je  sais  infiniment  gré  à  M.  Lebon 
d'avoir  rappelé  une  pensée  qui  me  frappa  beaucoup  lorsque 
je  l'entendis  exprimer,  pour  la  première  fois,  je  crois  bien, 
et  qui  m'est,  depuis  lors,  restée  dans  le  souvenir  comme 
l'expression  d'une  haute  vérité.  Elle  est  relative  à  l'utilité  de 
la  Science.  Il  ne  faut  pas  dire,  affirme  Henri  Poincaré,  que 
la  Science  est  utile  parce  qu'elle  nous  apprend  à  construire 
des  machines;  mais  que  les  machines  sont  utiles,  parce  qu'en 
travaillant  pour  nous,  elles  nous  laisseront  un  jour  plus  de 
temps  pour  faire  de  la  science. 

Dois-je  reprocher  à  M.  Lebon  d'avoir  laissé  dans  l'ombre  un 
trait  caractéristique  du  caractère  de  son  héros,  qui  a  provoqué 
souvent  des  sourires,  mais  qui,  à  mon  sens,  ornait  cette  figure 
d'un  charme  de  plus?  Je  veux  parler  de  ses  distractions,  qui 
évoquèrent  plus  d'une  fois  le  souvenir  de  la  vie  d'Ampère. 
Peut-être,  à  si  peu  de  distance  de  la  date  fatale  où  la  Science 
a  fait  une  si  grande  perte,  a-t-on  pensé  qu'il  n'y  avait  place 
que  pour  des  paroles  graves.  Mais  je  suis  certain  que  l'histoire 
définitive  ne  laissera  pas  échapper  certaines  anecdotes,  et  que 
la  mémoire  du  géomètre  de  génie  n'en  recevra  aucune  atteinte. 

En  somme,  ainsi  que  le  dit  excellemment  l'auteur,  «  Henri 
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Poincaré  a  légué  aux  siècles  à  venir,  avec  l'exemple  d'une 
vie  aussi  simple  que  belle  et  noblement  remplie,  sa  récon- 
fortante pensée,  sa  foi  en  la  grandeur,  en  la  beauté  de 
l'humanité  ». 

La  seconde  Partie  de  la  Notice  sera  utile  à  bien  des  cher- 
cheurs. Elle  montre,  avec  les  références  désirables,  que  les 
travaux  de  Henri  Poincaré  ont  porté  sur  tout  le  champ  de  la 
Science  mathématique,  et  que  ce  grand  chercheur,  ce  décou- 
vreur de  vérité  n'a  pas  fait  de  classement,  n'a  pas  établi  de 
hiérarchie  entre  la  théorie  et  l'application. 

Anal} se  pure,  /Vrithmétique,  Algèbre,  Géométrie,  Méca- 
nique analytique,  Mécanique  céleste.  Physique  mathéma- 
tique ont  été  explorées  par  lui.  11  a  louché  à  tout,  et  partout 
il  a  laissé  sa  magistrale  empreinte. 

C.-A.    L\ISVNT. 


CEUTIFICATS  D'ANALYSE  SUPÉRIEURE. 


Bordeaux. 

Épreuve  thèghioui:.   —   Déjinir  les  caractéristiques  pour 
une  surface  intégrale  de  l'équation 

f(x,y,z,p,  q  )  =  o. 

Équation  dijférentielle  de  ces  caractéristiques. 
Méthode  d' intégration  à  Vaide  des  caractéristiques. 
Apjiliquer^  comme  exemple,  à  V équation 

p- —  qx  -\-  z  =  o 

dont  on    cherchera   la   surface  intégrale  qui  contient    la 
droite 

X  =  0,  7  =  2. 

Épreuve  pratique.    —    Trouver   les   solutions   communes 
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aux  deux  équations 

df  df  ^  ôf  0/ 

Xï  -^ h  Xi  -—    —  (oX^Xu-h  Xi  +  X^  X=i  )  -= Xx  X-i  -^    =  o, 

dx\^  oxi  '  ox-i  ôxi^ 

àf  àf  ,  .      -,        d/  df 

^3 -r ^\-^ ^     xAi-^  x^_,—  ^xA      -^ ■^2-^3-f^  —  o, 

OXi  ÛX^  OX^  ÔX'^ 

dans  lesquelles  /  est  une  /onction  inconnue  des  quatre  va- 
riables indépendantes  x^,  x^,  x^,  x^. 

(Novembre  191 1.) 


Lille. 

Épreuve  écrite.    —    Pour   que   l'équation   différentielle 
algébrique 

admette  une  intégrale  uniforme,  il  faut  que  la  courbe 

f{x,  y)  =  0 

soit  de  genre  o  ou  de  genre  i.  Si  cette  condition  est 
remplie,  Véquation  (i)  peut  toujours  être  intégrée  par 
des  quadratures. 

Démontrer  ce   théorème.   Comme  application,   intégrer 
Véquation 

f  du \^  /  di/\^ 

'■'>     [tû)  +'>«'+'''-K^)  +"^("'-''^)=-». 

a  étant  une  constante.  (Juillet  191 1.) 

Nancy. 

Épreuve  écrite.  —  On  donne  l'équation 

(i)  u'-^ — zu -T- 1  (^(z)  =  o, 

o{z)  désignant  un  polynôme  entier  tel  que,  pour  aucune 
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des  valeurs  de  z   qui  rendent  son  carré  égal  à    Vunilé^ 
o'(z)  îie  soit  nul. 

1°  Quels  sont^  à  distance  finie^  les  points  singuliers  de 
la  fonction  algébrique  u'?  Trouver  la  forme  des  dévelop- 
pements qui  représentent  ses  brandies  envisagées  dans  le 
domaine  de  chacun  de  ces  points. 

2"  Former  Véquation  différentielle  linéaire  homo- 
gène (  M)  du  second  ordre  à  laquelle  ces  branches  satisfont. 

3"  Quels  sont,  à  distance  finie,  les  points  singuliers  de 
l'équation  (Ej.  Écrire  r équation  déterminante  relative  à 
cltacun  d'eux.  Montrer  que.,  parmi  ces  points,  ceux  pour 
lesquels  o'(z)  est  mil  sont  des  points  à  apparence  singu- 
lière pour  Véquation  (E). 

4"  Abstraction  faite  du  dénominateur,  le  coefficient  de  -7- 

a  z 

dans  r  équation  (E)  est  égal  à 

Il  1  I 

CJioisir  la  fonction  0,  maintenant  quelconque.,  de  ma- 
nière que  ce  coefjlcient  soit  identiquement  nul,  et,  o  étant 
ainsi  choisi,  intégrer  l'équation  iV^).  puis  en  déduire  les 
trois  racines  de  l'équation  (\). 

Appliquer  au  cas,  où  l'on  prend 


cos  z. 


Ei'Riîi  VK  PRATiQUi:.  —  O/i  considère  la  fonction  rationnelle 

de  z  et  u. 

u.'^  -r-  :;  -  //.2  -f-  I  ()  //  +  \i\z- 


V  — - 


-3'  —  1  Z-  —   f)  ;;  -'r-  iO 


U  étant  une  fonction  (dgébriquc  de  z  définie  par  récjua- 
tion  li- —  z'' — iG,  et  la  suif  ace  de  Riemann  T  correspon- 
dante. 

Trouver  les  pôles  et  les  zéros  de  v  sur  V  ainsi  (jiie  leurs 
ordres:  trouver  les  résidus.  Quel  est  le  nombre  des  racines 
de  l'équation  v  =  G,  G  étant  une  constante? 

(Juin  19 10.) 
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ERRATA. 


Page  5i,  dans  la  figure  2,  NK  est  perpendiculaire  à  CN,  et 
wK  =  3wH. 

Page  55,  ligne  9  en  lemontant,  rennplacer  =  par  =. 

Page  57,  modifier  la  figure  3  comme  il  suit  :  changer  le  sens  de 
la  concavité  de  l'arc  MR;  la  lettre  R  est  le  point  d'intersection  de 
cet  arc  avec  le  cercle  L. 

Page  57,  ligne  4>  ciu  lieu  de  —•>  lire  -^« 

Page  64,  ligne  7  en  remontant,  remplacer  —  par  -h. 
Page  G4,  ligne  5  en  remontant,  remplacer  G  par  C. 


J 
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[07a] 

SIR  OUELOllES  PROPRIÉTÉS  ARITHMÉTIOIES 
DE  L'ESPACE  RÉGLÉ; 

Par  M.  Gaston  COTTY. 

{Fin.) 


IV 


22.  On  sait  rimportance  que  présente  la  géométrie 
réglée  par  rap[)ort  à  un  complexe  linéaire,  c'est-à-dire 
celle  où  l'on  distingue,  parmi  les  divers  ensembles  réglés 
de  l'espace,  ceux  qui  jouissent  de  propriétés  particu- 
lières par  rapport  à  un  complexe. 

Les  transformations  de  contact  du  genre  de  la  trans- 
formation de  Sophus  Lie  font  correspondre  les  droites 
d'un  complexe  linéaire  (K)  aux  points  d'un  espace 
ordinaire  (E)  à  trois  dimensions. 

A  un  système  de  deux  droites  conjuguées  par  rapport 
à  (K)  correspond  une  pseudo-sphère  de  (E)  en  appelant 
pseudo-sphères  les  quadriques  de  (E)  passant  par  une 
même  conique.  Aux  substitutions  (S)  n'altérant  pas  le 
complexe  (K)  correspondent  des  substitutions  de  l'es- 
pace (E)  conservant  cette  conique  et,  à  un  groupe  de 
substitutions  (S)  n'altérant  pas  deux  droites  conjuguées 
par  rapport  à  (K),  correspond  un  groupe  de  substitutions 
semblables  d'une  forme  quadratique,  premier  membre 
d'une  équation  homogène  d'une  pseudo-sphère  de  (E). 
Ou  voit  ainsi  l'importance  que  présentent  ces  substitu- 
tions (S)  dans  un  gr.md  nombre  de  recherches  relatives 
à  la  théorie  des  groupes  et  de  cert;nnes  fonctions. 

Nous  avons  donné  ailleurs  de  ce;  [)rincipe  une  iqipli- 

Ann.  de  Matliéniat.,  :^*  série,  t.  XIII.  (Juin  191 3.)  i<) 


(    p42    ) 

cation  à  une  classe  remarquable  de  fonctions  hyperabé- 
liennes. 

23.  Les  considéralions  qui  ont  fait  l'objet  des  précé- 
dents Chapitres  permettent  d'étudier  les  substitutions 
(S)  arithmétiques  laissant  inaltéré  un  complexe  arith- 
métique (K)  d'invariant  quelconque  n^  autrement  dit 
les  substitutions  automorphes  du  complexe  (K.). 

Soit  (K«)  le  complexe  po3  + 'i/^1 2  =  o,  on  sait  qu'il 
existe  une  substitution  S  de  degré  i  changeant  (K) 
en  (K/i)  ;  la  substitution  inverse  2~*  est  également 
arithmétique  et  de  degré  i  et  elle  change  {^n)  en  (K). 
Soit  S  l'une  quelconque  des  substitutions  automorphes 
de(K/i),  les  substitutions  2SS~',  c'est-à-dire  les  trans- 
formées des  S  par  S  laissent  inaltéré  le  complexe  (K.) 
et  sont  les  seules  substitutions  jouissant  de  cette  pro- 
priété. 11  nous  suffira  donc  d'étudier  les  substitutions 
automorphes  des  complexes  (K,;). 

Les  formules  (R,  )  et  (K2)  donnent  les  condi lions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  substitution  (S) 
n'altère  pas  (K.;,);  elles  s'écrivent  : 

I  (a^)o3-H  /i(aè)i2—  o, 

\  {cd)Q-i-\- n{cd)xt=  o, 

(R'i)   ^  (ac )o3+ /i(«c), 2=  o, 

j  (<^6)o3-h  n(db)ii  =  o, 

1    (bcoi)  -\-  n(bc)i^=  n[(arf)o3+  n(ad)i2]  =  /iX, 

(fi(ad)oi^{bc)oi  =  o, 
n(ad)ri-h  (bc)i:i=  o, 
(Rj)   <!  n(ad)o2^  (bc)o2=  o, 

I  /i(âtâf)3i-h  (6c)3i  =  o, 

1    /i(ao?)o3  4-  (^c)o3=  n[n{ad)i2-^  i^cjii]  =  ni  ; 

ces  deux  systèmes  d'équations  étant  entièrement  équi- 
valents. 
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A  chaque  valeur  entière  du  paramètre  A,  il  corres- 
pond des  substitutions  automorphes  de  (K,;)  dont  le 
degré  (§  12)  est  égal  à  X-.  Ce  degré  est  donc  toujours 
carré  parfait,  ce  qu'on  pourrait  établir- autrement  (§  20) 
par  application  de  résultats  généraux.  On  en  conclut 
que  : 

Si  une  siibstitation  arithmétique  (S)  laisse  inaltéré 
un  complexe  arithmétique  d^ invariant  non  nul^  son 
degré  est  carré  parfait. 

La  condition  relative  à  l'invariant  de  ne  pas  être  nul 
est  essentielle. 

Nous  nous  en  tiendrons  à  ce  résultat  et  nous  n'étu- 
dierons pas  ces  substitutions  automorphes  des  com- 
plexes (K./<)j  elles  jouent  un  rôle  capital  dans  la  trans- 
formation des  fonctions  abéliennes  et  sont  surtout 
intéressantes  à  ce  point  de  vue. 

24.  Distinguons,  parmi  les  quadriqucs,  celles  qui 
appartiennent  à  un  complexe  linéaire  arithmétique 
quelconque  ;  elles  sont  équivalentes  aux  quadriques 
appartenant  aux  complexes  (K„),  n  recevant  toutes  les 
valeurs  entières,  y  compris  la  valeur  nulle  qui  corres- 
pond au  complexe  spécial  (Ko).  On  peut  se  proposer 
de  comparer  les  quadriques  de  (K,^)  dans  les  substi- 
tutions n'altérant  pas  ce  complexe.  La  question  se 
transporte  aisément  dans  la  théorie  des  formes  quadra- 
tiques, en  considérant  les  formes  des  premiers  membres 
des  équations  de  ces  quadriques.  Entre  les  coefficients 
de  ces  formes  à  f|uatre  variables  existent  des  relations 
que  conservent  les  substitutions  (S)  n'altérant  pas  (K,,). 
On  Noit  ainsi  comment  la  géométrie  réglée  vient  pré- 
senter cette  notion  très  importante  de  formes  quadia- 
tiques  particulières  (pic  Ton  compare  dans  des  sul)>ii- 
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lutions  spéciales  qui  ne  sont  pas  les  substitutions 
linéaires  les  plus  g^énérales.  On  peut  se  poser,  à  ce 
point  de  vue,  le  problème  de  l'équivalence;  cette  étude 
est  particulièrement  intéressante  à  cause  de  l'impor- 
tance qu'elle  prend  dans  la  théorie  des  fonctions  et  des 
formes  abéliennes;  nous  l'avons  développée  ailleurs. 
Il  nous  suffit  ici  d'avoir  donné  la  notion  de  cette  nou- 
velle forme  d'équivalence. 

On  est  naturellenjent  conduit  à  se  demander  quel  est, 
en  quelque  sorte,  le  degré  de  généralité  des  quadri- 
ques  à  coefficients  entiers,  assujetties  seulement  à 
appartenir  à  un  complexe  linéaire  arithmétique  quel- 
conque et  non  fixé,  c'est-à-dire  à  cette  condition  que, 
parmi  l'infinité  de  complexes  linéaires  auxquels  appar- 
tient chacune  de  ces  quadri(jues,  il  j  en  ait  un  au  moins 
dont  les  coefficients  soient  rationnels.  Nous  nous  en 
rendrons  compte  en  établissant  une  propriété  commune 
à  toutes  les  formes  quadratiques  à  quatre  variables  y 
premiers  membres  des  équations  /=o  de  ces  qua- 
driques. 

25.  Si  une  quadrique  (Q)  appartient  à  un  complexe 
arithmétique  spécial  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
possède  parmi  ses  génératrices  rectilignes  une  droite 
arithmétique^  cette  quadrique  est  équivalente  à  une 
quadrique  contenant  la  droite  (Do)  dont  toutes  les 
coordonnées  (§  21)  ptk  sont  nulles  sauf  />,o  qui  est 
égale  à  I.  Il  est  aisé  de  vérifier  qu'une  quadrique  quel- 
conque admettant  cette  droite  comme  génératrice  rec- 
tiligne  a  son  discriminant  carré  parfait.  On  en  conclut 
que  : 

Si  une  quadrique  admet  comme  génératrice  recti- 
ligne  une  droite  arithmétique  quelconque  ou^  ce  qui 
revient  au  même,  appartient  à  un  complexe  arith- 
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métique  spécial  quelconque^  son  discriminant  est 
carré  parfait. 

Considérons  maintenant  une  quadrique  (O)  dont 
l'équation  à  coefficients  entiers  s'écrit  ; 

/(a7o,   ^1,   372,   ^3)  =  O; 

celte  qiiadrique  contient  deux  demi-quadriques,  cha- 
cune d'elles  étant  formée  parles  droites  d'un  système  à 
trois  ternies,  c'est-à-dire  par  les  droites  appartenant 
à  une  triple  infinité  de  complexes  linéaires  (cela  ne 
suppose  en  rien  la  rationalité  des  coefficients  de/)  et 
tout  complexe  de  l'un  des  deux  systèmes  à  trois  termes 
est  en  involution  avec  tous  les  complexes  de  l'autre 
système.  Chacun  de  ces  systèmes  comprend,  si  l'on 
veut,  autant  de  complexes  qu'il  y  a  de  points  dans  un 
plan.  Si,  parmi  ces  complexes  en  nombre  oo-^  il  s'en 
trouve  un  à  coefficients  rationnels  et  spécial  ou  non 
spécial  (les  complexes  spéciaux  ont  comme  axes  les 
génératrices  rectilignes),  le  discriminant  de  la  forme 
quadratique  y  est  carré  |)arfait.  C'est  ce  que  nous  allons 
prouver  dans  les  paragraphes  suivants. 

26.  Démontrons  celte  proposition  géométrique  qui 
nous  sera  très  utile  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  quune 
quadrique  (Q)  appartienne  à  un  complexe  linéaire 
(K)  est  que  toute  droite  conjuguée  d\ine  généra- 
trice rectiligne  de  [i^)  par  rapport  à  (K)  soit  éga- 
lement une  génératrice  de  (Q). 

La  condition  est  nécessaire.  On  sait,  en  elTet,  que 
si  (Q)  appartient  à  (K.),  elle  contient  une  demi-qua- 
drique  formée  de  droites  du  complexe  (K),  lesquelles 
coïncident  a\e(;  leurs  conjuguées  qui  sont  ainsi  généra- 
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trices  de  (Q)  et  une  autre  demi-qiiadiique  contenant 
des  couples  de  droites  conjuguées.  Ceci  esl  très  connu. 

La  condition  est  suffisante.  Pour  le  prouver,  montrons 
qu'en  chaque  point  M  de  (Q),  l'une  des  deux  généra- 
trices rectiiignes  (A,)  et  (Ao)  qui  y  passent  appartient 
à  (K).  Si  (A<)  appartient  à  (K)  le  théorème  est  viai. 
Supposons  que  (A,  )  ne  soit  pas  une  droile  de  (K),  par 
hypothèse,  sa  conjuguée  (A',)  est  généralrice  de  (Q); 
elle  ne  rencontre  pas  (Aj),  donc  elle  est  du  même 
système  que  (A^),  par  conséquent  (A2)  coupe  (A<) 
et  (A',),  Coupant  deux  droites  conjuguées,  c'est  une 
droite  du  complexe  (K). 

Nous  utiliserons  ce  théorème  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
quadrique  (Q)  appartienne  à  un  complexe  linéaire 
(K)  est  que  la  conjuguée  par  rapport  à  (R)  de  toute 
droite  tangente  à  (Q)  soit  également  tangente à{(^. 

La  condition  est  nécessaire.  Soit  M  un  point  de  (Q) 
où  se  coupent  les  deux  génératrices  (G)  et  (^),  la 
dernière  faisant  partie  du  complexe  (R)-  Si  (D)  est 
tangente  en  M  à  (Q),  (D),  (G)  et  {g)  passent  par  un 
même  point  et  sont  dans  un  même  plan;  il  en  est  donc 
de  même  de  leurs  conjuguées  (D'),  (G')  et  (^). 
D'après  le  théorème  précédent,  (G')  est  généi^atrice 
de  (Q);  et  (D')  rencontrant  en  M'  les  deux  généra- 
trices (G)  et  (^),  et  étant  dans  leur  plan,  est  tangente 
à  (Q)en  M'. 

La  condition  est  sufdsante.  Il  suffit  de  remarquer 
qu'elle  entraine  que  la  conjuguée  de  toute  génératrice 
rectiligne  de  (Q)  soit  également  tracée  sur  (Q)  et  la 
|)ro|)Osition  précédente  montre  que  la  condition  est 
suffisante.  Directement:  par  hypothèse,  la  conjuguée  (A') 
de  toute  droite  (A)  passant  par  M  point  de  (Q)  et  située 
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dans  le  plan  (tt)  tangent  à  (Q)  en  M  est  tangente 
en  (M')  à  (Q).  Ces  conjuguées  (A')  sont  dans  le  plan 
polaire  (-')  de  M  et  passent  par  le  pôle  M'  de  (t).  La 
droite  MM'  tangente  à  (Q)  en  M  et  en  M'  est  généra- 
trice de  (Q  ),  car  c'est  une  droite  (^  )  du  complexe  (K). 
Donc,  partout  point  de  (Q),  il  passe  une  génératrice 
de  (Q)  appartenant  à  (K). 

27.  Soil  pi/(  et  p'-f^  les  coordonnées  des  deux  droites 
conjuguées  par  lapporl  au  complexe  linéaire  (K,) 
d'équations /?o 3  H- /?« 2=  O7  Pi/(  et  p'-/^  sonl  égaux  sauf 
pour  les  valeurs  (o3)  et  (12)  des  indices  pour  lesquelles 
on  a 

P'oz  —  — Piii  P\2= — Pdi' 

Pour  écrire  qu'une  quadrique  (Q)  d'équation 

J{xq,  a-i,  iTa,  x-i)  =  1. atjXiXj  =  o     ( a/j  =  aji ;  i,  y  =  o,  i ,  2,  3  ) 

appartient  au  complexe  (K,),  il  suffit  d'écrire  que  si 
une  droite  de  coordonnées  pi^  est  tangente  à  (Q),  sa 
conjuguée  par  rapport  à  (K)  de  coordonnées  p'-^^  est 
également  tangente  à  (Q).  Or  on  sait  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  poui-  qu'une  droite  de  coor- 
données pluckériennes/?/A  soit  tangente  à  (Q)  s'exprime 
aisément,  au  moyen  d'une  relation  entre  les  piff,  par  la 
considération  de  la  deuxième  adjointe  de  la  forme  /. 
Cette  équation  langentielle  de  la  quadrique  (Q)  en 
coordonnées  de  droites  s'écrit  : 

^  {Pik  )  =  ^p]k  (  0,ii  «/.  A  —  «/A-  ) 

-+-  i'L{ania,i^  —  o,t,,aii)pniPik=  o, 
le  signe  S  s'élendant  à   toutes  les  valeurs   des  indices 

(')  Si  M'  et  M  élaient  confondus,  les  droites  passant  par  M  et 
situées  dans  {iz)  appartiendraient  toutes  à  (K),  en  particulier  ce 
serait  vrai  pour  les  génératrices  recliligncs  passant  par  M, 
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telles  que  pik  soit  difTérent  de  phi-  Si  (Q)  appartient  au 
complexe  (K,)  et  si  l'équation  précédente  ^F  =  o  est 
vérifiée  par  six  nombres  p/^,  elle  l'est  aussi  pour  les  six 
nombres  poi, />28) />0  2  5 /f?3i,  — />i2,  —  pos-  En  écrivant 
cela,  on  trouve  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  (Q)  appartienne  à  (K,);  ce  sont  les  cinq 
relations  suivantes  entre  les  coefficients  aij  de  la  forme 
quadratique/  : 

i)      2 

/  Ci\\.0.-lï «Ï2  =  <^00  <3t33 —  <^0  3j 

i    «00  «13  —  «11  «02 «01  («03—  «12)  =  O, 

(pi)  /     «33«02—  «22«U «23(«03—  «12)  =  O, 

«11  «23+  «01  «33 «13(«03  4-  «12  )   =  O, 

«00«23  -+-  «01  «22  —  «02(«03+  «I2)  =  O- 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  on  vérifie  aisé- 
ment que  le  discriminant  de  la  forme  f  [ou  de  la 
quadrique  (Q)]  est  le  carré  de  la  quantité 

Ô  =  «00  «33  —  «0  3  "+"  «01  «23 —  «02  «31- 

28.  Un  calcul  analogue  au  précédent  permet  de 
trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
fju'une  quadrique  (Q)  appartienne  au  complexe  (^)  (K//) 
d'équation />o3  +  'y>«2  =  o.  On  doit  écrire  que  si  l'équa- 
tion W  :=  o  est  satisfaite  pour  six  nombres  /? /a,  elle  l'est 

égalementpour /?oi,/?23,/?o2,/>3M  —  '^^12, ^  et  l'on 

trouve  les  relations  suivantes  : 

«M  «22—  «12  =   /iH«00«33—  «03)^ 
«01  «12—  «02  «Il  +  /i(«00«3)  —  «01  «03)  =   O, 
(P«)  {     «12«23  —  «31«22-+-  ''K«02«33—  «03«23)  =  O, 

«01  «22 «12  «02-^  /i(«00«23 «02  «03  )   =  ^-i 

«31  «22—   «11  «2.!-+-  /i(«03«31 «01  «33  )  =  «i 

(')  On  suppose  n  positif  ou  négatif,  mais  non  nul. 
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qui  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  (Q)  appartienne  au  couiplexe  (K„).  Elles  se  ré- 
duisent pour  /i  =  I  aux  précédentes  (§  27).  Le  discri- 
minant de  la  forme  quadratique  /dont  les  coefficients 
satisfont  aux.  relations  (pn)  est  le  carré  de  la  quantité 

29.  Nous  pouvons  facilement  déduire  de  toute  l'étude 
précédente  le  théorème  que  nous  avions  en  vue  d'éta- 
blir : 

Si  une  quadrique  à  coefficients  entiers  appartient 
à  un  complexe  linéaire  arithmétique  spécial  ou  non, 
son  discriminant  est  carré  par/ait. 

Si  le  complexe  est  spécial,  c'est-à-dire  si  la  qua- 
drique admet  parmi  ses  génératrices  rectilignes  une 
droite  arithmétique,  nous  avons  déjà  établi  cette  pro- 
position (§  2o). 

S'il  est  non  spécial,  soit  n  son  invariant,  il  existe 
une  substitution  arithmétique  du  premier  degré  le 
changeant  en  (K.ft)  et  changeant  la  quadrique  en  une 
autre  de  même  discriminant  et  appartenant  à  (Kn).  Le 
discriminant  de  celle-ci  étant  nécessairement  carré 
parfait,  la  proposition  est  établie. 

On  peut  ne  faire  appel  qu'à  l'équivalence  dans  une 
substitution  arithmétique  de  degré  n  de  tout  complexe 
d'invariant  n  au  complexe  (K,)  (§  13).  En  elfet,  si  la 
quadrifjuc  (Q)  de  discriminant  A  appartient  à  un 
complexe  arithmétique  (R)  d'invariant  /i,  la  substi- 
tution (S)  de  degré  n  changeant  (K)  en  (Ivi)  change 
(Q)  en  une  quadrique  (Q')  d'équation  J'=  o,  f  étant 
la  transfoiinée  de  la  forme  y  premier  membre  de  l'équa- 
tion (le  (Q)  par  (S).  Le  discriminant  n- \  de  J'  est 
carré  parfait  (^  27).  A  devant  être  entier  est  nécessai- 
ment  carré  parfait. 
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30.  Les  formes  quadratiques  y,  en  désignant  ainsi 
les  premiers  membres  des  équations  des  quadriques 
appartenant  à  un  complexe  arithmétique,  sont  donc  des 
formes  très  particulières,  puisque  leur  discriminant  est 
carré  parfait.  Cependant,  une  qiiadrique  appartient  à 
des  complexes  linéaires  en  nombre  égal  à  celui  des 
points  d'un  plan,  si  nous  assujettissons  ses  coefficients 
à  être  rationnels,  il  semble  bien  qu'il  y  ait  beaucoup  de 
chances  pour  que,  parmi  cette  infinité  de  complexes,  il 
y  en  ait  un  à  coefficients  rationnels.  Il  n'en  est  rien  et 
les  quadriques  appartenant  à  un  complexe  arithmétique 
sont  exceptionnelles  ;  les  formes  /constituent  une  classe 
remarquable  mais  très  spéciale  de  formes  quadratiques 
à  quatre  indéterminées  (  ^  ). 

L'extension  à  la  théorie  des  formes  de  l'équivalence, 
entendue  au  sens  de  cette  Note,  conduit  à  la  réduction 
des  formes/*,  mais  si  l'on  ne  veut  pas  sortir  du  domaine 
des  quantités  rationnelles  (droites  et  complexes  arith- 
métiques, etc.),  on  ne  peut  pas  aborder  l'étude  des 
formes  dont  le  discriminant  n'est  pas  carré  parfait. 

3L  On  peut  poursuivre  l'étude  arithmétique  de 
l'espace  réglé  d'après  les  principes  qui  nous  ont  guidé 
dans  l'étude  du  complexe  arithmétique.  Les  congruences 
arithmétiques  (système  à  deux  termes  dont  les  deux 
complexes  de  base  sont  arithmétiques)  donnent  des 
résultats  simples  et  intéressants  par  leur  liaison  avec  la 
théorie  des  foimes  binaires,  en  même  temps  leurs 
directrices  introduisent  des  droites  dont  les  six  coor- 
données sont  des  nombres  algébriques  d'un  même  corps. 


(')  Cette  proposition  a  été  signalée  incidemment  aux  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  {Sur  une  classe  de  formes 
quadratiques  liées  à  la  transformation  des  fonctions  abélienneSy 
5  février  191 2)  et  est  sans  doute  nouvelle. 


(    201     ) 

Les  systèmes  à  trois  termes  arithmétiques  sont  une 
nouvelle  façon  de  concevoir  les  quadriques  / r=:  o  et 
l'équivalence  des  formes  y  ;  nous  ne  pouvons  y  insister. 
Enfin,  ce  que  nous  faisons  dans  le  domaine  des  entiers 
ordinaires  peut  être  repris  dans  un  corps  algébrique 
quelconque,  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  ces  études 
sont  surtout  intéressantes  par  leurs  applications  et  c'est 
pourquoi  nous  nous  limitons  à  des  propositions,  parce 
qu'elles  ont  aujourd'hui  leur  place  marquée  dans  une 
introduction  à  l'étude  des  transformations  abéliennes, 
des  fonctions  abéliennes  ordinaires  et  singulières  et  des 
formes  abéliennes. 


[05aJ  et  [C2g] 

SIU  LES  APPLICATIONS  (lÉOMÉTRKJllES  DES  INTÉGRALES 

ClIRVILIGlXES 

(SECONDK    note); 

Par    m.    a.    BUHL. 


1.  Considérons  le  volume  appelé  U^  dans  mes  pré- 
cédents travaux,  volume  classique  compris  dans  un 
cylindre  de  génératrices  parallèles  à  Oc,  limité  infé- 
rieurement  par  le  plan  0.ry  et  supérieurement  par  une 
cloison  S  découpée  dans  une  certaine  surface 

Je  me  propose  de  montrer  ici  que,  si  In  surface  S  est 
la  surface  intégrale  de  certaines  équations  aux  dérivées 
partielles  mises  sous  forme  convenable,  le  volume  Uj, 
(jui  est  d'ordinaire   une   intégrale  double,   [)eut    s'ex- 
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primer  au  moyen  d'une  intégrale  de  ligne  attachée  au 
contour  S  de  la  cloison  S.  Cela  d'une  manière  pratique 
et  intéressante  qui  constitue  une  application  nouvelle 
de  la  formule  de  Stokes. 

Je  commence   par  rappeler  que  j'écris    d'ordinaire 
la  formule  de  Stokes  sous  la  forme  symbolique 


i 


P  dx  -^  Q  dy  -i-  R  dz  = 


-F 

—  (l 

-h  j 

à 

à 

â 

dx 

ôy 

'âz 

P 

Q 

R 

dx  dy. 


Ceci  posé,   soit  une  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre 


0  = 


-P  —9  +' 

d  â  â 

dx  dy  ôz 

P  Q  R 


—  *(^v7,2)  =  o, 


où  p  el  q  sont,  suivant  l'usage,  les  dérivées  partielles 
de  la  fonction  inconnue  z.  Quant  à  P,  Q,  R,  ce  sont, 
comme  $,  des  fonctions  quelconques  de  ^,  y,  z. 

Il  est  clair  (jue  si  la  cloison  S  est  découpée  sur  une 
surface  intégrale  de  0  =  o  on  a  identiquement 

I     I   Q  dx  dy  =  o. 

D'autre  pari,  en  vertu  de  la  formule  de  Stokes,  cette 
égalité  peut  s'écrire 

(')        /  /  ^{x,y,z)dxdy  =   f  P  dx -h  Qdy-^Rdz. 

Tel  est  le  résultat  très  simple  sur  lequel  est  bâti  tout 
ce  qui  suit.  On  voit  qu'il  y  a  des  intégrales  doubles  ^ 
attachées  à  des  surfaces  S    intégrales  de   V équa- 
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tion  0  =  0,  qui  s^ expriment  immédiatement  par  une 
intégrale  de  ligne. 

En  particulier,  supposons  que  la  fonction  arbitraire  ^ 
se  réduise  à  z.  Alors  le  premier  membre  de  (^1)  repré- 
sentera le  volume  U^;  et  l'on  aura 


U 


-=    f  Pcix-i-qdy-r-Rdz. 


2.   Continuons  à  prendre  <I)  =  ^  et  demandons-nous 
si  toute  équation 

(2)  pF  -^qG=U, 

où  F,  G,  H  sont  des  fonctions  quelconques  de  x^y^  z, 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


(3) 


d       à       d 

Ox        dy        ôz 
P         Q         R 


-5  =  0. 


Si  l'on  multiplie  (2)  par  un  facteur  p.,  ridenlifîcation 
donne 


dy         dz         ^ 


(4) 


JP        dK 


dz 

dq 


dx 


=  [^G, 


dx         dy 


Or,  ces  relations  [)ermettent  de  déterminer  P,  Q,  R 
si  jji.  satisfait  préalablement  à  l'équation 


(5) 


d{ix¥)       d(ixG)       d(ix}\) 


dx 


dy 


Oz 


-h  I  =  o. 


Il  V  a  une  analogie  de  forme  très  manifeste  entre  cette 
équation   et   celle    d'où    dé[)end    le    multiplicateur   de 
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Jacobi  de  (2).  L'équation  du  multiplicateur  ne  difî'ère 
de  (5)  que  par  l'absence,  dans  le  premier  membre,  du 
terme  -l-  i . 

Imaginons  donc  que  l'on  tire  ^a  de  (5)  [ce  qui 
demande  des  calculs  d'intégration  qui  sont  déjà  presqne 
complètement  effectués  quand  on  intègre  (2)]  puis 
ensuite  P,  Q,  R  des  équations  (4),  et  finalement  on 
aura  l'expression  de  U,  donnée  à  la  fin  du  para- 
gnaphe  précédent.  Il  ne  reste  plus  qu'à  montrer,  sur 
des  exemples,  que  ces  expressions  de  U^  sont  inté- 
ressantes. [Cf.  Atti  délia  Accademia  di  Torino, 
t.  XXXII,  1897,  P-  %.  (Lettre  de  M.  E.  Picard  à 
M.  V.  ^ohern..)] 

3.  Premier  exemple,  —  Considérons  les  surfaces 
dont  le  plan  tangent  en  M{x,y,  z)  coupe  Oz  en  un 
ponnTteUpie  01:=.  mz.  Ce  sont  des  cas  particuliers 
des  surfaces  de  M.  Jamet  pour  lesquelles  OT  est  une 
fonclion  quelconque  de  z',  ici  m  est  une  constante. 

On  a  réijuation  aux  dérivées  partielles 

(^^)  P^  -^qy  =  {\~în)z 

qui  donne  immédiatement  pour  intégrale  générale 

(7)  zyn-i^ffZY 

/étant  une  fonction  arbitraire.  Donc  ici  nous  avons 

r  =  .r,         G  =  r,  H  =  (i-m)^ 

et  l'équation  (5)  devient 


ox 


Pour  tirer  ^  de    celle-ci,   il  faut  d'abord  écrire  les 
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équations  différentielles  ordinaires 

dx  _  dy  _         dz         _  d]x 

X    ~  y         (  1  —  in)z        \x(  m  —  3  )  —  i 

Oi-,  c'est  ici  le  moment  d'attribuer  toute  son  impor- 
tance à  la  remarque  mise  enlre  crochets  au  paragraphe 
précédent.  Ces  équations  différentielles,  au  dernier 
membre  près,  sont  celles  qu'il  a  fallu  écrire  pour  inté- 
grer (6).  Pour  obtenir  p.  il  n'y  a  donc  cju'à  poursuivre 
un  calcul  déjà  très  avancé,  ce  qui  en  vaut  bien  la  peine 
si  nous  obtenons  ainsi  une  remarquable  formule  de 
cubatuie  pour  des  volumes  attachés  aux  surfaces  (7) 
intégrales  de  l'équation  (6). 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe  on  peut  prendre  simple- 
ment 

!'•  ""  ,n  — 3  ' 

Certes,  on  pourrait  introduire  dans  \x  une  fonction 
arbitraire,  mais  sans  bénéfice  pour  la  généralité,  car 
celte  fonction  arbitraire  ne  figurerait  (inalement  que 
dans  des  différentielles  exactes  figurant  elles-mêmes 
dans  des  intégrales  de  ligne  fermée,  d'où  des  termes 
identiquement  nuls. 

On  peut  tirer  maintenant  des  formules  (4) 


m  —  3  ni  —  3 

et  l'on  obtient  finalement 
(8;  U^=- I  z(xdy-ydx). 

Telle  est  l'expression  du  volume  U^  attaché  à  une 
cloison  faisant  partie  d'une  surface  du  Ivpe  (-). 

4.   Comme  vérification   partielle  dr   la   formule  (8) 
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on  peut  facilement  employer  cette  formule  à  Tévalua- 
tion  de  quelque  volume  simple  dont  l'expression  serait 
connue  à  l'avance. 

D'abord,  dans  les  surfaces  (^),  pour  m  =  o,  on  peut 
comprendre  les  plans 

z  =  ce  tanga, 

OÙ  a  est  un  angle  donné.  D'autre  part,  dans  le 
plan  Oxy^  considérons  le  cercle 

X  —  a  =  R  coscp,         j^^  =  R  sincp 

qui  sert  de  base  à  un  cylindre  droit  limité  supérieure- 
ment par  le  plan  précédent. 

Il  suffit  de  faire  la  figure  pour  y  voir  immédiatement 
que  le  volume  compris  dans  ce  cylindre  est  7rR^« tanga. 
Et  l'application  de  la  formule  (8)  conduit  au  même 
résultat. 

5.  Remarques  sur  un  cas  singulier.  —  La  (or- 
mule  (8),  obtenue  au  n°  3,  ne  conserve  point  sa  forme 
si  m  =  3.  Dans  ce  cas,  l'équation  (7)  montre  qu'il 
s'agit  des  surfaces 

(9)  ^y'-=f{Ç)- 

L'équation  diflérentielle  qui  déterminait  \k  est  à  rem- 
placer par 


d'où 


^^    —    ri 

1Z 


I , 


Alors  les  seconds  membres  des  équations  (4)  de- 
viennent respectivement 


^.,-.,       y 


-\o^z,         — log^,  z  —  z\o^z, 

1  '2 
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€t  l'on  a 

P^_Z(^log2_s),  q  =  -^(z\o^z  —  z),  R=o; 

d'où 

\j-z=  -    I  (zlog5  —  z){ydx  —  X  df). 

Mais 

z{ydx-xdy)=j{^yii^^ 

€t,  à  ce  terme  qui  est  une  différentielle  exacte,  doit 
correspondre,  dans  l'intégrale  précédente,  un  terme 
nul.  Finalement 

(lo)  [].=  -    I  z\o^z{  y  dx  —  X  dy). 

N'aiirait-on  pas  pu,  sans  recommencer  le  raisonne- 
ment, déduire  cette  formule  de (8)  en  faisant  tendre  tn 
vers  3?  Il  est  fort  curieux  de  remarquer  que  la  chose 
est  possible  et  peut  résulter  d'une  application  de  la 
règle  de  l'Hospital  dans  une  circonstance  où  il  ne  serait 
peut-être  pas  toujours  prudent  de  l'appliquer  sans 
précautions. 

Le    second   membre  de  (8),   pour   m  ^=  3,   est  une 

expression  de  la  (orme  o  :  o.  car  l'intégr.ile  porte  alors 

sur  l'expression 

./y\3^dy—ydx 


X  y- 


<pii   esi    une  dilférentielle  exacte.  Reprenons   donc   le 
second  membre  de  (8)  en  récrivant 

Il  y  a  bien  là  un  lapport  de  deux  expressions  en  m  : 
remplaçant  les  deux  termes  du  lapport  p:ir  l('ur>  d»  rl- 
Ann.  de  Matkémat,,  .'i'' »éric,  i     Mil.  (Juin  i(ji3.)  \~ 
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vées  prises  par*  rapport  à  /?z,  il  vient 

ce  qui  est  déterminé  quand  m  tend  vers  3.  D'après  (9) 

lo8j=ilog/(|)-^logz. 

et,  en  supprimant  encore  les  dififérentielles  exactes  qui 
s'introduisent  sous  le  signe  somme,  notre  dernière  inté- 
grale redonne  exactement  la  forme  (10)  de  U^. 

6.  Deuxième  exemple.  —  Soient  maintenant  les 
surfaces  telles  que  la  normale  et  l'ordonnée  d'un 
point  ^\.(^x,  y^  z)  coupent  le  plan  Oxy  en  des  points  JN 
et  P  tels  que  le  triangle  ONP  ait  une  aire  constante. 
Si  A-  désigne  le  double  de  cette  aire  triangulaire,  ces 
surfaces  ont  pour  équation  aux  dérivées  partielles 

z{py  —  q  x)  =  k^. 

Elles  rentrent,  comme  cas  particulier,  dans  d'autres 
surfaces  que  j'ai  déjà  étudiées  dans  mes  JNotes  Sur  les 
surfaces  dont  les  lignes  asymptoiiques  se  déter- 
minent par  quadratures  {Nouvelles  Annales.,  19^8, 

19095  1910). 

Ici,  remarquons  simplement  qu'on  a  une  généralisa- 
tion des  surfaces  de  révolution,  ces  dernières  cor- 
respondant à  /c=:o. 

On  intègre  très  facilement  l'équation  précédente; 
l'intégrale  générale,  avec   la  fonction  arbitraire/,  est 

Nous  avons  ensuite 

F=r,         G=-x,         H  =  - 
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el  l'équation  (5)  est  ici 


d^L  d<x        Â-2  dix        A-2 

-^  àx  ôy         z   àz        z^  ' 


Il  sufiit  d'en  tirer 


^2 


et  les  formules  (4)  donnent  ensuite 


Donc 

(i2)  {].=  -^  j^z^xdx-^ydf). 

Telle  est  l'e\[)ression  du  volume  CJ^  atlaclié  à  une 
cloison  faisant  partie  d'une  surface  du  type  (i  i). 

7.  Cas  singulier,  —  Si  les  surfaces  (ii)  donnent 
manifestement  les  surfaces  de  révolution  pour  k  =:  o 
il  semble,  au  premier  abord,  que  la  formule  de  cuba- 
ture  (12)  ne  puisse  plus  être  appliquée  à  ce  cas. 
La  difficulté  est  complètement  analogue  à  celle  du 
[)aragraphe  o. 

Récrivons  le  second  membre  de  (12)  sous  la  forme 


I 
Jk 


3 
I    /     /^•^''"^/^)  —  2/1-2  arc  tang—       (xdx-hydy). 


Pour  A"  =  o,  l'expression  sous  le  signe  somme  devient 
une  diflerentielle  exacte  et,  par  suite,  le  tout  prend  la 
forme  0:0.  Applicjuons  encore  la  règle  de  l'Hospilal 
el  nous  aurons 

i 
—  /    /(x^-Hjî;  — ^A'arctang—      li\vclain^^  —  j{xdx-hydy). 
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ce  qui,  pour  k  =  o,  donne 

(i3)  U-  =  —  /  z  (arc  iang—  ](cv  dx  -^y  ^*y)- 

Or,  c'est  bien  là  une  formule  de  cubalure  relative 
aux  surfaces  de  révolution,  car,  en  coordonnées  semi- 
polaires,  elle  s'écrit 


Vz  =  —       zOrdr 


et  est  alors  susceptible  d'une  vérification  immédiate. 

On  voit  que  des  formules  de  cubature  jugées  très 
simples,  telles  (i3),  peuvent  être  considérées  comme 
cas  limites  de  formules  plus  sim|)les  encore, 
telles  (12). 

8.  Remaïqiie  sur  les  fonctions  de  ligne.  —  Il  est 
facile  de  raltacher  ce  qui  précède,  et  mieux  encore  les 
résultats  de  ma  première  Note,  à  la  notion  âe  fonclion 
de  ligne  si  brillamment  développée  et  utilisée  par 
M.  Vito  Volterra. 

Ainsi,  avec  les  volumes  U^  j'ai  considéré  aussi  U^- 
et  Uj,  volumes  analogues  limités  par  des  cvlindres  de 
génératrices  respectivement  parallèles  à  O^  et  Oy. 

Quand  ces  trois  volumes  sont  attachés  à  une  même 
cloison  S  de  contour  2,  on  a 

U^  —  U^.  =   /  xy  dz, 
Uy  —  U~  =   /  yz  dx, 
Uz  —  U.t:=   /  zx  dy. 
Evidemment,  ces  diflerences  de  volumes  ne  dépen- 
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dent  que  de  la  li^ne  fermée  2;  ce  sont  des  fonctions 
de  celte  ligne.  Et  elles  sont  bien  exprimées,  comme 
le  fait  M.  Volterra,  par  des  intégrales  de  ligne  qui, 
dans  le  cas  précédent,  sont  des  cas  très  particuliers  de 
celle  qui  figure  dans  la  formule  de  Stokes. 

On  pourrait  faire  des  remarques  analogues  pour 
toutes  les  dilTérences  de  volumes  considérées  dans  ma 
première  Note  et,  plus  généralement,  dans  mon  Mé- 
moire Sur  les  applications  géométriques  de  la  for- 
mule de  Stokes  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse^  'O^o)- 

Dans  ce  qui  précède  les  choses  sont  un  peu  plus 
particularisées.  Les  volumes  Uz  considérés  maintenant 
ne  sont  plus  fonctions  d'une  ligne  absolument  quel- 
conque, mais  d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  inté- 
grale d'une  équation  aux  dérivées  partielles. 

Dans  les  deux  cas  on  peut  imaginer  que  la  ligne  est 
représentée  par  des  équations  telles  que 

f{x,  y)  =  o,  z  =  P{x,y). 

La  fonction  F  se  particularise  dans  le  second  cas, 
mais  en  dépendant  toujours  d'une  fonction  arbitraire. 

9.  A  propos  de  la  Note  [)récédente  et  particulière- 
ment de  son  paragraphe  4,  reprenons  la  demi -boucle 
sphérique  de  la  courbe  de  Viviani.  Nous  avons  calculé 
les  volumes  U^,  U^,  Vz  correspondants,  volumes  qui, 
retranchés  du  huitième  de  sphère,  donnent  les  excès 

i2K3,         -K3,  -R3. 

45  4  5  4*) 

Or  ces  trois  nouveaux  volumes  ont  une  somme  exacte- 
ment égale  à  R^  Ce  résultat,  qu'il  est  intéressant  de 
mentionner  on  passant,  peut  aller  avec  les  théorèmes 
de  rationalité  do  Viviani.    Il   a  été   remarqué   par  l'un 
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de  mes  élèves  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse, 
M.  A.  Sorano. 

10.  Généralisations.  —  Les  généralisations  de  ce  qui 
précède  sont  aisées  à  apercevoir,  mais  elles  sont  moins 
élémentaires.  Je  me  borne  donc  ici  à  les  indiquer  en 
quelques  mots. 

Supposons  que,  dans  l'équalion  0  =  o  du  para- 
graphe 1,  on  introduise  p  el  q  dans  la  fonction  <ï>. 
Admettons  même,  pour  prendre  un  exemple  particu- 
lièrement élégant,  que 

*  =  y/l  +/?2h-  ^2. 

Nous  pourrions  former  ainsi  des  équations  aux  déri- 
vées partielles,  sur  les  surfaces  intégrales  desquelles 
on  pourrait  prendre  des  cloisons  dont  l'aire  gauche 
s'exprimerait  immédiatement  par  une  intégrale  attachée 
au  contour  de  celte  cloison. 

On  pourrait  également  partir  non  de  la  formule 
de  Stokes  ordinaire,  mais  d'extensions  de  cette  formule 
où  figureraient  les  dérivées  partielles  p^  q^  /',  5,  ^,  . . ., 
si  bien  qu'on  pourrait  chercher,  pour  des  équations 
de  formes  très  quelconques,  des  résultats  analogues 
à  ceux  obtenus  ici  pour  l'équation  linéaire  du  premier 
ordre. 


[0'6k] 

SIR  LA  DÉFORMATIO\  INFINIMENT  PETITE  DES  SIRFACES 
RÉGLÉES  A  PL\N  DIRECTEUR; 

Par  m.  E.  GUILLEMAIN,  à  Glermont-Fenand. 


Je  me   propose    de    résumer    ici   quelques  résultats 
obtenus  en  étudiant  la  déformation  infiniment  petite 


I 


(  263  ) 

des  surfaces  réglées  à  plan  directeur,  en  renvoyant 
lorsque  les  démonstrations  seront  analogues,  au  Mé- 
moire de  M.  Haag,  trailant  le  cas  des  surfaces  réglées 
quelconques,  et  paru  aux  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiq  ues . 

1.  Je  partirai  des  formules  de  Lelieuvre  (voir  Mé- 
moire cité  §  1  )  :  dans  le  cas  à  étudier,  je  prendrai  le  plan 
des  xy  parallèles  aux  génératrices  (G)  de  la  surface  (S). 
Un  point  quelconque  M  de  la  surface  sera  défini  par 
l'angle  polaire  a  de  la  projection  (g)  de  (G)  sur  xOy 
el  par  un  deuxième  paramètre  ^. 

Par  l'origine,  menons  une  parallèle  OX  à  la  normale 
au  point  M  de  (S);  8,,  O^,  83  seront  les  coordonnées 
d'un  point  P  de  OX,  et  si  l'on  désigne  par  \  et  -ji.  deux 
fonctions  de  a,  5,  on  voit  facilement  qu'on  a 

61  =  —  À  sin  a, 

62  =  À  cosa, 

D'autre  part,  on  sait  que  9, ,  Oo,  O3  vérifient  une  équation 
aux  dérivées  partielles  de  la  forme 

Écrivons  cette  condition  pour9|  et  80,  on  ol)tient 

sui  a     - — —  —  K  A     -+-  cosa  -7-  =  o, 
cosa  (  - — -7-  —  Ka     —  sina-—  =  o. 

Le  système  (2),  considéré  comme  système  d'équations 
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homogènes,  admet  comme  solution 

(3)  <         . 

La  première  équation  (3)  nous  donne  A=:y(a),  nous 
poserons  \  =  —  R;  l'autre,  comme  \  n'est  pas  nul, 
montre  que  l'on  a  K  =  o. 

En  écrivant  que  83  vérifie  (1),  on  obtient 

S  et  T  étant  respectivement  des  fonctions  de  a  et  de  3, 
un  raisonnement  très  simple  montre  que  T  ne  peut  ni 
être  nul,  ni  être  constant,  sans  quoi  (S)  serait  dévelop- 
pable,  on  peut  donc,  par  un  changement  convenable 
de  paramètres,  prendre  T  =  [^,  et  l'on  aura 

^  Oi  =       R  sin  a, 

(4)  62=—  Rcosa, 

f  63=       S-t-  (3. 

Portant  ces  valeurs  dans  les  formules  de  Lelieuvre,  on 
obtient,  pour  la  surface  (S),  les  équations  suivantes  : 

X  =  R(S  -+-  (3)  cosa  —  2  /  S'R  cosa  dd, 

(5)  (5)    j  JK  =  R(S  +  ^)sina  — 2  Ts'Rsinarfot, 

f    z  =  Trs  dy.. 

La  surface  (S,)  qui  lui  correspondra  avec  orthogonalilé 
des  éléments  s'obtiendra  en  prenant 

w  =  A  4-B, 
A.   et   B  étant  respectivement   des    fonctions   de  a   et 


de  3  : 


(Si)    (0) 
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r,  =  —  (A  H-  B)  R  sina  -h  2   /  A'R  sina  «/a, 

Xi=       (A -h  B)  R  cosa  —  2   /  A'Rcosa<ia, 

5i=-(A-hB)S 

+  (A  — B)3-H2  fBd^  -f-  2  fsk'dct. 

On   peut  d'ailleurs  se    débarrasser   de    la    quadrature 
/  Bdp  en  posant 

B  =  B, . 

Les  formules  (5)  montrent  que,  si  l'on  change  ^  en 
p-hC,  C  étant  une  constante,  il  suffit  de  modifier  S 
pour  avoir  la  même  surface.  De  même,  si  l'on  rem- 
place |îi  par  Gp,  il  suffit  de  multiplier  les  fonctions  R 
et  S  par  C  pour  avoir  une  surface  homothélique  de  (S) 
dans  le  rapport  G- ;  donc,  on  pourra^  sans  changer  la 
nature  de  (S)  dans  les  calculs  ultérieurs,  remplacer 
une  expression  de  la  forme  Gp  -+-  D  par  p. 

Les  formules  (5)  donnent  immédiatement  certaines 
propriétés  de  (S).  Ainsi,  si  rn  désigne  le  paramètre  de 
distribution  en  un  point,  on  aura,  au  signe  près, 

m  =    —r-    =    li^. 

da 

Donc^  les  surfaces  telles  que  leur  paramètre  de  dis- 
tribution soit  constant^  seront  données  en  prenant 
pour  l\  une  constante. 

Des  é(juations  (5)  on  déduit  facilement  le  théorème 
suivant  :  1-e  se  fument  intercepté  par  deux  lignes 
asymptotiques  quelconques  sur  une  génératrice 
variable  est  proportionnel  à  la  racine  carrée  du 
paramétre  de  distribution. 


(  266  ) 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  ligne  de  striction 
s'obtiendront  en  remarquant  qu'en  ce  point  le  plan 
tangent  à  la  surface  (S)  est  parallèle  à  Oz.  Donc 

1)3=  o         ou         s  -f-  ^  =  o. 
Ce  qui  donnera  comme  équations  de  (L)  : 


(7) 


Pouj'  que  la  ligne  de  striction  (L)  soit  en  même 
temps  ligne  asymptotique^  il  faudra  qu^  on  ait 

S  =  const. 

Dans  ce  cas,  les  surfaces  (S)  correspondantes  seront 
des  conoïdes  droits. 
Si  l'on  pose 

on  sait  qu'on  a  {voir  Mémoire  cité  §  6) 

p2=_RR,  et  p2  =  dZT, 

R  et  R,  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux 
au  point  M  de  (S)  et  t  désignant  le  rayon  de  torsion  de 
la  ligne  asymptotique  passant  par  M.  Les  formules  (5) 
permettent,  en  suivant  une  méthode  analogue  à  celle 
adoptée  par  M.  Haag  dans  son  Mémoire,  de  vérifier 
toutes  ces  propriétés,  et  donnent  en  particulier 

p2  =  — T. 

Si  l'on  désigne  par  h  la  distance  Mo  M  d'un  point  M 
de  (G)  au  point  central,  on  retrouve  la  formule  donnée 


dans  le  cas  général 
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/l2-h  w'^  =  rT37, 


qui  permet  de  construire  le  rajon  de  torsion  en  un 
point  d'une  ligne  asjmptotique  jB. 

Etude  de  Si.  —  Les  propriétés  de  (S,  ),  qui  semblent 
intéressantes,  sont  relatives  aux  lignes  (a).  A  priori^ 
celles-ci  doivent  êlre  planes  et  le  plan  de  chacune 
d'elles  esl  perpendiculaire  à  la  génératrice  correspon- 
dante de  (S).  En  effet,  si  l'on  pose 

2  /  A'  R  sin  CL  di  =  u^         —  2  /  A'  R  cos  a  <^a  =  p, 

2   f  X'KdoL=  IV, 
on  obtient 

(8)  {x^ — u)  cos  1 -{- { y  ^ — p)sina  =  o. 

Lorsque  a  varie,  le  plan  représenté  par  (8)  enveloppe 
un  cvlindre  parallèle  à  O-S,  et  dont  l'équation  ne 
dépend  que  d'une  fonction  arbitraire  A  lorsque  la  sur- 
face (S)  est  choisie;  voyons  si  l'on  peut  déterminer  A 
de  façon  à  faire  coïncider  ce  cylindre  avec  un  cylindre 
arbitraire  parallèle  à  O^. 
Il  faut  qu'on  ait 

(9)  M  cosa  H- (^  sina  =/?, 

p  étant  la  fonction  définissant  le  cylindre   arbitraire. 
En  dérivant  deux  fois  la  relation  (9),  on  lire 

2RA'=-(/>-H/>")  =  p, 

p  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  base  du  cylindre 
donné;  donc  se  donner  la  développable^  c'est  se 
donner  la  fonction  h!  et  par  suite  A  à  une  cons- 
tante près  qu'on  peut  faire  rentrer  dans  B. 
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Je  disque  si  une  ligne  particulière  (a)  est  une 
droite^  il  en  est  de  même  pour  toutes  les  autres  et  (S) 
est  développât  le. 

Pour  cela,  cherchons  l'équation  d'une  ligne  (a)  dans 
son  plan.  On  trouve 

X  =  R(A  +  B), 

Z  =  -(A-4-B)S  +  (A  — B)P-h2  fBd^-^1  TsAVa. 

Exprimant  que  le  coefficient  angulaire  est  constant 

_lVfS-i-B)-+- Â -+-B       ^ 
^ WT\ =  ^' 

D'oij,  après  intégration 

B  =  Xp  +  [jL, 
X  et  'j.  constants. 

D'après  ce  qu'on  a  vu,  on  peut  prendre  tout  simple- 
ment B  =r  [i. 

I^es  équations  de  (Si)  deviennent  alors 


X[=  —  (A-|-(3)R  sin  a  -h  u^ 
yi=       (  A -h  p»)R  cosa  +  p, 
2,=_(A-|-|3;S-i-A[:J-4-(v. 

Sous  cette  forme,  on  voit  manifestement  que  (  S»)  est 
réglée. 

En  cherchant  si  les  lignes  (a)  admettent  une  enve- 
loppe, on  trouve  que  (S,  )  est  développable  et  que  son 
arête  de  rebroussement  a  comme  équations 


X  =  1  I  SA'  sin  a  da, 
y= — 2  /  SA'cosa<^a, 
z=       ^iTsA'^a  — A2 
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Surface  (2).  — Les  coordonnées  du  point  P  de  (2), 
homologue  du  point  M,  sont 


(lo) 


X  =  ^4-SRcosa  — 


Y  =  ri^SRsina  — 


Rcosar(A-B)^-}-2   f  H  dQ> -i-  tpl  +  (S  +  P)p 


A-f-  B 


n  sïnoLÏ(\  —  B)^-i-i  1  B  d^j-^w~\  —  {S^3)ii 


B 


p  sin  y.  -j-  Il  cosa 
^  =  ^-^  X—B ^' 


si,  dans  les  formules  (lo),   on  fait  B=  ^  les  équations 
de  (S)  deviennent 

(RA  cosa  H-  p)  p  -t-  R  cos  -xit  -i-  S  p 


X  =  ^  -4-  SRcosa  — 
Y  =  r|  -+-  SR  sina  — 


A 


{il  —  RA  sin  a)  (3  —  ii^  —  R  (p  sin  a 


z  =  c  + 


R(f  sin  a  h-  u  cosa) 


A-^  ^ 


Si  l'on  coupe  par  un  plan  quelconque,  on  obtient  une 
équation  du  premier  degré  en  P;  donc  les  lignes 
a  =  const.  sont  des  droites,  et  (ç)  est  loglée. 

Si  dans  les  ibrmules  (lo)  on  fait  A=  o,  les  équations 
de  (2) sont 

t  Cb  d'^ 


X  -.  f -i-  Rcosa     S-+-  p  — 


B 


Y  = 


T,  H-  R  sin  a  I  S  +  ^ 


1  fBd^ 


B 


On  voit  que  le  point  P  de  (S)  coïncide  avec  le  point  M' 
de  (S)  obtenu  en  prenant 


a  =  a 

'2 


^'=P- 


>.  fBd^ 


B 
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par  conséquent,  pour  A  =  o,  (2)  coïncide  avec  (S)  et, 
par  conséquent,  est  réglée, 

Récipioquement,  on  démontre  que  si  (2)  est  réglée, 
on  se  trouve  dans  un  des  deux  cas  examinés  {voir 
Haag,  Mémoire  §  8). 

Congruence  G.  —  Pour  étudier  les  congruences  (G) 
dans  le  cas  particulier  des  surfaces  réglées  à  plan  di- 
recteur, nous  emploierons  la  méthode  indiquée  par 
M.  Haag  (Mémoire  cité  §  12),  méthode  basée  sur  ce 
que  la  droite  MP,  quand  p  varie  seul,  décrit  une  qua- 
drique,  et  que,  si  l'on  fait  ensuite  varier  a,  cette  qua- 
drique  touche  son  enveloppe,  suivant  les  quatre  côtés 
d'un  quadrilatère  gauche,  qui  sont  D,  D,,  d^  d^^  car 
la  méthode,  consistant  à  associer  aune  surface  (S)  une 
surface  (S<)  [voir  Mémoire  §  10)  donne  lieu  à  des  cal- 
culs très  compliqués  et  dissymétriques,  dans  le  cas 
actuel. 

Parlons  de  la  surface  (S)  donnée  par  les  équa- 
tions (5),  et  cherchons  l'équation  d'une  quadrique  (Q), 
se  raccordant  à  (S)  le  long  d'une  génératrice  (D),  et 
contenant  deux  tangentes  asymptotiques  d^  d^.  JNous 
écrirons  ensuite  que  (Q)  touche  son  enveloppe  suivant 
ces  deux  droites. 

Les  équations  de  D  sont 

,^,      ^  (  P  =  RsinafX  — ^)  — Rcosa(Y  — 7))  =  o, 

(Dj     (u)  V  i/         . 

La  tangente  asymptotique  (y>),   au  point  M  se  trouve 
dans  le  plan  tangent  en  M  d'équation 

(12)  P_I_(Sh- p)Q  =  o. 

D'autre    part,    un  calcul    simple   montre    que   cetle 


t 
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droite  est  perpendiculaire  à  la  direction  définie  par 

R  cosa -4- R' sin  a,     Rsina — R'cosa,     S'. 

Une  deuxième  équation  de  [d)  sera  donc 

(R  cosa  -i-  R'sina)  (X  —  x) 

-H  (Rsina— R'cosa)  (Y  —  jk)  4- S'(Z  —  z)  =  o 

que  nous  écrirons 

M  +  S'Q  — R2(S-h!i)  =  o. 
En  posant 

M  =  (X  — ^)(R  cosa-f-  R'sina)— ;(  Y  — Y))  (Rsina—  R'cosa). 

Les  équations  de  (^d)  seront 

(   P  -f  -  /?i  Q  =  o 

(d)     (i3j  m  =  S-h3, 

celles  de  (<:/,  ) 

(  p  -+-  n  Q  =  o, 


{d,)     (i4) 


M  -h  S'Q  — /iR2=o. 


L'équation  de  la  surface  engendrée  par  les  droites  {d) 
est 

(i4')  II  =  S'A2  4-MQ  +  R2P  =  0; 

c'est  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Pour  former  l'équation  de  la  quadrique  (Q),  remar- 
quons qu'elle  fait  partie  du  faisceau  déterminé  par  le 
paraboloïde  osculateur  (ir)  et  par  le  couple  de  plans 

p-t-mQ  =  o, 
I>  -h  nQ  =  o; 
son  équation  sera 

(i5)     (S)  =  S'Q2H-IVlQ-+-R2p-i-^(P  -f-  mQ;(P-^/tQ)  =  (). 
11  faut  maintenant  supposer  /,  /?i,  n  fonctions  de  a  et 
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chercher  lacaractéristique  de  (Q).  Avant  de  dériver(i5) 
par  rapport  à  a,  remarquons  qu'on  a 

(.6)  £!:=M,    ^=-R^    f  =  5p  +  2£m  +  .s'r^ 

0%  dcL  c'a  R 

En  posant 

R"       2R'3 
°=-'  +  -R  --rT- 

On    aura     alors,    après    avoir    tenu    compte    des    rela- 
tions (i6), 


T  = 


=  Q  rQS"+8P-f-^Ml  +5tRR'P 

+  ^(P-t-/nQ)[M  +  /i'Q  —  nlV^]  =  o; 

suivant   ensuite    Ja    méthode    indiquée    par    M.    Haag 
(Mémoire  n°  12),  on  voit  qu'on  doit  avoir 

T  =  KS  +  (P  H-mQ)[^(P-+-/iQ)-+-/i(S'Q  +  M  — nR2)] 
ou 

T=K(S'P2-mMQ  +  R2P) 

-^(P-f-7?iQ)[/(P-l-nQ)  +  A(S'Q  +  M  — ;iR2)] 

en  posant 

l  =  g  ^  kt. 

Cette    identité    devant    avoir   lieu   quels   que  soient  P, 

Q,  M. 

En   égalant  les  coefficients  des  termes    semblables, 
nous  obtenons  les  relations  suivantes  : 

2  K' 
(17)  h  =  'it,  t' =  l^  k  =  -r- \-{n  —  ?n)t. 

([8)  S"+  t[iii}i-+-  mn'— S  (/»-h  n)]  =  —-- 

(19)  0 -4- ^(m'-f- /i'— aS')  =  o. 
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Les  relations  (i8)  el(i9)  sont  les  deux  conditions 
nécessaires  el  suffisantes  pour  que  la  quadrique  (G) 
touche  son  enveloppe  suivant  un  quadrilatère  gauche. 
Les  côtés  D,  d^  d^  auront  respectivement  comme 
équations  (i  i),  (i3),  (i4)i  quant  au  côté  (D,),  on 
trouve,  en  suivant  la  marche  employée  dans  le  cas 
général 

1  îi<2P-f-  r^'-f-  ^i-i-fHm-T-/i)|Q  +  2^R2  =  o, 

(D,)     (20)    î    r  .,  R' 

t' iJ-^-^  t^{ni-\-  n) 

I  -\-2t{S' -{-  /nnt)Çl-{-'itM  =  o. 

Examinons  quelques  cas  particuliers  obtenus  en 
assujettissant  le  quadrilatère  (0)  à  remplir  certaines 
conditions. 

Exigeons,  par  exemple,  qu'il  ait  deux  côtés  con- 
fondus, qui  doivent  être  des  côtés  o|)posés.  Si  ce  sont  D 

et  D,,  on  obtient 

t  =  o. 

Dans  ce  cas  (Q)  coïncide  avec  le  paraboloïde  (tt),  les 
relations  (18),  (19)  ne  s'appliquent  plus;  il  faut 
reprendre  les  calculs  directement  en  cherchant  à 
décomposer  l'intersection  de  (t:)  avec  la  fjuadrique 
obtenue  en  déviant  (i40  |>^r  rapport  à  a.  On  trouve 
que  le  quadrilatère  se  compose  des  côtés  D,  D|  con- 
fondus, d'un  côté  (d)  à  l'infini  dans  le  plan  Q  =  o  et 
d'un  quatrième  côté  à  distance  finie  donné  par 

,.0        h(--^)-^-- 

f  8(S'Q-^  M)4-R(2lVS'— S")  =  0 

lni[)osons    au    paraboloïde    (tt)    d'être    équilatèro,    on 

devra  avoir 

S'  =  o         ou         S  =  C. 
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Les    surfaces   (S)   seront   donc   des    conoïdes   droits. 

d'équations 

ar=  R([3-4-C)sina, 

jK  =  R(P+ G)sina, 


=  fn^d^. 


Proposons-nous  de  déterminer  les  surfaces  (S), 
pour  lesquelles  le  paraboloïde  osculateur  (tc),  relatif  à 
chaque  génératrice  a  son  sommet  sur  celte  génératrice. 

11  suffit  d'écrire  que,  si  M  est  le  sommet  cherché,  le 
plan  tangent  en  ce  point  esl  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion de  l'axe.  Cette  direction  est  définie  par 

Q  =  o, 
M  =  o. 

Si  nous  écrivons  que  ces  deux  plans  sont  perpendicu- 
laires au  plan  langent,  on  aura 

S  -4-^  =  0, 
RR'=o. 

La  première  des  équations  (22)  donne  la  valeur  de  ^ 
définissant  le  sommet,  l'autre  donne  R-  =  C. 

Donc,  les  surfaces  pour  lesquelles  le  parabo- 
loïde osculateur  le  long  cVune  génératrice  a  son 
sommet  sur  cette  génératrice  sont  les  surfaces  (S) 
pour  lesquelles  le  paramètre  de  distribution  est 
constant. 

En  particulier,  en  appliquant  à  ces  surfaces  un  théo- 
rème énoncé  précédemment  (p.  4)7  on  voit  que  deux 
lignes  asymptotiques  fixes  déterminent^  sur  une 
génératrice  variable^  des  segments  égaux. 
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[0»2e] 

GÉ\ÉR4LISATI0N  DES  COURBES  DE  RIBAIICOIR; 

Par  m.  ÉiMiLE  TURRIÈRE, 


Dans  son  admirable  Étude  sur  les  élassoïdes  ou 
surfaces  à  courbure  moyenne  nulle (iSSo)j  A.  Piibau- 
cour  fut  amené  à  utiliser  des  courbes  qui  avaient  élé 
considérées  dès  i^i6j3ar  Jean  Bernoulli;  ces  courbes 
planes,  qui  portent  le  nom  de  courbes  de  Ribaucour^ 
sont  définies  par  la  propriélé  suivante  qui  les  caracté- 
rise :  le  rapport  entre  le  rayon  de]courbure  en  un  point 
et  le  segment  de  normale  (limité  au  point  de  départ  et 
à  l'axe  des  ^)  est  un  nombre  constant. 

Je  me  propose  de  définir  et  d'étudier  des  courbes 
])lus  générales,  qui  sont,  par  rapport  aux  courbes  de 
Kibaucour,  ce  que  sont  les  tractrices  circulaires  de 
Morley-Bordoni  à  l'égard  de  la  tractrice  ordinaire. 

Je  considère  un  cercle  fixe  de  centre  O,  origine  des 
coordonnées  et  de  rayon  a.  Je  suppose  que  la  normale 
à  une  courbe  (C)  du  plan,  en  un  quelconque  M  de  ses 
points,  rencontre  la  circonférence  du  cercle  fixe  aux 
deux  points  l^  et  Q,  et  je  pose  la  condition  suivante  : 
le  rapport,  entre  le  rayon  de  courbure  R  de  (C)  en  M 
et  l'un  des  deux  segments  MP  ou  MQ  doit  être  cons- 
tant {jig'  i). 

En  se  reportant  à  une  Thèse  récente  de  M.  L.  Braude, 
Ueber  einige  VeraUgenieinerungen  des  Be griffes 
der  Mannheinischen  Kurve  (Hcidelbcrg,  i()ii).  on 
peut  dire  que  les  courbes  ici  considérées  sont  celles 
dont  une  développée  imparfaite  est  un  cercle. 
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1.  Tout  d'abord,  il  y  a  lieu  de  s'occuper  du  cas  où 

R  R 

les  deux  rapports  ^r^p  et  ^rrr=r  sont  simultanément  cons- 


MP 
tants.  Il  en  est  de  même  alors  du  rapport  rrjr^-  Quelles 

MP 

sont  les  courbes  (C)  pouj- lesquelles  ^^  est  un   rap- 
port constant? 

D'une  façon  générale,  pour  déterminer,  de  la  ma- 
nière la  plus  simple  et  la  plus  élégante  à  la  fois,  une 
courbe  caractérisée  par  la  relation  imposée  entre  les 
deux  segments  MP  et  MQ,  il  suffit  de  considérer  cette 
courbe  inconnue  (G),  en  coordonnées  de  Hesse,  c'est- 
à-dire  définie  comme  étant  l'enveloppe  de  la  droite 
variable  d'équation 

a;  cos (p  +  j' sin  cp  =  777  (  cp  )  ; 


TîT  est  une  fonction  de   l'azimut    co,   admettant  des  déri- 

vees  des  deux  premiers  ordres  rn  ^  —r-  et  to  =  — r— ,  • 

^  acp  do'^ 

Des  définitions  géométriques  de  tu  et  de  n?',  qui  sont 
respectivement  les  distances  de  O  à  la  tangente  et  à  la 
normale  en  M  à  la  courbe  (C),  il  résulte  que  l'on  peut 
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poser,  dans  tous  les  cas  de  figure  : 


MP  =  7n—  v/a-2— 77t'2^ 

lorsque  MP  et  MQ  seront  liés  par  une  condition 
Imposée,  la  fonction  ttj  sera  définie  par  une  équation 
difTérentielle  qui    ne    contient   pas  la    variable    es.    On 

aura  donc 

do  =  /(t5t)  dm, 

o  —  i f{w)dw-\-  cpo, 

la  constante  d'intégration  cpo  n'influant  pas  sur  la 
forme  de  la  courbe  cherchée,  qui  est  définie  à  une 
rotation  près  autour  de  O  :  il  est  d'ailleurs  évidente 
priori  (\ne  l'équation  différentielle  du  problème  admet 
la  rotation  autour  de  O  comme  transformation  infini- 
tésimale et  doit,  par  conséquent,  être  intégrable  par 
(juadrature.  Plus  particulièrement,  dans  le  cas  d'une 
relation  symétrique  entre  les  deux  segments,  les  calculs 
seront  très  simples,  puisque  MP  +  MQ  et  MP  x  MQ 
ont  pour  expressions  : 

MP-i-  MQ  =  '>T>T, 

MP    X    MQ   =  T77^+T7t'2—  «2. 

C'est  ainsi  que  la  relation  MP  x  MQ  =  const.  s'ex- 
prime par  une  équation  dilïerentielle,  dont  l'intégrale 
singulière  est  une  circonférence  et  dont  l'intégrale 
générale  est  un  point  quelconque  de  celte  circonfé- 
rence. La  relation  linéaire  la  plus  générale  enlie 
MP  4-  MQ  et  MPx  M(^)  conduit  aussi  à  des  poinls  et 
à  des  cercles;  soit,  en  ed'et, 

A(  MP  -h  MQ)  ^-  H       MP  x  MQ  -t-  C  =  o, 
celle  relation  à  coefficients  constants  A,  B  et  C  Cou- 
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sidérons  une  courhe  (G')  parallèle  à  la  courbe 
cherchée  (C).  Soit  M'  le  point  de  (C)  qui  correspond 
à  (G),  posons 

MM'=K,         M'P  =  MP-f-K,         M'Q  =  MQ  +  K; 
la  relation  précédente  entraîne  la  suivante 

(A  — BK)(M'P-+-  M'Q) 

-f-B  X  M'P  X  M'Q -H  G  -hBK2_2AK  =0; 

pour  la  courbe  (G^)   particulière,   qui  correspond  à  la 

valeur 

on  a,  par  conséquent  : 

M'P  X  M'Q  =  const. 

jCette  courbe  (G')  est,  d'après  ce  qui  précède^  un  point 
ou  un  cercle  de  centre  O.  La  relation  considérée  carac- 
térise donc  les  cercles  du  plan.  G'est  là  une  propriété 
qui  peut  être  facilement  établie  par  la  méthode  analy- 
tique. Dans  le  cas  particulier 


MP 


MQ 


=  const., 


par  exemple,  l'équation  prend  la  forme 


o—^o=j- 


^(■m  —  /  )(m  —  w) 


d'où    résulte   l'expression   suivante  de    m  en   fonction 

de  o 


m  = 


m 


l  —  m 


cos(o  —  cpo); 


cette  équation  est  caractéristique  d'un  cercle. 

La   condition    MP — MQ  =  const.   caractérise    évi- 
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denriment     la    développante    de    cercle  ;     la    relation 

MP -f- MQ  =  const.  caractérise  la  courbe  transcen- 
dante d'équation 

TO  =  K  ch(cp  —  cpo), 

qui  se  présente  fréquemment  dans  les  applications;  la 

relation  MQ  —  MP  =  const.  caractérise  une  courbe 
transcendante  d'équation 

et  qui,  par  conséquent,  généralise  la  développante  de 
cercle;  l'équation  de  cette  développante  est  d'ailleurs 
celle  que  l'on  obtient  pour  b  =  o  : 

w  =  ao. 

VIP 
Revenant  au  cas  -ttt  =  const.,  l'équation  différen- 
tielle correspondante  est 

CL- tu  - 

; =:consl.; 

Tru- 
elle   admet  pour  intégrale   générale   une    épicycloïde 
d'équation 

TTT  =  —  SI  n  m  (  c&  —  coq  )  ; 

tn  ^  i         .    ' 

pour  cette  épicycloïde,  le  rayon  de  courbure 

est,  lui  aussi,  proportionnel  à  nr,  de  même  que  MP 
et  MQ;  par  conséquent,  V épicycloïde  est  la  courbe 
la  plus  générale  pour  laquelle  les  deux  rapports  ^7-5 

et  rrrrr  soiit  Lous  deux  coRStants.  (..ette  propriété  est 
une  consé(|uence  de  la  construction  cinématique  du 
centre  de  courbure  de  l'épicycloïde. 
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2.  Abordons  maintenant  le  cas  général,  pour  lequel 
un  seul  des  deux  rapports  est  constant.  11  serait  pos- 
sible de  Iraiter  le  problème  en  coordonnées  cartésiennes 
(ou  polaires),  d'effectuer  un  calcul  analogue  à  celui 
par  lequel  A.  Bordoni  obtint  l'é(|uation  de  la  traclrice 
circulaire  (Giko  Lokia,  Spezielle  ebene  Kurven^  \.  II, 
p.  197)  :  l'emploi  des  coordonnées  de  Hesse  conduira 
plus  rapidement  au  but.  J'ai,  d'ailleurs,  utilisé  ces 
mêmes  coordonnées  pour  la  recherche  de  l'équation  de 
la  tractrice  du  cercle,  dans  un  récent  article  Sur  les 
roulettes  à  base  rectiligne^  inséré  dans  V Enseigne- 
ment mathématique. 

Soit  donc  K  le  lapport  constant  du  rayon  de  cour- 
bure M[jt.  et  du  segment  MP  de  normale.  L'équalion 
différentielle  des  courbes  (G)  est 

(.)  "tZl^  =  K. 

Cette  équation  du  second  ordre  ne  contient  pas  es,  ce 
qui  est  évident,  d'ailleurs,  a  priori;  r  désignant  le 
rayon  vecteur  OM,  défini  par  la  relation 

cette  équation  différentielle  prend  la  forme  d'une  équa- 
tion du  premier  ordre 

-7^  =-  2K[tît  — v/a2  4-Trf2_  r2]; 

par  l'introduction  de  la  nouvelle  variable  u  que  définit 
la  relation 

<2)  ;-2:=  rt2_^  to2_   ^^2^ 

l'équalion  différentielle  prend  la  forme  homogène 

du 

M -7—  =(i—  K)7îj-+-Km; 
atïT 
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il  suffît  alors  de  poser 

Il  z=:  ZTx5 

pour  séparer  les  variables  u  et  z', 

dm  z  dz  —  z  dz 


m  I  —  K -h  K^  —  ^'-^        {z  —  ij(^-f-i  — K)' 

lorsque  K  est  différent  de  2,  on  a 

^^    dw  dz  I  —  K       , 

(-2-  K) = \ -dz] 

w         z  —  I        z  ^  \  —  K 

d'où    résulte    l'expression    de    m    eu    fonction   de   z, 
Wq  étant  la  constanle  d'intégration, 

(3)  (-  =(5_,)(^H-,_K)l-K; 

il  vient  ensuite 

(4)  u  =  zw,         Tu'^  =  a- — ^^2  _  ^2 — z'^m-', 

d'où  découlent  la  relation  entre  es,  z  et  w 

,  dm 

d'c>  = 


s/a^—  z-^m-^ 


>)       ?  — ?o  = 


et  enfin  la  relation  qui  exprime  o  en  fonction  de  z  par 
une  quadrature 

zdz 


'     .,  2  1  -  K 


(^  _  ,)(2  +  r  -  K)  \  /  —  (5  -  \Y-^{z  -r-  I  -  K)  2-K_  -2 


Les  formules  (3)  et  (5)  définissent  ut  et  cp  en  fonction 
d'un  paramètre  auxiliaire  z  :  l'intégrale  générale  (G) 
de  l'équation  différentielle  (i)  est  donc  déterminée; 
elle  dépend  d'une  quadrature  (5).  Les  formules  ('>.) 
v\  (4  )  permettent  de  calculer  le  rayon  vecteur  ;•  et  la 
distance  m'  de  l'origine  à  la  normale  en  fonctions  de  z. 


t 
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Le  problème  peut  donc  être  considéré  comme  complè- 
tement résolu. 

Dans  le  cas  singulier  pour  lequel  K  est  égal  à   2, 
l'équation  difTérentielle  prend  la  forme 


dvs 

C7 


—  z  dz 


d'où  résulte  l'expression  de  m  en  fonction  de  z 

1 


(6) 


w  = 


e- 


z  —  I 


cette  équation  (6)  renferme  l'équation  (3);  par  la 
même  méthode  que  précédemment  on  trouve  l'équa- 
tion (-7),  analogue  à  Téquation  (5),  qui  définit  cp  en 
fonction  de  z  au  moyen  d'une  quadratuie 


(7)     ?— <fo  =  ± 


z  dz 


-^(2— i)2e    2-1—52 


3.  Génération  cinématique  des  courbes  précédentes. 
—  Ossian  Bonnet  (Journal  de  Lioiiville^  t.  IX,  i844> 
p.  io3)  a  donné  l'équation 


X 


=/ 


y 


ïn 
rt-i-  1 


dy, 


pour  représenter  la  roulette  décrile  par  le  pôle  de  la 
courbe  d'équation  polaire 


r"^  =  s\nn 


lorsque  celle-ci  est  le  profil  générateur  roulant  sur 
une  base  reclibgne;  il  résulte  de  ces  équations  que  les 
courbes  de  Ribaucour  sont  les  roulettes  du  pôle  des 
spirales  sinusoïdes  lorsque  celles-ci  roulent  sur  une 
base  rectiligne  (Haton  de  la  Goupillière,  Journal 
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de  l'Ecole  Polytechnique^  i^  série,  Cahier  15,  191 1, 
p.  3  et  7). 

Cherclions  de  même  quelle  courbe  (F)  doit  rouler 
sur  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  a,  considéré 
comme  base  fixe,  pour  qu'un  point  M,  invariablement 

lié  à  (F),  engendre  une  courbe  (C)  pour  laquelle  -rr^ 
soit  constant  ;  soit  p  le  rayon  de  courbure  de  (F)  au 
point  qui  est  venu  en  P;  soit  D  le  diamètre  du   cercle 

des  inflexions 

I         r         I 
D  ""  â  "^  ô' 

la  normale  MP  à  la  roulette  de  M  rencontre  le  cercle 
des  inflexions  au  centre  instantané  P  et  en  un  point  -3; 
le  centre  de  courbure  |jl  de  la  roulette  (C)  de  M  est 
sur  MP  et  l'on  a 

MP^  =  M.3  X  MiJi; 

,  MUL  MP  T-  1 

les  rapports  ^-^  et  z-p:  sont  constants.  En  rapportant  la 

courbe  mobile  (F)  au  pôle  M,  soient  /•  le  rayon  vec- 
teur MP  et  V  l'angle  de  la  tangente  en  P  avec  ce  rayon 
vecteur  MP  ^  on  a 

M.-i  =  /  — DsinV; 
r^^  R(/—  DsinV); 

R 
On  impose  —  =  K;  il  en  résulte 

/•(K  — i)  =  KDsinV, 

(8)  l  +  i   =   J^!iilZ; 

a        P        K  —  I       /• 

soient  0  l'azimut  qui  repère  le  rayon  vecteur  MP  par 
rapport  à  une  direction  fixe  et  a-  l'abscisse  curviligne 
sur  la  courbe  (F);  la  relation  générale 

sin  V  =  r  -r- 
d^ 


( 
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permet 

donc 

d 

écrire 

I 

— h 
a 

I 
p 

K 

K-  I 

d(f  étant,  d'autre    part,  l'angle   de  contingence    de    la 
courbe  (F),  cette  relation  devient 


da 

—1 

a 

-d^ 

K 
K  — I 

-do, 

C7 

a 

-f-cp 

4 

l 

^,- 

const 

ou 

(9) 

Cette  relation  (9),  lorsque  a  est  infiniment  grand,  est 
la  relation  linéaire  la  plus  générale  entre  l'azimut  6, 
l'angle  <d  qui  repère  la  tangente  par  rapport  à  une 
direction  fixe  et  l'angle  V  qui  repère  cette  même  tan- 
gente par  rapport  au  rajon  vecteur  :  les  angles  0,  8,  V 
sont  en  effet  liés,  en  général,  par  une  relation  linéaire 
particulière;  une  relation  linéaire  quelconque  entre 
ces  trois  angles  peut  donc  être  réduite  à  une  relation 
entre  deux  quelconques  d'entre  eux.  Une  telle  relation 
caractérise  une  classe  de  courbes  étudiées  par  Fagnano 
et  qui  sont  identiques  aux  spirales  sinusoïdes  (Giwo 
ho^A,  Spezielle  ebene  Karven^  t.  1,  p.  47  0-  ^^  ''^' 
sultat  est  bien  conforme  à  celui  de  Bonnet,  puisque  le 
cercle,  base  du  roulement,  est  alors  une  droite. 

La  relation  (9)  caractérise  donc  des  courbes  qui 
constituent  une  curieuse  généralisation  des  spirales 
sinusoïdes  :  ces  courbes  sont  celles  pour  lesquelles 
l'abscisse  curviligne  est  une  fonction  linéaire  géné- 
rale des  trois  angles  6,  o  et  V.  Mais  tandis  que  la  rela- 
tion analogue  pour  les  spirales  sinusoïdes  ne  permettait 
pas  la  rectification  de  ces  courbes,  cette  relation  (9) 
donne  immédiatement  la  longueur  d'un  arc  de  la 
courbe  (F)  lorsqu'on  connaît  les  extrémités  de  cet  arc 
et  les  tangentes  en  ces  points. 
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Toute  circonférence  passant  par  le  pôle  M  appartient 
évidemment  à  celte  classe  de  courbes  :  d'où  il  résulte 
de  nouveau  que  les  épicj'cloïdes  sont  des  courbes  (C) 
particulières. 

4.  Pour  terminer,  il  convient  de  former  l'équation 
de  la  courbe  la  plus  générale  qui  satisfait  à  la  rela- 
tion (9).  La  courbe  (F)  étant  supposée  représentée  en 
coordonnées  polaires  /•  et  9,  le  rayon  de  courbure  p  a 
pour  expression 


0  =  lîZ 


(/■2-h/-'2)2 


/'^  -+-  '2  r 


dr        d'- 


r'  et  f"    désisnent    les  dérivées  -jr  et-r---    Il  suffit  de 
^  d^        dd^ 

porter  cette  expression  dans  la  relation 

A        „6/6 

I  = h  B  -- 

p  d<j 

qui  s'obtient  en  dilTérentiant  la  relation  (9) 

a  =  Acp  -h  B  86  -h  const. 
pour  avoir  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

(,.2+  ,-'2)V^  (^  ^  B)C/-2-f-  r'-i)  -f-  A(r'2—  rr"), 

dont  la  courbe  (F)  est  l'intégrale  générale.  Celte  équa- 
tion ne  contient  pas  sous  forme  explicite  la  variable  0 
et  se  ramène  donc  immédiatement  au   premier  ordre. 

Je  poserai 

r'  =  r  sh  u  ; 

l'équation  différentielle  devient 

A  — =  (A  -V  B) ch2//, 

dr  r 

elle  est,  par  suite,  linéaire  en  - — ;  l'expression  dech;^ 

en  fonction  de  /•  est 

,     .  ,  X  A  -+-  B 

(10)  cl)  u  =  


Qr       '^ 
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G  élant  la  constanle  arbilraire  d'intégration;  l'expres- 
sion de  9,  c'est-à-dire  l'équation  polaire  de  la  courbe 
cherchée,  est  enfin  définie  par  une  quadrature 


_  R  _  ^ 


s/ 


{•iK-^  B)2— /-s^n-  Gr 
'2Â  -+-B 


K 

9 

A 


m. 


Ces  expressions  (lo)  et(ii)  prennent  les  formes   plus 
simples 


en  u  = 


/■(i  -t-  G/"") 
1  -+-  G/"" 


(I-)  e=j^-,==i^^^====^, 


Quel  que  soit  le  rapport  m,  pour  G  =  o,  on  a  une  inté- 
grale particulière  définie  parla  quadrature 


0:=        ^  "^^ 


son  équation  est,  par  conséquent, 

r  =  Am  sin(0  —  6o)  ; 

c'est    le   cercle    qui    correspond    à    la   solution   épicj- 
cloïdale. 

Les  formules  (lo),  (ii)  et  (12)  cessent  d'avoir  un 
sens  lorsque  m  est  nul.  L'équation  difTérentielle  enchw 
admet  alors  pour  intégrale  générale 

ch„=  A  i^lill>, 

y  désignant  la  constante  arbitraire  d'inlégralion  ;  d'où 
résulte  l'équation  polaire 

(,3)  e=r        -^'-  ■ 

J  v'Aniog(T'-)]'-'-^ 


(  287  ) 
de  la  courbe  qui  doit  servir  de  profil  générateur.  Ce  cas 
correspond  a  celui  qui  avait  été  rencontré  au  2°  pour  la 
valeur  singulière  K  =  2.  On  a  bien  pour  cette  valeur 

de  K  la  relation 

2  A  H-  B  =  o, 

c'est-à-dire  m  =  o. 

Haton   de  la  Goupillière  a  remarqué  que  la  spirale 

logarithmique  esl  la  limite  d'une  famille   de  courbes 

spirales   sinusoïdes,   et  peut    être    considérée    comme 

étant   la    sj)irale    sinusoïde  d'indice  zéro    (  Allégret, 

Nouvelles  Annales^  1872,  p.  i63).   Les  courbes  (12) 

qui  constituentune  généralisation  des  spiralessinusoïdes 

admettent  de    même    la   courbe    (i3)    comme   courbe 

limite. 


SOLUTION  DE  QUËSTIOIV  Plt01»0$ËL 


2184. 

(1911,  p.  4SO.) 


Le  lieu  du  milieu  des  cordes  d'une  parabole  de 
longueur  il  et  le  lieu  des  pôles  de  ces  cordes  sont  deux 
courbes  du  quatrième  degré  asymptotes  à  la  parabole. 
L'aire  comprise  entre  ces  deux  courbes  est  finie  et  égale 
à  Tzl^,  et  reste  la  même  pour  n'importe  quelle  parabole. 

Cette  aire- est  partagée  en  deux  parties  égales  par  la 
parabole.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  iM.  Parrod. 

Soient  A  {x\  j^i),  B  (  xo  y^)  les  extrémités  d'une  corde  de  la 
parabole  y^  =  ipx. 

Les  coordonnées  du  milieu  de  celle  corde  sont 

on  a 

{x,-x.,Y-^{y,-y^)'^=\i\ 


d'où 
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Éliminons  yi,  y^,  il  vient 


ipx  =z  y-  -\- 


y'^P' 


courbe  facile  à  construire.  Elle  est  de  degré  quatre. 
L'aire  comprise  entre  cette  courbe  et  la  parabole  est 

—    /        — — ^- — â?r=—    arctg-  =  -V-. 

Si  M  est  le  milieu  de  AB  et  P  le  pôle  de  AB,  la  droite  PM 
est  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole,  de  plus  le  milieu  de  PM  est 
sur  cette  courbe,  donc  l'aire  comprise  entre  la  parabole  et  le 

lieu  du  point  P  est  —  l^. 

On  en  déduit  aussi  l'équation  du  lieu  du  point  P 

ipx  =  y^- -- 

yi   _|_  j2 

Autres  solutions  par  MM.  Bouvaist  et  T.  Ono. 


OIESTIONS. 


2207.  On  considère  l'angle  droit  mobile  H  formé  par  les 
parallèles  à  la  tangente  et  à  la  normale  en  M  à  la  courbe  F, 
menées  par  le  pied  II  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur 
une  droite  fixe  A.  Si  T  est  le  point  oîi  la  tangente  en  M  à  la 
courbe  F  coupe  la  droite  A,  |jl  le  centre  de  courbure  de  F 
répondant  au   point  M,  démontrer  que  le  centre  instantané  I 

de  1  angle  droit  H  est  à  la  rencontre  de  MH  et  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  AI  ;ji.T.  M.  n'OcAGNE. 

2208.  Si  INI  est  un  point  quelconque  d'une  conique  dont  A 
est  un  sommet,  a  étant  le  centre  de  courbure  répondant  à  ce 
sommet,  la  tangente  en  M  à  la  conique  coupe  la  tangente  en  A 
sur  la  perpendiculaire  menée  de  a  à  la  corde  AM. 

^\.  d'Ocagnk. 


I 
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[II] 

EXTRACT!0\  RAPIDE  DE  CERTAIXES  RACINES  EXACTES 
D'IXDICE  OIELCONQUE; 

Par  m.  p.  DELENS. 


Les  Communications  faites  récemment  à  la  Société 
d'Anthropologie  par  M.  Quinton  ont  attiré  l'attention 
sur  les  procédés  d'extraction  rapide  des  racines  cubiques 
et  cinquièmes  de  grands  nombres;  ces  recherches  géné- 
ralisées pouvant,  en  dehors  de  leur  intérêt  théorique, 
rendre  service  dans  la  pratique  journalière  des  calculs, 
il  m'a  semblé  utile  de  rappeler  diverses  propriétés  des 
puissances,  établies  en  1876  par  G.  Dostor  [Archiv  der 
Mathemalik  und  P/iysik)^  et  d'en  indiquer  en  même 
temps  d'autres  qui  conduisent  à  une  méthode  simple,  et 
peut-être  nouvelle,  permettant  de  trouve?^  rapidement 
(avec  certaines  restrictions,  cependant)  une  racine 
exacte^  ayant  un  indice  impair  aussi  élevé  qu^on 
voudra^  de  deux  ou  même  de  trois  chiffres^  ainsi 
d'ailleurs^  quoique  un  peu  moins  facilement,  que 
des  racines  d' indice  pair . 

A.  —  Kacines  d'ordre  impair. 

Recliercke  du  chiffre  des  unités  de  la  racine.  — 
Si  l'on  considère  le  Tableau  (reproduit  ci-après) 
formé  parles  unités  des  puissances  successives  des  dix, 
et  même  des  onze  premiers  nombres  (en  ajoutant  zéro), 
on  voit  tout  d'abord  que  les  puissances  5'^™*'*  sont  ter- 
minées par  le  même  chiffre  que  les  nombres  eux- 
mêmes,    ce    qui   permet  d'en  déduire,   comme   consé- 

Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  XIII.  (Juillet  1913.)  19 
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quence  immédiate,  la  propriété  fondamentale  suivante  : 

Les  chiffres  des  unités  des  diverses  puissances  d'un 
nombre    se   /reproduise fit   quand  V exposant   de   la 
puissance  augmente  de  quatre  unités. 

Il  suffira  par  suite  de  connaître  les  chiffres  des  uni- 
tés des  quatre  premières  puissances  des  nombres  pour 
avoir  ceux  d'une  puissance  quelconque. 

En  second  lieu,  on  remarque  également  que  les 
chifiPres  des  unités  des  puissances  d'ordre  impair  sont 
toujours  tous  différents  (des  chiffres  complémentaires 
donnant  d'ailleurs  lieu  à  des  chiffres  d'unités  qui  sont 
eux-mêmes  complémentaires);  tandis  que  ceux  des 
puissances  d'ordre  pair  se  reproduisent  symétrique- 
ment par  rapport  au  terme  du  milieu  5. 

On  en  conclut  que,  inversement,  si  l'on  se  donne 
une  puissance  parfaite  d'ordre  quelconque,  il  sera  tou- 
jours possible  de  trouver,  grâce  aux  remarques  précé- 
dentes, le  chiffre  des  unités  de  la  racine,  sans  aucune 
ambiguïté,  si  la  puissance  est  impaire.,  en  se  reportant 
aux  colonnes  relatives  à  la  première  ou  la  troisième 
puissance  (qu'il  suffît  de  connaître  seule)  dans  Je 
Tableau  formé  tout  d'abord,  suivant  que  l'exposant  de 
la  puissance  est  de  la  forme  !\k  -\-  \  ou  4 /^  —  '5  tandis 
que  si  l'exposant  de  la  puissance  est  pair,  il  n'en  sera 
pas  de  même,  puisqu'on  pourra  toujours  hésiter  entre 
deux  chiffres  complémentaires,  en  tenant  uniquement 
compte  des  propriétés  que  nous  venons  d'indiquer. 


Exemples 


ou 


et 


413=  07108864, 

1 3  =  4  /*^  -+-  « , 

711=  1977326743, 
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où 

II  =  4  A  —  I . 

Tableau  des  unités  des  puissances  successives 
des  premiers  nombres. 

N o  I  1     3  \     5  6  7  8  9  lo 

N2 oi  49656941  o 

N3 0187456329  o 

N*.. o  I  6  I  6  5  6  (  6  1  o 

N5 ..0123456789  o 

Recherche  du  chiffre  des  dizaines  de  la  racine.  — 
Avant  obtenu,  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  le 
chiffre  des  unités  d'uoe  racine  exacte  d'indice  impair 
quelconque,  cherchons  maintenant  à  obtenir  le  chiffre 
des  dizaines  de  cette  racine,  que  nous  supposons  n'avoir 
actuellement  que  deux  chiffres.  Lorsque  l'exposant 
delà  puissance  parfaite  donnée  est  simple,  et  a  pour 
\aleur  3  ou  5,  par  exemple,  il  est  facile  de  calculer 
rapidement  ce  chiffre  des  dizaines  en  partageant  le 
nombre  donné  en  tranches  de  trois  ou  cinq  chiffres  à 
partir  de  la  droite  et  en  clierchant,  dans  le  Tableau  des 
cubes  ou  des  5'*'"''^  puissances  des  dix  premiers  nombres, 
le  plus  grand  nombre  inférieur  à  la  tranche  de  gauche 
du  nombre  donné;  la  racine  de  ce  nombre  sera  le 
chiffre  des  dizaines  demandé. 

Mais  ce  procédé,  qui  peut  servir  pour  les  puissances 
d'exposant  faible,  est  évidemment  inapplicable  pour 
une  puissance  d'ordre  élevé  (pielconque,  et  il  est  alors 
indispensable  d'avoir  recours  à  une  autre  méthode. 

Nous  utiliserons  dans  ce  cas  la  correspondance 
qui  existe  entre  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par 
un  diviseur  connu  r/,  clcelui  des  différentes  puissances 
de   ce  même   nombre    par   le    même    diviseur,    corres- 
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pondance  qui  résulte  des  égalités 

m=  {m.d^  /')«=  m.d-\-  r^=  m.d+  r\ 

si  /'^=  m.d -\- r\  r  et  r'  étant   les    restes  de    division 
de  N  et  N*^  par  d. 

Le  diviseur  le  plus  simple  à  essayer  est  évidemment 
égal  à  9;  si  nous  nous  reportons  au  Tableau  formé 
ci-après  pour  les  restes  de  la  division  par  9  des 
puissances  successives  des  dix  premiers  nombres  (zéro 
compris),  nous  constatons  aussitôt  : 

I  °  Que  les  restes  pour  l'exposant  6  étant  i  ou  o,  ceux 
des  différentes  puissances  se  reproduiront  de  6  en  6 
(en  laissant  de  côté,  pour  la  première  puissance,  les 
multiples  de  3  qui  donnent  toujours  ensuite  o  pour 
reste); 

2"  Que  les  restes  des  puissances  d'exposant  pair  se 
reproduisent  symétriquement  par  rapport  au  milieu  de 
la  colonne  ; 

3°  Que  les  restes  des  exposants  multiples  de  3  se 
reproduisent  au  moins  trois  fois. 

Il  en  résulte  donc  que  les  seules  puissances  qui 
puissent  donner  sans  ambiguïté  par  ce  procédé  une 
corres|)ondance  exacte  entre  les  restes  du  nombre  et 
de  la  puissance  considérée,  sont  celles  dont  les  expo- 
sants ne  sont  ni  pairs^  ni  multiples  de  3,  c'est- 
à-dire  finalement  ici  celles  dont  ^exposant  est  de  la 
forme  ôÂrdz  r,  sauf  cependant  lorsque  la  puissance 
donnée  est  multiple  de  9  ou  sa  racine  multiple 
de  3. 

On  ne  pourra  donc  employer  cette  recherche  du 
reste  de  la  division  du  nombre  donné  par  9  pour  obte- 
nir le  chiffre  des  dizaines  de  la  racine,  que  si  l'indice 
de  la  racine  est  bien  de  cette  forme,  et  en  tenant 
compte  de  la  restriction  indiquée. 
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Tableau   des   restes   de   la   division  par  9  des  puissances 
des  dix  premiers  nombres. 

Restes  de 

N.        N'.       N^      N^.      iN''.      N\       N^ 
0000000 
I  I  I  I  I  I  1 

2248751 

3  3         o         o         o         o         o 

4  4        7         I         4         7         I 

5578421 
6600000 

77417  4  » 
8  8  i  8  I  8  I 
9000000 

Le  deuxième  diviseur  que  l'on  doit  essayer,  à  cause 
de  la  facilité  que  l'on  a  à  formel*  le  reste  de  la  division 
d'un  nombre  quelconque  par  ce  diviseur,  est  évi- 
demment I  1 . 

Formons  donc  le  Tableau  des  restes  des  douze  pre- 
miers nombres  (zéro  compris)  par  ce  nombre  (Tableau 
ci-après);  nous  voyons   aussitôt  : 

1°  Que  les  restes  de  la  10'*'"^  puissance  élant  tous 
égaux  à  I  (en  dehors  du  premier  et  du  dernier),  les 
restes  des  autres  puissances  se  reproduisent  périodi- 
quement de  10  en  10; 

2°  Que  les  restes  de  puissances  d'exposant  impair 
sont  lous  différents  (en  laissant  de  côté  l'indice  5); 

3"  Que  les  restes  des  puissances  d'exposant  pair  se 
reproduisent  symétriquement  à  partir  du  milieu  de  la 
colonne,  et  que  ceux  dont  l'exposant  est  multiple  de  5 
se  reproduisent  cinq  fois  au  moins.  Il  en  résulte  donc 
qu'il  sera  toujours  possible  d'utiliser  les  restes  de  la 
division  par  i  1  pour  les  extradions  de  racines  d^ in- 
dice   impair^  sauf  cjfiand   cet    indice  sera  multiple 
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de  5,  et  qu'il  suffira  d'avoir  formé  les  restes  des  puis- 
sances 3'^"^®,  7*^°"^  et  ç)'^"^*'  des  douze  premiers  nombres; 
quant  aux  puissances  d'ordre  pair  ou  multiple  de  5, 
cette  méthode  donnera  d'ordinaire  plusieurs  solutions. 
On  voit  également,  d'après  ces  remarques,  que  ce  pro- 
cédé est  préférable  à  celui  qui  consiste  à  délerminei"  le 
reste  de  la  division  par  9  du  nombre  donné. 

Tableau  des   restes  de    la  division  par  1 1    des  puissances 
des  douze  premiers  nombres. 


Reste 

s  de 

N. 

N'. 

N2. 

W. 

K'. 

N5. 

W. 

N». 

N9.    N'f 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0       0 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I        I 

2 

1 

4 

8 

5 

10 

9 

7 

3 

6        I 

3 

3 

9 

5 

4 

I 

3 

9 

5 

4 

4 

5 

9 

3 

I 

4 

5 

9 

3        I 

5 

3 

3 

4 

9 

1 

5 

4 

9       I 

6 

6 

3 

7 

9 

10 

5 

8 

4 

2        I 

7 

7 

5 

2 

3 

10 

4 

6 

9 

8       1 

8 

8 

9 

6 

4 

10 

3 

■2 

5 

7        • 

9 

9 

4 

3 

5 

i 

9 

4 

3 

5       I 

10 

10 

I 

10 

1 

10 

I 

10 

i 

10       I 

1 1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0       0 

Exemple.    —     Supposons    que    le     nombre    donné 

soit 

1 70  58 1  7'28  [  79  578  208  256, 

et  qu'on  sache  que  c'est  une  puissance  i3'^™*  parfaite. 
L'exposant  i3  étant  de  la  forme  4^+  '?  '^  chiffre  des 
unités  de  la  racine  est  égal  à  celui  du  nombre  donné; 
sa  valeur  est  donc  égale  à  6.  Pour  avoir  le  chiffre  des 
dizaines,  formons  le  reste  de  la  division  par  i  i  de  la 
puissance  fournie;  il  est  égal  à 


52 


47  =  5. 
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Si  l'on  se  reporte  dans  le  Tableau  des  restes  indiqué 
plus  haut  à  la  colonne  des  cubes,  puisque 

i3  —  10  =  3, 

on  voit  que  le  reste  correspondant  du  nombre  cherché 
est  aussi  égal  à  3;  par  suite,  la  différence  6 — 3  =  3 
donne  exactement  le  chiff're  des  dizaines  de  la  racine 
demandée,  qui  est  donc  égale  à  36. 

Recherche  du  chiffre  des  centaines  de  la  racine. 
—  Nous  supposerons  maintenant  que  la  racine  exacte 
cherchée,  étant  toujours  d'indice  impair,  contient  trois 
chiff'res;  pour  trouver  à  la  fois  les  chiffres  des  dizaines 
et  des  centaines  de  celte  racine,  celui  des  unités  étant 
obtenu  par  le  premier  procédé,  il  suffira  de  déterminer 
successivement  les  restes  de  la  division  par  g  et  par  i  i 
de  cette  racine  comme  nons  venons  de  l'indiquer,  ce 
qui  donnera  deux  équations  distinctes,  qui  permettront 
d'obtenir  la  somme  et  la  différence  des  chiffres 
cherchés  et,  par  suite,  ces  chiffres  eux-mêmes,  en  sup- 
posant toutefois  que  la  puissance  donnée  ait  un  expo- 
sant de  la  forme  6k  zh  i,  non  divisible  par  5,  et 
qu^ en  outre  elle  ne  soit  pas  divisible  par  g,  afin  que 
les  conditions  précédemment  exposées  soient  toutes 
réalisées. 

Nous  allons  montrer  sur  un  exemple  le  procédé  qui 
devra  éire  suivi. 

Exemple.  —  On  donne  le  nombre 
1 3  723  33'2  506969  728, 

qui  est  une  7'*™"  puissance  exacte  (forme  6k  4-  i)  d'un 
nombre  de  trois  chiffres,  et  l'on  demande  de  trouver  sa 
racine  7'*"^ 
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Chiffre   des   unités.    —    L'exposant  7    élant   de  Ja 
forme  ^k  ~^^\e  chiflre  des  unités  cherché  est  égal  à 

10  —  8  =  2. 

Chiffres  des  dizaines  et  des  centaines.  —  Les 
restes  de  Ja  division  du  nombre  donné  par  1 1  et  par  9 
sont  les  mêmes  que  ceux  de  46  — 3o  =  i6,  par  11, 
c'est-à-dire  5,  et  de  46  +  30  =  76  par  9,  soit  4;  les 
restes  de  Ja  racine  cherchée  par  i  1  et  par  9  sont  alors, 
d'après  les  Tableaux  précédemment  formés,  4  et  4  ;  si 
donc  on  représente  par  x  ely  les  chiffres  des  centaines 
et  des  dizaines  de  la  racine,  qui  s'écrira  par  suite  xy2, 
on  aura  les  égalités 


et 
ou 


2-}-x~i-y  =  m.9  +  4; 
^  —y  =  m. Il  -h  2, 

ce  qui  donne 

2 ^  =  m.  1 1  -I-  m.  9  4-  4 
et 

2y  =  m. g —  m.  11; 
on  a  donc  nécessairement 


et 


ce  =z  2 


y  =  o, 


les  autres  valeurs  trouvées  pour  x  et  y  étant   inaccep- 
tables ;  la  racine  cherchée  est,  par  suite,  égale  à  202. 

11  est  évidemment  possible,  dans  certains  cas,  de 
trouver,  par  un  procédé  semblable,  un  plus  grand 
nombre  de  chiffres  à  la  racine  (supposée  toujours 
exacte),  en  employant  de  nouveaux  diviseurs  conve- 
nablement choisis  ;  mais  les  calculs  sont  alors  sensible- 
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ment  plus  longs,  et  ne  présentent  plus,  par  suite,  Je 
même  intérêt;  de  sorte  qu'il  paraît  inutile  de  les  entre- 
prendre ici,  les  exemples  donnés  précédemment  suffi- 
sant bien  pour  montrer  l'utilité  de  la  méthode  adoptée, 
qu'on  pourra  suivre  encore  pour  déterminer  les  chiffres 
successifs  de  certaines  racines  d'indice  impair. 

B.    —  Racines  d'indice  pair. 

Les  recherches  faites  en  utilisant  les  restes  des  puis- 
sances des  diff'érenls  nombres  par  certains  diviseurs, 
permettent  également  de  déterminer  les  racines  d'in- 
dice pair,  en  levant  le  doute  qui  existe  tout  d'abord  sur 
le  chiffre  des  unités  de  ces  racines. 

Nous  avons  vu  en  eff"et  que  les  chiffres  des  unités, 
dans  le  cas  des  puissances  à  exposant  pair,  se  repro- 
duisent symétriquement  par  rapport  au  milieu  de  la 
colonne,  c'est-à-dire  sont  égaux  pour  deux  chiff'res 
complémentaires. 

Mais,  si  Ton  considère  les  Tableaux  des  restes  de  ces 
mêmes  puissances  par  les  diviseurs  9  et  i  i ,  ces  restes 
se  reproduisent  aussi  symétriquement  par  rapport  au 
milieu  de  chaque  colonne  pour  les  puissances  d'expo- 
sant pair  (en  laissant  de  côté  pour  le  diviseur  9  les 
exposants  multiples  de  6  et,  pour  le  diviseur  i  i,  ceux 
qui  sont  multiples  de  10);  il  en  résulte  donc  que  ces 
restes  sont  égaux  pour  des  nombres  dont  la  somme  est 
égale  à  9  dans  le  premier  cas,  et  égale  à  i  i  dans  le 
deuxième  ;  il  sera  par  suite  possible  d'utiliser  les  restes 
de  ces  divisions  de  la  puissance  donnée  soit  par  9,  soit 
par  I  I  (le  deuxième  Tahleau  restant  préférable  au  pre- 
mier pour  les  raisons  déjà  exposées)  pour  déterminer 
exactement  la  racine,  en  supposant  toutefois  qu'elle 
n'ait  qu'un  seul  chiifre.  Et  si  l'on  veut  employer  simul- 
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tanément  les  deux  restes  trouvés  (ou  même  eu  former 
encore  d'autres  convenablement  choisis),  on  pourra  de 
la  même  façon  déterminer,  en  passant  rapidement  eu 
revue  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter,  deux 
chiffres  à  la  racine  (ou  davantage),  en  tenant  toujours 
compte,  bien  entendu,  des  restrictions  énoncées. 

Nous  allons  donner,  pour  terminer,  des  exemples 
numériques  relatifs  à  ces  divers  cas. 

1°  On  donne  le  nombre 

3i  381059609, 

qui   est     une    puissance    22'^'"''    parfaite;     trouver    sa 
.  racine. 

Il  est  évident  tout  d'abord  que  cette  racine  n'a  qu'un 
chifïre,  puisque  la  puissance  donnée  a  un  nombre  de 
chiffres  inférieur  à  28. 

Le  chifTre  des  unités  du  nombre  considéré  étant  égal 
à  9,  comme  22  =  m. 4 -h  -2.,  le  chilTre  cherché  de  la 
racine  ne  peut  être  que  3  ou  7  (premier  Tableau); 
d'autre  part,  le  reste  de  la  division  par  i  i  du  nombre 
donné  étant  ici  égal  à  27  —  18  =  9,  et  l'exposant  étant 
un  multiple  de  10  augmenté  de  2,  la  racine  ne  peut 
être  que  3  ou  8  (troisième  Tableau);  on  en  déduit  donc 
que  cette  racine  est  égale  à  3. 

2*'  Supposons  en  second  lieu  que  le  nombre  donné 
soit 

6225969041 I 36i, 

qui  est  une  puissance  S'^'"*"  parfaite,  et  qu'on  demande 
de  calculer  sa  racine. 

On  voit  aussitôt  que  la  racine  cherchée  a  deux 
chiffres,  puisque  le  nombre  des  chiftres  de  la  puissance 
donnée  est  compris  entre  8  et  i5. 

L'exposant  de  la  puissance  étant  un  multiple  de  4, 
et  le  chiffre  de  ses  unités  étant  égal  à  i,  la  racine  peut 
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être  lerminée  par  l'un  des  quatre  chiffres  i,  3,  7,  9 
(premier  Tableau);  d'autre  part,  le  reste  de  la  division 
par  9  du  nombre  donné  ayant  pour  valeur  i,  et  l'expo- 
sant étant  de  la  forme  6  A" -h  2,  le  reste  correspondant 
de  la  racine  ne  peut  être  que  i  ou  8  (deuxième 
Tableau);  les  seules  solutions  possibles  sont  donc 

9'»     7^»     37,      19     (reste  i), 
ou 

71,     53,      17,     89     (reste  8). 

Le  reste  de  la  division  par  i  1  de  la  puissance  donnée 
a  pour  valeur  3,  et  comme  l'exposant  est  égal  à  8^  le 
reste  correspondant  de  la  racine  ne  peut  être  que  2 
ou  9  (troisième  Tableau). 

On  voit  donc,  en  passant  en  revue  les  diverses  solu- 
tions possibles  indiquées  plus  haut,  que  la  seule  accep- 
able  est  ici  53;  ce  qui  donne  par  suite  la  valeur 
demandée  de  la  racine. 

3"  Si  enlîn  l'exposant  de  la  puissance  donnée  est 
faible,  et  égal  à  2  ou  à  4^  P^t"  exemple,  de  telle  sorte 
qu'on  puisse  calculer  facilement  })ar  la  méthode  ordi- 
naire le  chiffre  des  plus  hautes  unités  de  la  racine  cor- 
respondante, on  pourra  trouver  rapidement,  grâce  au 
procédé  des  restes,  celte  racine  complète,  en  supposant 
(pi'elle  ait  seulement  trois  chiffres. 

Extrayons  ainsi  la  racine  carrée  du  nombre  204  3o4^ 
qui  est  le  carié  [)arfait  d'un  nombre  de  trois  chiffres. 
Le  chiffre  des  unités  de  la  racine  ne  peut  être  que  2 
ou  8  (premier  Tableau);  celui  des  centaines  a  pour 
valeur  4  ;  il  ne  reste  plus  à  déterminer  que  celui  des 
dizaines,  et  en  même  temps  à  distinguer  le  chiffre 
exact  des  unités. 

Formons  pour  cela  les  restes  du  nombre  donné 
par  t)  et  par  i  i,  qui  sont  4  et  i  ;  les  restes  correspon- 
clauls  de  la  racine  sont  alors  2  ou  7  dans  le  premier  cas 
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(deuxième  Tableau),  et  i  ou  lo  dans  le  deuxième 
(troisième  Tableau).  On  voit  donc,  en  se  servant  du 
diviseur  9,  que  la  racine  ne  peut  avoir  que  les  valeurs 
452  ou  488  (reste  2),  ou  bien  41^-  et  448  (reste  7),  et 
en  déterminant  les  restes  par  i  1  de  ces  diverses  solu- 
tions, on  vérifie  immédiatement  que  4^2  est  la  seule 
exacte,  les  autres  donnant  des  restes  dififérant  de  i  ou 
de  10. 


[M'8e] 

suit  LA  COlïlBE  ^^4-y^  =  J; 
Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  Si  une  courbe  plane,  donnée  de  grandeur,  se  dé- 
place dans  son  plan,  les  courbes  qui  sont  les  lieux  de 
ses  différents  points  ont  même  enveloppe  que  la  courbe 
elle-même. 

En  effet,  si  M  est  un  point  de  la  courbe,  il  arrive, 
pour  un  certain  nombre  de  positions  de  cette  courbe, 
que  M  est  le  point  de  contact  m  de  la  courbe  avec  son 
enveloppe,  et  la  ligne  qui  est  le  lieu  du  point  M  est  tan- 
gente en  m  à  l'enveloppe;  on  peut  d'ailleurs  introduire 
la  considération  du  centre  de  rotation  instantané  de 
rotation  I  :  la  droite  \in  est  normale  en  m  à  la  courbe 
donnée,  à  son  enveloppe  et  à  la  courbe  qui  est  le  lieu 
du  point  M. 

En  particulier,  si  une  droite  de  longueur  constante 
PQ  se  déplace  dans  un  plan  de  manière  que  ses  extré- 
mités Pet  Q  décrivent  deux  droites  rectangulaires  x'Ox^ 
y'Oy,  les  ellipses  décrites  par  les  différents  points  du 
segment  PQ  ont  même  enveloppe  que  la  droite  elle- 
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même,  à  savoir  la  courbe  qui  a  pour  équation 
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ces  ellipses  sont  celles  qui  ont  leurs  axes  dirigés  sui- 
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vant  x' X,  y'y^  et  pour  lesquelles  la  somme  des  axes 
est  constante  et  égale  à  il.  On  a  (^voir  la  figure) 

MP  =  b,         MQ  =  a. 

2.  A  propos  de  celte  question,  on  peut  chercher  la 
relation  qui  existe  entre  les  longueurs  MP  et  MQ,  PQ 
étant  la  tangente  en  un  point  M  variable  sur  une  ellipse 
donnée,  P  et  Q  étant  sur  les  axes;  celte  relation  est 


(•) 


ou 


MP    —6- 
MF 


MQ 


=  o 


—        —  -  PO 
MP  "^  MQ  ~  ^" 


On  peut  avoir,  comme  dans  la  question  précédente, 
MP  =  6,  MQ  =  rt  ;  cela  correspond  à  lang-'j  =  -,  o  étant 
l'angle  d'anomalie. 
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[0'8] 

SUR  LE  MOUVEMENT  A  DEUX  PARAMÈTRES  DANS  LE  PLAIV; 

Par  m.  R.  BRIGARD. 


1.  La  position  d'un  plan  qui  glisse  sur  un  plan  fixe 
dépend  de  trois  paramèlres.  Si  l'on  établit  entre  eux 
une  seule  relation,  on  dit  que  le  plan  est  animé  d'un 
mouvement  au  deuxième  degré  de  liberté^  ou  encore 
d'un  mouvement  à  deux  paramètres.  Les  points  du 
plan  mobile  n'ont  pas  en  général  de  trajectoire  :  chacun 
d'eux  peut  être  amené  à  coïncider  avec  un  point  quel- 
conque du  plan  fixe,  ou  tout  au  moins,  si  l'on  tient 
compte  des  conditions  de  réalité  du  mouvement,  avec 
un  point  quelconque  situé  à  l'intérieur  d'une  certaine 
région.  Un  cas  exceptionnel  est  celui  où  un  point  du 
plan  mobile  possède  une  trajectoire  déterminée.  Un  tel 
point  est  nécessairement  unique,  car  deux  points  du 
plan  ne  sauraient  avoir  de  trajectoire  sans  que  le  degré 
de  liberté  du  mouvement  fût  seulement  le  second. 

Le  mouvement  au  premier  degré  de  liberté  le  plus 
général  (en  laissant  de  côté  toutefois  le  cas  où  le  mouve- 
ment se  léduit  à  une  translation)  peut  être  obtenu, 
comme  l'on  sait,  en  liant  le  plan  mobile  à  une  courbe  G 
qu'on  fait  rouler  sur  une  courbe  Gq.  G  est, dans  le  plan 
mobile,  le  lieu  des  points  I  qui  deviennent  successive- 
ment centres  instantanés  de  rolation.  Go  est,  dans  le 
plan  fixe,  le  lieu  des  points  !«  avec  lesquels  vient  suc- 
cessivement coïncider  le  point  L  On  peut  dire  encore 
que  tout  mouvement  à  un  paramètre  permet  d'établir 
entre  deux  courbes  G  et  Go,  appartenant  respective- 
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ment  au  plan  mobile  et  au  plan  fixe,  une  correspon- 
dance ponctuelle,  telle  que  deux  arcs  correspondants 
aient  la  même  longueur. 

On  peut  rechercher  si  le  mouvement  à  deux  para- 
mètres donne  lieu  à  une  correspondance  analogue 
(je  parle  de  correspondance  et  non  de  roulement,  car 
je  n'ai  pu  voir  par  quelle  extension  de  sens  on  par- 
viendrait à  définir  un  roulement  à  deux  paramètres). 

Pour  établir  le  théorème,  peut-être  nouveau,  auquel 
je  suis  parvenu,  je  m'appuierai  sur  une  formule  de 
rectification  connue,  mais  qu'il  ne  sera  pas  inutile  de 
démontrer  ici  même,  pour  donner  an  raisonnement 
louie  la  netteté  désirable,  surtout  en  ce  qui  concerne 
les  signes. 

2.  Soient  O  x^  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires et  D  une  droite  orientée  ou  demi-droite.  Dési- 
gnons par  cp  l'angle  (O^r,  D),  défini  à  2 /ctu  près,  et  par^ 
la   distance   de  l'origine  à  D.  Cette  dislance,  comptée 

sur  la  demi-droite  qui  fait  avec  D  l'angle  +  -,  est  sus- 
ceptible de  signe. 

Nous  dirons  que  D  a  pour  coordonnées  (cp,  /j>).  La 
demi-droite  opposée  D'à  pour  coordonnées (cp-|- 7:,  — p). 
Toutes  deux  sont  portées  par  la  droite  ayant  pour  équa- 
tion 

Ci)  arsincp — j^cos'^^p. 

Supposons  maintenant  (|ue  D  varie  en  dépendant 
d'un  paramètre.  On  peut  prendre  C5  comme  variable 
indépendante  (en  laissant  de  coté  le  cas  sans  intérêt 
où  C3  serait  constant);  p  est  une  certaine  fonction 
de  C5.  D  envelo|)pe  une  courlje  F.  Le  |)oint  de  contact  M 
de   D  avec  T  est  donné  par  réqualion  (i),  jointe  à  la 
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suivante  : 

a?  coscp  H-j^  sincp  =/>', 
OÙ 

Ces  équations,  résolues  en  œ  et  j^,  donnent 

x=      /?  sincp  H-/>' coscp, 
y  =  — /)  coscp -f-/)'  sincp. 

On  en  tire,  en  différentiant, 

dx  =  (p  -f-/>")  cos  '0  o^cp, 
dy  =  (/>  -+-/?")  sincp  </^. 

Par  conséquent  dx  et  t^y  sont  les  projections,  sur  Ox 
et  sur  OjK,  d'un  même  segment  ds  =  {p  -{-  p'^)  dz», 
porté  par  la  demi-droite  D.  <^5  est  l'arc  infiniment 
petit  de  la  courbe  F.  Nous  sommes  conduits  à  le 
considérer  comme  positif  ou  comme  négatif,  suivant 
que,  pour  une  variation  infiniment  petite  de  D,  le 
point  M  se  déplace  ou  non  dans  le  sens  de  cette  demi- 
droite. 

Imaginons  maintenant  que  p  soit  une  fonction  pério- 
dique de  cp,  la  période  étant  égale  à  ikr^  {k  entier). 
La  courbe  F  enveloppée  par  D  est  fermée  (^),  et  sa 
longueur  totale  A  est,  en  désignant  par  a  un  angle 
quelconque, 

a  ^OL 

Mais  on  a,  en  tenant  compte  de  l'hypothèse, 

/?'(«  -t-  ikTz)  =  p' {a.). 


I  a  -(-  2  A-  TT 


(1)  Pour  éviter  toute  difficulté,  je  suppose  que  F  n'a  pas  de  point 
à  l'infini. 


(  3o5  ) 
La  formule  se  réduit  doue  à 

^  a  -1-  2  A-  71 
(2)  A=    /  pd^. 

Celte  formule  est  attribuée  à  Cauchy  par  M.  H.  Le- 
besgue,  dans  son  intéressant  article  intitulé  :  Exposi- 
tion (V un  Mémoire  de  M.  W .  Croflon  [Nouvelles 
Annales^  4*^  série,  t.  XII,  1912,  p.  ^'èi).  Dans  son 
Cours  de  Géométrie  infinitésimale^  M.  G.  Demartres 
donne  à  la  formule  (2),  ou  plutôt  à  celle  que  l'on 
obtient  en  prenant  l'intégrale  entre  des  limites  quel- 
conques, le  nom  àe  formule  de  Legendre  (p.  i47)- 

3.  Considérons  maintenant  une  courbe  fermée  C, 
de  longueur  totale  L,  sur  laquelle  on  fixe  un  sens  de 
«irculation.  En  chaque  point  de  C  menons  la  tan- 
gente MT,  dont  l'orientation  est  déterminée  par  le  sens 
de  circulation  fixé.  Menons  ensuite  une  demi-droite  MU, 
faisant  avec  MT  un  angle  V,  variant  suivant  une  loi 
continue  quelconque,  mais  telle  que  pour  chaque  posi- 
lion  du  point  M,  MU  ait  une  direction  bien  déterminée. 
Quand  le  point  M  fait  le  tour  de  la  courbe  C,  la  demi- 
droite  MU  enveloppe  une  courbe  fermée  F  dont  nous 
allons  chercher  la  longueur  A. 

Soient  X  el y  les  coordonnées  du  point  M.  Écrivons, 
avec  les  notations  ordinaires, 

dx  dy 

-  =  cos<f,  ^  =  sm<f, 

et  posons  aussi 

çp  -^  V  =  W. 

La  demi-droite  MU  est  portée  par  la  droite  d'équa- 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  Mil.  (Juillet   1913.)  20 
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lion 


X  —  X 

cosW 


Y 


y 


sin  W 


Elle  a  pour  coordonnées  (W,  :rsinW — ycosW). 

Gela  posé,  quand  M  fait  le  tour  de  la  courbe  G,  et  la 
demi-droile  MU  étant  supposée  reprendre  sa  position 
initiale,  W  varie  dans  un  intervalle  (a,  a -f- 2/1:71:), 
k  étant  un  nombre  entier.  Faisons  a  ==  o  pour  sim- 
plifier l'écriture.  La  formule  (2)  fournit  l'expression 
suivante  de  A  : 


-i 


9Â  71 


(^  sinW  — y  cos  W)  c^W, 


ou,  en  intégrant  par  parties, 

A  =  —  [iceosW  -hjK  sinW]o^"^-f-   /  cosW  dx  -^  sinW  dy. 

La  partie  intégrée  reprend  la  même  valeur  aux 
limites.  L'intégrale  qui  forme  la  seconde  partie  du 
second  membre  doit  être  considérée  comme  une  inté- 
grale curviligne  prise  le  long  de  la  courbe  G.  Nous  en 
referons  une  intégrale  ordinaire  en  remplaçant  dx  eldy 
par  leurs  valeurs  ds  coso  et  6?5sincû,  et  en  prenant  5 
comme  variable  d'intégration.  Les  limites  sont  o  et  L. 
Il  vient  donc 

(cosW  coscp -h  sinW  sin  Ci)  c?5  =    /     cos(W  —  (f»)  ds 
0  *^o 

=   /     cos\  ds. 


I 


On  aboutit  ainsi  à  ce  résultat  remarquable  ;  la  lon- 
gueur  A  ne  dépend  que  de  la  longueur  totale  de  la 
courbe  G  et  de  la  manière  dont  varie  V angle  V  en 
Jonction  de  Varc  Mo  M  compté  à  partir  dhine  ori- 
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gine  fixe  Mq.  Si  l'on  déforme  la  courbe  G  en  lui 
conservant  la  même  longueur  totale,  chaque  demi- 
droite  MU  étant  entraînée  de  manièie  à  faire  avec  la 
tangente  correspondante  un  angle  constant,  la  longueur 
de  la  courbe  F  reste  invariable. 

4.  Abordons  maintenant  l'étude  du  mouvement 
à  deux  paramètres. 

Rapportons  le  plan  fixe  P  à  des  axes  OqXq^  OoJKoi 
le  plan  mobile  P  à  des  axes  Ox,  Oy.  Soient  ^,  r\  les 
coordonnées  du  point  O  par  rapport  aux  axes  fixes, 

C2  l'angle  (Oq^o^  O^).  Pour  définir  un  mouvement 
à  deux  paramètres  aussi  général  que  possible,  on  peut 
prendre  ç  et  'r\  comme  variables  indépendantes,  cp  étant 
une  fonction  de  ;  et  y^  ('). 

On  a,  entre  les  coordonnées  absolues  (^07^0)  et  les 
coordonnées  relatives  (^,JK)  d'un  point  entraîné  dans 
le  mouvement,  les  relations 

Xo=^  -\- ce  coso — jK  sincp, 
j^o  =  Tj  -f-  a?  sincp  -h  j'  coscp. 

A  partir  de  la  position  qui  correspond  à  un  système 
de  valeurs  ;,  y),  le  plan  P  peut  prendre  une  infinité 
de  mouvements  infiniment  petits,  tous  compris  dans  le 
mouvement  à  deux  paramètres.  Chacun  d'eux  est  carac- 
térisé par  une  valeur  du  rapport  -^ ,  et  il  lui  correspond 

un  centre  instantané  de  rotation  I.  On  obtient  les  coor- 
données relatives  du  point  I  en  écrivant  que  ses 
coordonnées  absolues   ont   des    difierentielles   nulles, 


(')  Cotniiic  il  existe  au  plus  un  point  du  plan  F  qui  ait  une  tra- 
jectoire déterminée  (  n°  1),  on  peut  toujours  supposer  que  ce  n'est 
pas  le  point  <>,  (C  qui  j)ermet  de  prendre  ^  et  7^  comme  variables 
indépendantes. 
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ce  qui  donne 

d^  —  {x  sin  cp  -+-  jK  cos  ^)  \-T^d\  "^  j'"  ^^'  )  ~  ^' 
di]  -h  (iccoscp  — y  s\n^)  l-^d\  -+-  -j^  drA 


=  o. 


Si  l'on  fait  varier  le  rapport  -^>  on  reconnaît  immé- 
diatement que  le  point  1  décrit  une  droite,  dont  il  est 
inutile,  pour  ce  qui  suit,  d'écrire  l'équation  ('). 

Ainsi  : 

Dans  un  mouvement  à  deux  pai^amètres^  le  plan 
mobile  peut  prendre^  à  partir  de  Vune  quelconque 
de  ses  positions^  une  infinité  de  mouvements  infini- 
ment petits.  Le  lieu  des  centres  instantanés  de  rota- 
tion correspondants  est  une  droite^  que  Von  peut 
appeler  droite  des  centres  (2). 

5.  Considérons  maintenant  les  oo2  positions  du  plan  P. 
Pour  chacune  d'elles  il  existe  une  droite  des  centres. 
L'ensemble  des  droites  du  plan  P,  dont  chacune  est 
<ippelée  à  devenir  droite  des  centres,  se  confond  en 
général  avec  l'ensemble  des  droites  de  ce  plan  (sauf  un 
cas  d'exception  dont  il  sera  parlé  plus  loin).  De  même, 
toutes  les  droites  du  plan  Pq  sont  en  général  appelées 
à  devenir  droites  des  centres,  chacune  pour  une  posi- 
tion  particulière  du  plan  P.  On  peut  donc  établir  une 

*  )0n  obtient  une  forme  plus  simple  en  introduisant  les  coor- 
données isotropes,  ce  qui  revient  à  employer  la  Géométrie  vecto- 
rielle. 

(^)  Ce  résultat  est  connu.  Il  correspond  par  exemple  à  la  notion 
de  couronoïde  tangent  à  un  niouveinent  à  deux  paramètres, 
introduite  par  M.  H.  de  Saussure  dans  ses  études  de  Géométrie 
cinématique  [voir  par  exemple  :  Exposé  résumé  de  la  Géométrie 
des  feuillets  1  Genève,  1910;  ou  bien:  Geometrio  folietara  (en  espé- 
ranto), Genève,  1910]. 
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correspondance  entre  les  droites  du  plan  Pq  et  celles 
du  plan  P,  deux  droites  correspondantes  Do  et  D  étant, 
dans  le  plan  Po,  celle  qui  sera  droite  des  centres  pour 
une  certaine  position  du  plan  P,  et  dans  ce  dernier 
plan,  celle  qui  viendra  alors  coïncider  avec  la 
droite  Dq. 

Nous  allons  reconnaître  que  cette  correspondance 
jouit  d'une  propriété  métrique  remarquable. 

Observons  en  effet  que  le  mouvement  à  deux  para- 
mètres renferme  une  infinité  de  mouvements  à  un  pa- 
ramètre. On  obtient  l'un  quelconque  d'entre  eux  en 
assujettissant  le  point  O  à  décrire  une  courbe  arbi- 
trairement donnée.  Considérons  un  tel  mouvement 
fermée  c'est-à-dire  tel  qu'il  ramène  le  plan  P  à  sa 
position  initiale. 

Dans  ce  mouvement,  les  droites  D  du  plan  P,  qui 
seront  successivement  droites  des  centres  enveloppent 
une  courbe  fermée  F.  Nous  pouvons  orienter  ces 
droites,  l'orientation  de  la  droite  qui  correspond  à  la 
position  initiale  du  plan  P  étant  cboisie  arbitrairement, 
et  celle  des  autres  en  résultant  par  continuité.  Chaque 
droite  D  viendra  successivement  coïncider  avec  une 
certaine  droite  Dq  du  plan  Po,  que  l'on  peut  orienter  en 
conséquence  de  cette  application.  Les  droites  Do  enve- 
loppent une  courbe  fermée  Fq.  Je  dis  que  les  deux 
courbes  F  et  \\  ont  même  longueur  totale. 

En  efl'et  le  mouvement  considéré  s'obtient  en  faisant 
rouler  une  cerlaine  courbe  fermée  C  sur  une  autre 
courbe  fermée  Cq.  Ces  deux  courbes  ont  môme  lon- 
gueur totale,  puisque  le  mouvement  est  fermé. 

Soient  Jo  un  point  quelconque  de  la  courbe  Co  et  I 
le  point  correspondant  de  C  {fig.  i),  c'est-à-dire  le 
point  du  plan  iNpii  viendra  se  confondre  avec  lo  quand 
ce  dernier   [)oint  sera  centre    instantané  de    rotation. 


(  3io) 
A  ce   moment   les  deux  courbes  G  et  Go   seront  lan- 
g-entes.  I  et  !«   appartiennent  respectivement  à    deux 
droites  D  et  D^  qui  seront  en  coïncidence  au  moment 


Fi! 


considéré.  Il  faut  donc  que  les  droites  orientées  D  et  Do 
fassent  Je  même  angle  respectivement  avec  la  tangente 
en  I  à  G  et  la  tangente  en  Iq  à  Go  (ces  deux  langenles 
ayant  elles-mêmes  des  orientations  qui  résultent  des 
conditions  du  mouvement).  On  voit  que  le  théorème 
du  n"  3  est  immédiatement  applicable,  et  les  courbes  F 
et  Fo  ont  même  longueur  totale. 

En  résumé,  un  mouvement  à  deux  paramètres 
permet  d'établir  entre  deux  plans  P  et  Po  une  cor- 
respondance de  droite  à  droite.  Aux  droites  qui, 
dans  le  plan  P,  enveloppent  une  courbe  fermée  P, 
correspondent,  dans  le  plan  Po,  des  droites  enve- 
loppant une  courbe  fermée  Po,  et  les  deux  courbes  P 
et  Po  ont  même  longueur  totale  (•). 


(1)  Celte  forme  crénoncé  est  un  peu  trop  générale.  On  peut  en 
effet  considérer  des  mouvements  à  deux  paramètres  tels  qu'une 
droite  D  étant   donnée   dans  le  plan  F,  il  existe  plusieurs  positions 


(  3..   ) 

Il  esl  assez  remarquable  que  l'égalité  de  longueur 
établie  n'existe  qu'entre  courbes  fermées.  Deu\  arcs 
correspondants  des  courbes  F  et  F,,  ont  en  général  des 
longueurs  différentes. 

Par  exemple  à  des  droites  D  passant  par  un  point 
fixe  correspondent  des  droites  Do  qui  enveloppent  une 
courbe  de  longueur  totale  nulle.  Il  faut  entendre  par  la 
une  courbe  com[)rise  d'arcs  tels  que  la  somme  algé- 
brique de  leurs  longueurs  soit  nulle.  Ces  arcs  sont 
séparés  par  des  j)oints  de  rebroussement.  Une  telle 
courbe  est  la  développée  d'une  courbe  fermée. 

6.  Revenons  sur  un  cas  d'exception  signalé  plus 
haut.  C'est  celui  où  les  droites  du  plan  P,  appelées 
à  devenir  droites  des  centres,  forment  un  système 
simplement  infini.  Le  théorème  général  cesse  alors 
d'avoir  un  sens.  Cherchons  à  définir  les  mouvements 
à  deux  paramètres  pour  lesquels  se  présente  cette  parti- 
cularité. 

Les  droites  du  plan  P,  appelées  à  devenir  droites  des 
centres,  ont  alors  des  trajectoires  orthogonales.  Soit  G 
l'une  d'entre  elles.  Soient  encore,  pour  une  certaine 
position  du  plan  P,  D  la  droite  des  centres,  M  le  point 
où  elle  rencontre  la  courbe  G  dans  sa  position 
actuelle  {Jfg-    2).    Le    point    M    est   ainsi    défini    pour 

de  ce  plan  pour  chacutïc  desquelles  la  droite  I)  deviendra  droite 
des  centres.  Supposons  alors  que  la  droite  I),  enveloppant  une 
courbe  fermée  donnée  arbitrairement  dans  le  plan  W  parle  d'une 
certaine  position  et  y  revienne.  Il  peut  fort  bien  arriver  que  le 
plan  V,  occupant  à  clia(|uc  instant  la  position  pour  laquelle  la 
droite  t)  est  droite  ties  centres,  ne  revienne  pas  à  sa  position  ini- 
tiale. I^es  droites  D^,  correspondant  aux  droites  D,  n'enveloppe- 
raient pas  une  courbe  fermée. 

Pour  tout  mouvement  à  tieux  paramètres  donné,  il  faudra  pré- 
ciser, par  une  discussion  spéciale,  la  nature  des  courbes  fermées 
auxquelles  le  théorème  du  texte  est  applicable. 
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chaque  posilion  du  plan  P,  mais  il  est  mobile  par 
rapport  à  ce  plnn,  où  sa  trajectoire  est  la  courbe  G. 
Donnons  au  plan   P,  à  partir  de  sa  position  actuelle^ 


Fis.  2. 


un  mouvement  infiniment  petit  quelconque  compris 
dans  le  mouvement  à  deux  |)aramètres,  et  cherchons  la 
vitesse  absolue  du  point  M. 

Pour  le  mouvement  infiniment  petit  considéré,  le 
centre  instantané  de  rotation  est  un  point  I  de  D. 
D'après  la  règle  de  composition  des  vitesses,  la  vitesse 
absolue  de  M  est  la  somme  géométrique  de  sa  vitesse 
d'entraînement,  résultant  d'une  lotation  autour  du 
point  I,  et  de  sa  vitesse  relative  dans  le  plan  P.  Or,  ces 
deux  vitesses  sont  toutes  les  deux  portées  par  la  tan- 
gente en  M  à  G.  Le  j)oint  M  a  donc,  qviel  que  soit 
le  mouvement  infiniment  pelit  considéré,  une  vitesse 
absolue  bien  déterminée  en  direction. 

H  en  résulte  que  le  point  M,  construit  pour  toutes 
les  positions  du  plan  P  a,  dans  le  plan  Po,  une  trajec- 
toire bien  déterminée  Go-  En  effet,  la  condition  trouvée 
se  traduit  par  une  équation  diff'érentielle  du  premier 
ordre  entre  les  coordonnées  de  ce  point,  et  dont  l'inté- 
grale est  complètement  déterminée  par  une  position 
pai'ticulière.  On  voit  aussi  (jue  G,,  est  tangente  à  G. 
On  parvient  donc,  en  résumé,  au  résultat  suivant  : 

Pour  définir^  clans  des  conditions  aussi  générales 
que  possible^  un  mouvement  à  deux paramèties  sin~ 
gulier^  tel  que  Vensenible  des  droites  du  plan  mo- 
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bile  appelées  à  devenir  droites  des  centres  soit  sim- 
plement infini^  on  liera  la  figure  mobile  à  une 
courbe  G  assujettie  à  toucher  constamment  une 
courbe  fixe  Gq.  Les  deux  courbes  G  et  Go  peuvent 
d\iilleurs  être  quelconques . 

On  remarquera  que^  dans  le  plan  fixe,  les  droites 
appelées  à  devenir  droites  des  centres  forment  aussi  un 
système  simplement  infini,  constitué  par  l'ensemble  des 
normales  à  Go- 

7.  Le  théorème  du  n°  o  s'étend  au  mouvement  à 
deux  paramètres  d'une  sphère  qui  glisse  sur  une  sphère 
fixe. 

Tout  d'abord,  on  reconnaît  sans  peine  que,  pour  une 
position  de  la  sphère  mobile,  il  existe  une  infinité  de 
centres  instantanés  de  rotation,  correspondant  aux 
divers  mouvements  infiniment  petits  que  peut  prendre 
la  sphère  mobile  à  partir  de  sa  position  actuelle,  et  que 
ces  centres  sont  répartis  sur  deux  grands  cercles  des 
centres  (diamétralement  opposés).  En  général,  tous 
les  grands  cercles  de  la  sphère  mobile  sont  appelés  à 
devenir  grands  cercles  des  centies,  et  de  même  tous 
les  grands  cercles  de  la  sphère  fixe.  Un  mouvement  à 
deux  paramètres  sur  la  sphère  permet  donc  d'établir 
une  correspondance  de  grand  cercle  à  grand  cercle.  A 
une  courbe  fermée,  considérée  comme  enveloppe  de 
grands  cercles,  correspond  une  autre  courbe  fermée, 
enveloppe  des  grands  cercles  correspondants.  Je  dis 
que  CCS  deux  courbes  fermées  ont  en  général  même 
longueur. 

Comme  la  démonstration  donnée  au  n*"  o  s'appuie 
uniquement  sur  le  théorème  du  n"  3,  il  suffit  d'établir 
que  ce  dernier  s'étend  à  la  sphère. 

Une  marche  analogue  à  celle  que  nous  avons  suivie 
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dans  le  plan  conduirait,  sur  la  sphère,  à  beaucoup  de 
calculs.  Au  contraire,  en  faisant  appel  à  la  considéra- 
tion des  figures  supplémentaires  et  en  appliquant  un 
théorème  fondamental  de  Gauss,  on  parvient  à  une 
démonstration  très  simple. 

Rappelons  tout  d'aliord  qu'on  appelle  angle  de  con- 
tingence géodésique  en  un  point  d'une  courbe  sphé- 
rique  l'angle  infiniment  petit  du  grand  cercle  tangent 
à  la  courbe  au  point  considéré  et  du  grand  cercle 
tangent  au  point  infiniment  voisin.  Appelons  angle 
de  contingence  total  d'un  arc  de  longueur  finie  la 
valeur  de  l'intégrale  curviligne,  prise  le  Jong  de  cet  arc, 
et  dont  l'élément  différentiel  est  l'angle  de  contingence 
géodésique  ('  ). 

Gela  posé,  soit  G  une   courbe  fermée  {fig-  3)  sur 

Fig.  3. 


laquelle  on  prend  un  point  Mo  comme  origine. 
En  cliaque  point  M  de  la  courbe  menons  le  grand 
cercle  tangent  et  portons-y  un  arc  MN  dont  la  lon- 
gueur soit  une  fonction  donnée  /(B)  de  l'angle  de 
contingence  total  9  de  l'arc  MqM.  Le  point  N  décrit 
une  courbe  fermée,  pour  un  choix  convenable  de 
la  fonction  /.  Je  dis  que  l'angle  de  contingence  total 
de  cette  courbe  G  ne  dépend  que  de  la  fonction  /et  de 


(')  Il  va  sans  dire  que  l'an'gle  de  contingence  total  d'un   arc  est 

§' 


distinct  de   l'angle    des   arcs  de  grand  cercle  tangents  à  ses  extré 
mités. 
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l'angle  de  contingence  total  0  de  la  courbe  C,  et  nulle- 
inent  de  la  forme  de  cette  dernière. 

On  sait  en  effet,  par  Je  théorème  fondamental  de 
Gaiiss  sur  la  courbure  totale,  que  l'angle  de  contin- 
gence total  d'une  courbe  fermée  tracée  sur  la  sphère 
ne  dépend  que  de  la  mesure  de  l'aire  sphérique  limitée 
par  celte  courbe.  11  faut  donc  établir  que  la  courbe  G 
limite  une  aire  constante,  si  0  est  donné.  Mais,  si  la 
courbe  fermée  G  varie  en  conservant  un  angle  de 
contingence  total  constant,  son  aire  reste  aussi  cons- 
tante. Tout  revient  donc  à  démontrer  que  la  différence 
entre  les  aires  des  courbes  G  et  C  est  constante.  Or, 
l'élément  différentiel  de  cette  aire  est  celle  d'un  triangle 
sphérique  isoscèle  dont  l'angle  au  sommet  est  égal 
à  âifQ,  et  dont  les  côtés  égaux  ont  une  longueur  commune 
égale  à  MN=y"(9).  Cette  aire  infinitésimale  a  pour 
expression,  en  supposant  le  rajon  de  la  sphère  égal  à 
l'unité,  . 

[,-cos/(e)]rfô. 

On  a  donc,  pour  valeur  de  l'aire  comprise  entre  G  et  G, 

[i-cos/(O)]c?0, 


X 


ce  qui  établit  la  proposition,  puisque  l'expression 
trouvée  ne  dépend  que  de  B  et  de  la  forme  de  la 
fonction  f. 

Cela  posé,  quel  sera  Je  théorème  corrélatif?  Aux 
points  de  la  figure  considérée  vont  correspondre,  dans 
la  figure  supplémentaire,  des  grands  cercles,  et  réci- 
proquement. A  une  longueur  d'arc  de  grand  cercle 
correspond  une  grandeur  d'angle,  à  un  angle  de  contin- 
gence une  longueur  d'aïc  infiniment  petit,  à  un  angle 
de  contingence  total  une  longueur  d'arc  fini.  La  propo- 
sition établie  se  transforme  donc  en  la  suivante  : 
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Soit  G  une  courbe  sphérique  de  longueur  totale]^. 
Par  chaque  point  M  de  G  menons  un  arc  de  grand 
cercle  faisant  avec  la  tangente  en  Mq  un  angle  égal 
à  une  fonction  donnée  de  la  longueur  de  Carc  de 
courbe  MeM,  mesuré  à  partir  d'un  point  M.  Cet  arc 
de  grand  cercle  enveloppe  une  courbe  G  qui  est 
fermée^  pour  un  choix  convenable  de  la  fonction 
considérée.  La  longueur  totale  de  la  courbe  G  ne 
dépend  que  de  la  forme  de  cette  fonction  et  de  la 
longueur  L. 

G'est  bien  le  ihéorème  du  n"  3  étendu  à  la  sphère. 


COXCOIRS  D'AGREGATION  DE  1912. 

SOLUTION  DE  LA  OIESTION  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 
ET  INTÉGRAL; 

Par  m.  g.  CLAPIER. 


1.    Une  tangente  MT  au   point  M  du  cercle   (y)  est 
déterminée  par  son  plan  de  projection  dont  l'équation 

normale  s'écrit 

X  cosa  -4- j^  sin  a  —  r  =  o, 

et  par  le  plan  du  cercle  lui-même.  Si  l'on  se  donne 
une  fonction  uniforme  03(a),  les  plans  dépendant  d'un 
paramètre  a, 

(i)  .r  cosa -t-jK  sin  a  —  r-f-io(^  —  /i)  =  o, 

enveloppent  une  surface  développable  (S). 

Gette  surface  dépend  de  la  fonction  arbitraire  w(a) 
et  les  équations  de  ses  caractéristiques  sont 

(        a:  cosa -I- cp  sin  a -f- co-s     =/'-^ro/i, 
(  —  iT  sina  -*-  (^  cosa  -\-  oy^z  =  tOg^n. 
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Si  l'on  résout  ces  équations  par  rapport  à  07  et  y,  on 
obtient  les  coordonnées  d'un  point  de  (S)  à  l'aide  des 
deux  variables  a  et  z.  La  courbe  (G)  section  de  cette 
surface  par  le  plan  xOy  sera  définie  par 

X  =^  0  cosa  —  p'  sina,  p  =  r  -+-  ojA, 


(3)  Kl  ,  /         '  / 

(  ^  =  p  sin  a  -h  p  cosa,         p  =  Wj^/i. 

Au  point  |jL(.r, y)  correspond  sur  la  tangente  a^  à  cette 
•courbe  le  point  P  de  sa  podaire,  et  l'on  a 

OP  =  p,  :rOP  =  a,  V  [x  =.  o' . 

2.  Une  courbe  (C|)  définie  par  son  équation  en 
coordonnées  cartésiennes  aura  une  podaire  dont  l'équa- 
tion coordonnées  polaires  p  et  a  pourra  s'écrire 

F(cosa,  sin  a,  p)  =  o; 

d'où  l'on  déduira  un  nombre  limité  de  valeurs  des 
fonctions  p,(a);  à  chacune  d'elles  correspondra  une 
représentation  par  les  formules  (3).  Si  l'on  se  donnait 
(Cl)  sous  la  forme  y  =zf(^x),  pour  qu'elle  pût  coïncider 
avec  une  courbe  (G),  il  faudrait  que  p  satisfasse  à 
l'équation  difîérentielle 

jKx  =  —  col  a  =  f'j.(p  cosa  —  p'  sin  a), 

dont  l'intégration  introduira   une  constante  arbitraire 

qui  provient  de  ce  (jue  toutes  les  couvhes y  =  f  (x)  -h  G 

sont  des  intégrales. 

Si  l'on  fait  subir  une  translation   à  la    courbe  (G,), 

on  aura 

p  =  /•  -f-  w  /j  -t-  k. 

En  ajoutant  une  constante  arbitraire  k  à  la  fonction 
p,  (a)  qui  définit  la  représentation  et  caractérise  une 
surface  (S,),  on  aura   toutes    les    autres    surfaces    (S) 
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auxquelles  correspondent  les  autres  solutions  de  l'équa- 
tion différentielle  déterminant  p  ou  to. 

La  représentation  n'est  possible  que  si  à  tous  points 
de  (Cl)  correspond  une  seule  tangente  et  une  seule 
valeur  de  p;  il  faut  donc  que  la  courbe  algébrique 
donnée  n'ait  aucun  point  multiple  à  tangentes  dis- 
tinctes. 

Exemples  :  On  pourra  représenter  l'hjpocycloïde  à 
trois  rei^roussements  par  les  formules  (3)  en  prenant 
p  =  Rcos3a,  et  l'hypocjcloïde  à  quatre  rebrousse- 
ments,  développée  de  l'ellipse  à  l'aide  de  o=/sin  a  cosa. 

3.  Pour  appliquer  la  représentation  précédente  à 
l'intégration  d'une  équation  différentielle  ordinaire, 
nous  exprimerons  les  coordonnées  x  ei  y  et  les  déri- 
vées y!^.,  y'x-,  y'xi  •••à  l'aide  de  p,  a  et  les  dérivées  suc- 
cessives  p^,,  p^,,  Pa,  .... 


Nou 


s  avons 


,  _  dy    dx  „  _  dy'  ^  dx' 

dot.  '  d'y.  da.  '  dy. 


(4) 

y=-cota,      y^ 

(5) 

^^,„            3R  cosa -^  p'-i- p'" 

•^    ~                 R^sin^a 

et   nous  déduisons,  par   les    formules  de    transforma- 
tion (3), 

—  I 

sin»a(p  -h  p")' 

R  =  p-f-p"; 

R  est  le  rayon  de  courbure  au  point  ]x  de  (C). 

La  nouvelle  équation  différentielle   pourra  être  plus 
facilement  intégrable,  et  nous  donnera 

p  =  cp(a,  Cl,  c,,  ...); 

portant  dans  les  expressions  (3)  nous  aurons   l'inté- 
grale générale  de  l'équation  différentielle  proposée  à 
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l'aide    du    paramètre   a   et   des    constantes    arbitraires 

tf<,C2,  La  courbe  intégrale  ne  devant  pas   avoir  de 

points  singuliers,  il  y  aura  des  équations  dififérenlielles 
exceptionnelles  qui  à  l'aspect  de  leurs  coefficients    ne 
pourront  être  intégrées  par  cette  méthode. 
Appliquons  à  l'équation  du  deuxième  ordre 

nous  trouvons,  à  l'aide  de  (3),  (4)  et  (5), 

(6)  p''-+-2p  =  o  ou  p  H-  R  =  o, 

cp(a)  =  A  cos  v/aa  -h  B  sin  y/2  a. 

La  courbe  intégrale  (G)  est  rectifiable;  on  a  en  effet 
ds  =  —  R  dot.  =  o( ol)  d%, 

S  =  — =r  sin  ^27. —  cosy/ia, 

/a  /2 

ou,  avec  de  nouvelles  constantes  m  et  6, 

(7)  S  =  msiny/2(a  —  6). 

Soit  (G,)  une  courbe  particulière  correspondant 
à  (Q  =  o,  /?i  =  i)  ;  il  suffira  de  la  faire  autour  de  l'ori- 
gine d'un  angle  quelconque  Q  et  de  prendre  les  homo- 
thétiques  relatives  à  ce  pôle  O  pour  avoir  toutes  les 
autres  intégrales. 

D'après  les  relations  (3)  et  (4),  une  équation  en 
(x,y,y)  qui  contient  linéairement^  et  }-  prendra  la 
forme  g'=  ci{y.)p  -\-  0{ol)  et  son  intégration  se  ramène 
aux  quadratures. 

Une  équation  du  second  ordre  de  la  forme 

m  ^y  ~  ^'   ^  n  z=  H , 


(    320    ) 

rayon  de  courbure,  prendra  la  forme 

p"-l-  (m  -h  i)p  =  /i 

et  sera  intégrable  par  quadratures.  Si  /i  =:  o,  on  aura 
une  équation  de  la  forme  (6)  et  son  intégrale  générale 
pourra  être  obtenue  par  le  déplacement  (rotation  et 
homothétie  )  d'une  intégrale  particulière. 

4.  Une  surface  (S)  est  une  développable  circonscrite 
au  cercle  fixe  (y)  et  à  une  courbe  quelconque  (C)  du 
plan^Oy.  Prenons  une  famille  de  courbes  (G)  dépen- 
dant d'un  paramètre  c,  et  ayant  pour  équation,  sous 
forme  tangentielle, 

(8)  p  =  r  -4-  a>(a,  c)/î. 

A  chacune  d'elles  correspond  une  surface  (S),  dont 
les  équations  (2)  de  la  caractéristique  s'écrivent 

(9) 

UJ   UUS  .*.   IXI     5111  'Jl 

i\IN 


.r  — 

/'  cosa 

OJ 

cosa 

-tu' 

sina 

y  — 

/•  sina 

=  /l-Z    =   —. 

w  sina -4-0)  cosa  y/f  _|_  t,j2  _^  t^^'-i 

Une  courbe  (a-)  sera  déterminée  par  une  relation 
entre  5  et  a,  z  =  h — /{'^•,c)]  lorsque  a  et  c  varient, 
elle  engendre  une  surface  (2)  représentée  par  les 
expressions 

{  a7  =  rcosa-f-y*(a,  c)[w(a,c)  cosa  —  w^  sin  a], 
(10)      }  y  =1  r  sina  -+-  /{a,  c)  [w(a,  c)  sina  -+-  co^  cosa], 
(  z  =  h—f{a,  c), 

qui  donnent  les  coordonnées  de  l'un  de  ses  points  à 
l'aide  des  paramètres  (a,  c). 

Si  dans  l'équation  cartésienne  d'une  surface  donnée 
(S,  ),  on  remplace  .r,  y  et  z  par   les   valeurs  (10),    on 
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obtiendra  une  équation  qui  déterminera  f  \  cela 
revient  à  prendre  pour  (a-)  la  courbe  d'interseclion  des 
droites  caracléristiques  (9)  avec  la  surface  (-1). 

Pour  que  la  détermination  de/ soit  unique,  il  faudra 
que  ces  droites  M  'jl  rencontrent  (S<  )  en  un  seul  point  N 
autre  que  le  point  M;  la  surface  donnée  devra  donc 
passer  parle  cercle  (v).  Dans  le  cas  où    cl)-  +  co'-=  i, 

la  distance  MN  =/\/2  . 

a.  Si  l'on  excepte  les  surfaces  réglées  admettant  le 
plan^rOj^  comme  plan  directeur,  les  équations  (10) 
peuvent  représenter  une  surface  quelconque. 

Supposons  que  cette  surface  (^1)  soit  ortbogonale  à 
la  famille  de  surfaces  (  S)  dépendant  du  paramètre  0  =  ^3 
et  écrivons  les  équations  (10)  sous  la  forme 

l         X  cosx  H-j^  sina  =  /•  —  w  (a,  |B)  ^(a,  [3), 
(11)  '    — :r  sina  H-jK  cosa  =      — o/(a,  [i)  ^(  a,  [E  j, 

(  i;  =/t+r(a,  3). 

Les  courbes  (a-)  sont  définies  par  [i  =  const.  et  le 
plan  tangent  à  la  surface  (S)  correspondante  a  pour 
coefficients  directeurs 

cosa,     sina,     to(a,  |3  ). 

Pour  qu'il  y  ait  ortliogonalité,  il  faudra  que  la  fonc- 
tion inconnue  ^(a,  |^)  soit  choisie  de  manière  à  satis- 
faire à  la  condition 


(I..) 


cosa 

sin  OL 

to 

ÙT 

oy 

07. 

0% 

p 

=  t 

ÔX 

H 

'          Ox 

7 

7  = 

Ann.  de  .Malheinat.,  4"  série,  t.  Mil.  (Juillet  igi^.) 
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Les  expressions  (i  i)  donnent  x^y  el  z  à  l'aide  des 
variables  indépendantes  a  et  p.  Dérivons  les  deux 
premières  successivement  par  rapport  à  ces  variables; 
nous  obtenons 


[     .       dx  dy  , 

\    sina--j  —  cosa-j;^  =  Wgj^  +  t02;,         wj  = 


'i3)     /  '  '  ^ 

j  dy  .       dx  ,  „  .  „ , 

f  cosa  -7 sina-r—  =  /'  —  wp  —  c(w-i-(o  ), 

\  d'x  don  J-       ^\  /' 

àx         .       dy  ^  dui 

(i3')    J  ^  ^  ^ 

dy  dx 

sina  — cosa  -—  =  —  w/?. 

c'a  aa 

On  déduit  facilement  la  valeur  du  mineur 

dx  dy        dx  dy 
'^^^■^     dl  d^~  d^  dl 

=  oip{ui' q  -\-M2^)-^(^q  +WiQ[r  —  lo'yo  —  JI  ( a> -h  w" )] . 

A  l'aide  des  égalités  (i3)  et  (i4)  nous  pouvons  déve- 
lopper la  condition  (12)  et  obtenir  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  qui  déterminera  Z, 

.(E)     /?^co2(i-+-co2)  — Wia)Mj']-h^(i-|-co2)[r— ^(oj  +  w")] 

H-  ww,  ^  [  r  —  JI ( o)  -h  w"  )]  =  o  ; 

^lle  est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  de  z  fonction 
des  paramètres  (a,  ^). 

L'arête  de  rebroussement  d'une  surface  (S)  s'obtient 
-en  ajoutant  aux  équations  (2)  la  suivante 

—  a?  cosa  —  ^sina  -+-  w^2  —  co^A, 
OU  encore 

il  en  résulte  que  si  l'on  choisit  la  fonction  arbitraire 

to  H-  00 
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les   équations    (ii)    représenteront   la  surface  lieu  des 
arêtes  de  rebroussemenl  des  développables  (S). 

Cette  surface  (3^2)  sera   une  solution  singulière  de 

l'équation  (E),  si  l'on  a  -7-^  =  o,  et  par  suite,  si  les  sur- 
faces (S)  sont  choisies  de  manière  qu'on  ait 


^2 


di. 


r^m. 


(i5) 


co  =  A  cosa  -f-Bsina-+-r«p(^). 


Nous    pouvons    prendre    C5([3)  =  j3  et   dans    ce    cas 
l'équalion  (E)  se  réduit  à 

/»^ww' —  (i  —  jQ)(i-t-  10"-)^  =  wr^, 

et  elle  est  facilement  inlégrable. 

Une  stirface  normale  aux   génératrices  (2)   est   telle 
que  la  condition  (12)  et  la  suivante 


(16) 


-  sina     cosa     w 
dx  ôy 

ôx  dy 


Ox        ^^ 


=  o 


soient  satisfaites. 

D'après  les  expressions  (i3)  et  (i3'),  on  devra  avoir, 
par  l'éliminalion  du  mineur  (14)7 

p^{iti' 0)2-h  «ofuj  )  -h  qoi'[r  —  ^(w  -h  w")]  =  0. 


La  surface  (S2)  sera  une  solution  parliculière  et 
obtiendra  toutes  les  autres  en  prenant  pour  (t)  une 
développante  de  l'arête  de  rebroussement. 
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CEHTIFICATS  D'ANALYSE  SllPERIEllRE. 


Paris. 


Épreuve  théorique.  —  I.  Soit  x  =  f{i-<^)  la  fonction  résul- 
tant de  l'in^^ersion  de  l'intégrale 


^'       dx 

==  =  u- 


0 

avec  les  conditions 


s/  \  —  T' 


/(o)  =  o,         /'(o)  =  i. 

Trouver,  par  l'application  du  théorème  d'Abel^  l'expres- 
sion de  f{ii-\-v)  en  fonction  rationnelle  de  f{u),  f(v), 
f'{u)etf'{v). 

II.  T°  En  supposant  comme  l'expression  d'une  fonction 
d'une  variable  au  moyen  de  l'intégrale  double  de 
Fourier,  montrer  comment  on  peut  résoudre  l'équation 
fonctionnelle  en  ^(j) 


r*  00 

f{x)=  ^{y)cos{x.y)dj-, 


f{oo)  étant  une  fonction  donnée. 

2°  Appliquer  la  solution  trouvée  au  cas  de 

f{x)  =  e-^-\ 
Epreuve  pratique.  — Résoudre  Véquation  fonctionmlle 

Jp  271 
f        co&{x  —  y)  f {y)  dy  =  ?>mKx, 
0 

oùK  est  une  constante. 
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Pour  quelles  valeurs  de  la  constante  X  l'équation 

f{x)-^\  j        cos(x— y)  J{y)dy  =  o 

a-t-elle  une  solution  autre  que  zéro? 

(Juillet  Tgr  i .) 

Épreuve  théorique.  —  I.  i°  On  considère  l'intég-rale 
/      e'-^y^{y)dy, 

^( y)  étant  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  y. 
Montrer  que  si  cette  intégrale  a  un  sens  pour  une 
valeur  x^^  réelle  ou  complexe  de  x,  elle  aura  un  sens  pour 
toute  valeur  de  x  dont  la  partie  réelle  est  supérieure  à 
la  partie  réelle  de  x^^. 

'1°  Quelle  est  la  formule  permettant  de  résoudre  l'équa- 
tion fonctionnelle  [où  ^{y)  est  la  fonction  inconnue^ 


f(x)=  f    e-^yo{y)dy, 


quand  cette  équation  est  susceptible  d'une  solution  ? 

3°  Appliquer  la  formule  précédente  à  la   résolution  de 
V équation  fonctionnelle 


'-—  =J     e---yo{y)dy, 


ce  étant  une  constante  réelle,  et  la  variable  x  restant  supé- 
rieure à  a. 

II.   (Jn  considère  l'équation  fonctionnelle 

ix-^)fix)-^\  f    X{x)\iy)f{y)dy  =  6(x), 

a  étant  compris  entre  a  et  b  et  f  étant  la  fonction  inconnue  ; 
\{x)  et  Y(/)  sont  respectivement  des  fonctions  données 
de  X  et  y^  ainsi  que  '\{x)^  et  sont  régulières  entre  a  et  b. 
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On  demande  de  trouver'  pour  quelle  valeur  de  1  cette 
équation  aura  une  solution  f{x)  continue  entre  a  et  h. 

Épreuve  pratique.  —  Soient  dans  le  plan  d'une  variable 
complexe  x  -\-  iy  =^  z\  tracer  les  trois  demi-cercles  de  dia- 
mètres OA,  OB,  oc  situés  sur  l'axe  des  quantités  réelles. 


On  prend  l'image  de  la  demi-circonférence  OA  par 
rapport  au  cercle  OB,  ce  qui  donne  la  demi-circonfé- 
rence OC.  Pareillement^  on  prend  l'image  de  la  demi- 
circonférence  AB  par  rapport  au  même  cercle  OB,  ce  qui 

donne  la  demi-circonférence  BG, 

On  demande  de  calculer  les  deux  substitutions  fonda- 
mentales du  groupe  fuchsien  ainsi  engendré  et  ayant 
pour  polygone  fondamental  le  quadrilatère  curvi- 
ligne OABGD. 

On  posera 

OA  =  a,         OB  =  b         {a<b). 

(Octobre   191 1.) 


CEKTIFICATS  DE  MÉCAMQllE  RATIOWELLE. 


Marseille. 

Épreuve  théorique.  —  Trouver  le  mouvement  d'un  corps 
solide  de  révoluiton  pesant  et  homogène  dont  un  point  O 
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de  l'axe  est  fixe  et  dont  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  à  ce 
point  est  la  sphère 

A  l'origine  des  temps,  l'axe  de  révolution  est  horizontal  ; 
la    rotation   instantanée    est   égale  à   dsj-i   en   désignant 

,  .   .  1  .M  g  a        ,,,,,.  , 

par  a  ta  quantité  — - — )  ou  M  désigne  la  masse  du  corps ^ 

g  l'accélération  de  la  pesanteur  et  a  la  distance  du  point 
fixe  au  centre  de  gravité;  enfin  l'axe  de  cette  rotation 
instantanée  est  orienté  suivant  la  bissectrice  de  l'angle 
que  font  la  verticale  du  point  fixe  dirigée  vers  le  haut  et 
l'axe  de  révolution  dirigé  du  point  fixe  vers  le  centre  de 
gravité  du  corps. 

Nota.  —  Avec  les  notations  ordinaires^  les  données 
initiales  se  traduisent  par 

00=  ^,       6;  =  o,      cp;  =  4^;  =  a. 

SOLUTION. 

Les  axes  fixes  sont  la  verticale  OZ  et  deux  axes  OX,  OY. 
Les  axes  mobiles  sont  l'axe  de  révolution  Oz  à  une  époque  t 
et  deux  axes  0;r  et  Oy  liés  au  corps.  La  figure  dépend  des 
angles  ^  (OX  et  OA  intersection  des  deux  plans  des  xy), 
cp  (OA  et  O^)  et  6  (OZ  et  O^). 

La  somme  des  moments  des  forces  est  nulle  par  rapport 
à  OZ  et  à  Oz,  donc  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  est  constante.  On  a 

k{p  sincp  sinO  -t-  q  cosci  sinO  -h  z  cos6)  =  const., 

Kz  =  const. 


D'ailleurs  on  a 


d'où 


t^'-h  çp'  cosO  =  a, 
cp'-h  (^'  cosO  =  a, 


o'=  6'  = 


1    ^r-   CosO 

Le  théorème  des  forces  vives  donne 

A(  />-4-  <7'^-h  /-î)  =—  2M^a  cosO  -+-  const. 
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OU 


y^-h  cp'2-f-  6'2+  -K^'^'  cos6  = —  2M^a  cosô  -h  const., 

et  comme 

cp'=t|;'         et         •2tl;'2(i  +  cose)-i-6'2=  a2(2  —  cosô  , 


on  arrive  a 


cos6(i  —  cos6) 

il  ^  = 

I  -+-  cosO 


Or  pour  6  =  — ,  6  est  négatif.   Donc  puisque  6,)  =  o,  6'  est 

ensuite  négatif  et  0  va  en  décroissant  indéfiniment.  On  peut 
intégrer  et  l'on  a 

i/coso  =  — > 

2çp=:2'|':=a^-i-2  arc  tang^. 

Épreuve  pratique.  —  On  donne  dans  un  plan  horizontal 
quatre  points  fixes  placés  aux  sommets  d'un  carré  de  2'" 
de  côté. 

A  ces  points  Jixes  on  attache  des  fils  de  fer  qui  sont 
réunis  par  leurs  extrémités  en  un  point  auquel  on  suspend 
un  poids  P  de  1000''^. 

Les  fils  ont  la  même  longueur^  3"",  mais  leurs  sections 
sont  inégales  et  sont  successivement  entre  elles  comme  les 
nombres  \.^  i.,Z.,  ^. 

Les  fils  s  allongent  proportionnellement  à  leur  tension 
et  en  raison  inverse  de  leur  section. 

Le  fil  le  plus  faible  s'allonge  du  millième  de  sa  longueur 
sous  une  tension  de  100''^. 

Calculer  les  tensions  des  fils. 

Vérifier  par  le  dessin  que  la  résultante  des  tensions  est 
bien  égale  au  poids  P. 

Réponse  :  Les  tensions  sont  égales  respectivement  à  204''", 
363'*^  204'^",  363"^^  (Juin   F911.) 

Epreuve  théorique.  —  Dans  un  plan  horizontal  une 
barre  rectiligne  et  homogène  OA  est  mobile  autour  de 
son  extrémité  0  qui  est  fixe.  Au  point  A  est  articulée  une 
barre  AB  identique  à  OA. 
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Tous  les  points  de  ce  système  sont  repoussés  par  le 
point  0  proportionnellement  à  leur  masse  et  à  leur 
distance  au  point  0.  Primitivement  le  système  est  sans 
vitesse  et  la  barre  AB  est  perpendiculaire  sur  OA. 


On  demande  de  calculer    V amplitude  de   V oscillation 
de  OA. 

SOLUTION. 

Soit  6  l'angle  de  OA  avec  une  droite  fixe  et  soit  ç  l'angle 
de  OA  prolongée  avec  AB,  on  a  par  les  aires 

(lo  -\-  6  coscp  )6'-h  (2  H-  3  coscp)ç'  =  o, 
par  les  forces  vives 

(10-1-6  coscp )6'2-r-  (9.  -f-  3  COSCp)2  6'(p'-f-  2Cp'2  =  1  k'-  COSCÛ. 

En  éliminant  0'  on  a 

(7  -f-  9  sin2cp)cp'2  =  6/f2(io  4-  6  cosç)  coscp. 

Donc  o  varie  de  —  -  à  -1-  -  et  par  suite  l'amplitude  de  6  est 


=  f    - 


2  -f-  3  coscp 


e  =  /        ^      r^^  do 

^     --    .   ()  coscp 


on  a  en  degrés 


0  =  5o°(/. 


Épreuve  pratique.  —  Un  système  articulé  est  formé  de 
six  tiges  qui  constituent  les  quatre  côtés  et  les  deux  dia- 
gonales d'un  carré.  Ces  six  tiges  sont  tirées  du  même 
métal    et    ont    la    même    section.     On    suppose    quelles 
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s'allongent  ou  se  raccourcissent   proportionnellement    à 
leur  longueur  et  à  la  charge  qu'elles  subissent . 


On  suspend  le  système  par  l'un  de  ses  sommets  et  l'on 
attache  au  sommet  opposé  un  poids  de  looo'^^.  Trouver  les 
tensions  des  six  tiges. 

SOLUTION. 

On  trouve  : 

tension  de  OA  =  2o5''^  (extension), 
tension  de  AG  =  —  aSg'^s  (compression), 
tension  de  OB  =  71 1""?  (extension). 

(Novembre  191 1 .) 

Poitiers. 

Epreuve  théorique.  —  Une  plaque  rectangulaire  homo- 
gène mince  OAGB  est  articulée  en  un  sommet  B  à  une 
barre  BD  {de  masse  négligeable  vis-à-vis  de  celle  de  la 
plaque). 

Les  points  0,  D  sont  fixes  sur  une  verticale.  Les  liaisons 
en  O,  B,  D  n'entraînent  aucun  frottement  appréciable. 

1°  On  demande  d'écrire  les  équations  différentielles  du 
mouvement  {en  prenant  comme  paramètres  :  l'angle  a  du 
plan  OBD  avec  un  plan  vertical  fixe  et  l'angle  ^  de  la 
plaque  avec  le  plan  OBD).  On  montrera  comment  les 
équations  universelles  de  la  dynamique  des  systèmes 
permettent  d'obtenir  deux  intégrales  premières. 

2"  Prouver  que  si  la  force  vive  initiale  du  système  est 


1 
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petite^   l'angle  [3  variera  dans  un  intervalle  un  peu  plus 
grand  que  ( —  ^o>  +  [^o)?  où  j3o  est  la  valeur  initiale  de  3. 


3°  Etudier  en  particulier  le  cas  où  les  vitesses  initiales 
sont  nulles  et  l'angle  ^q  petit.  (Juin  iQrr.) 

EpRKUVE  THÉORiQUK.  —  Une  plaque  homogène  rectangu- 
laire mince  de  poids  P  est  suspendue  par  quatre  Jils  élas- 
tiques verticaux  identiques  attacliés  aux  quatre  sommets 
de  la  plaque  et  dont  les  quatre  autres  extrémités  sont  fixes 
dans  un  même  plan  horizontal  H. 

A  V instant  initial.,  le  système  est  en  équilibre  et  l'on 
abandonne  sans  vitesse  initiale  un  petit  corps  sphérique 
homogène  de  poids  p  sur  la  verticale  du  centre  de  la 
plaque  et  au-dessus. 

Étudier  le  mouvement  ultérieur. 

Remarque.  —  f^a  tension  T  de  chaque  fil  est  propor- 
tionnelle à  rallongement  z  —  /  du  fil  à  partir  de  la  lon- 
gueur naturelle  l 

'\  =  \{z-l). 


Après  chaque  choc,  la  vitesse  relative  de  la  petite  sphère 
par  rapport  à  la  plaque  est  multipliée  par  —  e,  e  étant 
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un  coefficient  d'élasticité  constant.  On  n'examinera  que 
le  cas  oïl  la  sphère  est  molle  {e  =  o)  et  celui  oit  elle  est 
parfaitement  élastique  ainsi  que  la  plaque  {e  =  i). 

On  négligera  les  masses  des  fils  et  Von  supposera  que 
la  sphère  est  à  Vinslant  initial  à  une  distance  du  plan  H 
égale  à  l. 

On  appellera  h  la  longueur  initiale  de  chaque  fil. 

On  supposera  P  =  p  lorsque  e  ^  o. 

Épreuve  pratique.  —  i°  Soient  p,  p  la  pression  et  la 
denxité  atmosphériques  à  l'altitude  z;  po,  po  leurs  valeurs 
à  la  surface  de  la  Terre. 

Déterminer  p   en  fonction  de  z  en  supposant   que    les 

variations   de   température  de   l'atmosphère  soient   telles 

qu'on  ait 

P 

■!—  =  const., 

pï 

Y  étant  une  certaine  constante  et  en  tenant  compte  des 
variations  de  l'intensité  de  la  pesanteur  avec  z. 

2°  Trouver  le  moment  d'inertie  d'un  disque  circulaire 
homogène  infiniment  mince  de  rayon  R  et  de  masse  ^\  par 
rapport  à  une  droite  quelconque  A. 

On  appellera  ô  la  distance  de  A  au  centre  du  disque 
et  a.  son  angle  aigu  avec  le  plan  du  disque. 

Application  numérique.  —  La  masse  du  disque  est  égale 
à  1^',  son  rayon  vaut  ?>^"\  a  =  So"  et  o  vaut  i'". 

(Novembre  igi  i.) 


Hennés. 

Épreuve  théorique.  —  Première  question  :  Problème.  — 
Un  système  de  quatre  masses.,  l'une  Mo  portée  par  un  point 
fixe  P,  les  autres  /?ii,  mo,  rn-^  portées  respectivement  par 
trois  points  mobiles  Â,,  A2,  A3,  s'attirent  mutuellement, 
proportionnellement  aux  masses  et  à  leurs  distances. 

Les  points   Ai,    A2,   A3   sont    unis  par  des   liaisons  sans 
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frottement^  de  manière  que  le  triangle  A1A2A3  reste  sem- 
blable à  un  triangle  donné. 

Etudier  le  mouvement  des  trois  masses  mobiles. 

On  envisagera  particulièrement  le  cas  suivant  : 

Les  masses  /?î|,  m^.,  m^  sont  égales  et  le  triangle  A1A2A3 
reste  équilatéral. 

De  plus.,  à  Vinstant  initial  :  1°  le  point  P  coïncide  avec 
le  centre  de  gravité  du  triangle  A1A2A3;  2°  en  ce  même 
instant  initial  la  vitesse  de  chaque  sommet  Ki  du  triangle 
résulte  d'un  mouvement  de  rotation  du  triangle  solidifié 
autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  son  plan  mené  par 
son  centre  de  gravité  go  et  d'une  vitesse  dirigée  de  go 
vers  A/,  égale  d'ailleurs  numériquement  à  la  vitesse 
linéaire  qui  serait  due  à  la  vitesse  initiale  N  de  la  rotation 
considérée. 

Seconde  question:  Statique  du  corps  rigide. —  Exposer  la 
réduction  de  Poinsot^  en  déduire  la  détermination  des 
centres  de  gravité. 

Epreuve    pratique.  —    Un   conducteur  curviligne  fermé 


parcouru  par  un  courant  électrique  d'intensité  i  agit  sur 
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un  élément  de  courant  ds'  traversé  par  un  courant  d'in- 
tensité i'  placé  sur  l'origine  dUin  système  d'axes  de  coor- 
données rectangulaires,  et  produit  sur  cet  élément  une 
force  dont  les  composantes  XYZ  sont^  par  les  formules 


X  =  -ii'  ds'ibC—  cB), 

2 

Y  =  -ii'  ds'(ck  —  aC), 


Z  =  -ii'  ds'{aB—bk), 


formules  dans  lesquelles  abc  désignent  les  cosinus  direc- 
teurs de  l'élément  ds'  et  dans  lesquelles  les  quantités  ABC 
sont  définies  par  les  intégrales  curvilignes  suivantes  : 


A  =   /  ^{r){ydz  —  z  dy), 

B=   /   f&{r){  z  dx  —  X  ç[z)y 
•  c 

G  =  I  ^{r){x  dy  —ydx), 


où  x,y,  z  désignent  les  coordonnées  d'un  point  M  du  con- 
ducteur dont  r  est  la  distance  à  V origine^  cp  est  une  certaine 
fonction  de  la  distance. 

On  demande  de  transformer  les  intégrales  curvi- 
lignes A,  B  et  C  en  intégrales  de  surface  portant  sur  une 
aire  quelconque  S  appuyée  sur  le  contour  G,  par  une 
triple  application  du  théorème  de  Stokes. 

(Juin  1910.) 


Épreuve  théorique.  —  I.  Mouvement  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  fixe  O  en  supposant  que  l'ellipsoïde 
d'inertie  relatif  à  ce  point  est  de  révolution,  et  que  le 
corps  est  soumis  à  l'action  d'une  force  F  appliquée  en  un 
point  de  l'axe. 

Déterminer  la  force  nécessaire  pour  produire  un  mou- 
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vement  donné  de  précession  et  de  nutation  dans  le  cas 
d'une  Isolation  rapide  autour  de  l'axe. 

II.  Un  plan  P  tourne  uniformément  autour  de  la  ver- 
ticale d'un  de  ses  points  O.  U/ie  tige  homogène  pesante  OA, 
de  longueur  a  dont  l'une  des  extrémités  est  fixée  en  O,  est 
mobile  dans  le  plan  P.  Trouver  les  positions  d'équilibre 
relatif  de  la  tige.,  et  étudier  son  mouvement  relatif  dans 
le  plan.  Cas  des  petites  oscillations. 

Epreuve  pratique.  —  Un  solide  homogène  a  la  forme 
d'un  parallélépipède  rectangle  dont  la  base  est  un  carré 
de  côté  a,  et  dont  la  hauteur  est  égale  à  e.  On  demande 
de  trouver  sur  l'axe  du  parallélépipède ,  perpendiculaire 
à  la  base.,  un  point  O  pour  lequel  l'ellipsoïde  d'inertie  se 
réduise  à  une  sphère.,  et  de  calculer  le  moment  d'inertie 
du  corps  par  rapport  à  une  droite  quelconque  passant 
en  0.  Conditions  de  possibilité. 

Applications  : 

a  =  20'^"', 

c  =  12"". 
Densité  du  corps  :  7,5. 

(Juin  191 1.) 

Épreuve  théorique.  —  I.  Mouvement  de  Poinsot. 

II.  Un  fil  flexible  et  inextensible.,  de  masse  négligeable., 
est  enroulé  sur  un  cylindre  de  révolution  pesant,  non 
homogène,  mobile  sans  frottement  autour  de  son  axe  de 
figure,  qui  est  horizontal.  L'une  des  extrémités  du  fil 
s'attache  au  cylindre;  Vautre  pend  verticalement  et 
supporte  un  poids  P. 

i"  Etudier  le  mouvement  du  système;  reconnaître  s'il 
peut  être  oscillatoire  et  examiner  le  cas  des  petites  oscil- 
lations. 

2°  Supposant  que  l'on  ait  déterminé  expérimentalement 
la  durée  des  petites  oscillations  pour  le  cas  d'un  poids  P, 
et  ensuite  pour  le  cas  d'un  poids  différent  P',  et  connais- 
sant, d'autre  part,  la  masse  du  cylindre,  on  demande  de 
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calculer  le  moment  dHnertie  du  corps  par  rapport  à 
l'axe  de  suspension^  ainsi  que  la  distance  du  centre  de 
gravité  à  cet  axe. 

Epreuve  pratique.  —  Un  récipient  à  4"  a  la  forme  d'un 
tétraèdre  régulier  dont  la  face  supérieure  est  horizontale. 
Déterminer  la  pression  du  liquide  sur  chacune  des  faces 
latérales  ainsi  que  la  position  du  centre  de  pression 
correspondant.  (Novembre   191 1.) 


OllESTION 


2209.  Démontrer  géométriquement  que  : 

i"  Si,  sur  la  tangente  en  M  à  un  cercle  passant  par  0,  on 
considère  le  segment  MP  qui  est  vu  de  O  sous  un  angle  droit, 
le  lieu  du  point  P,  lorsque  le  point  M  décrit  le  cercle,  est  une 
cissoïde  de  Dioclès  ; 

2°  La  normale  en  P  à  la  cissoïde  coupe  la  normale  en  M  au 
cercle  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  OP  en  son  milieu. 

(M.    d'OcAGNE.) 
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Un  deuil  cruel  frappe  les  Nouvelles  Annales  :  l'un 
de  ses  rédacteurs,  M.  Carlo  Bourlet,  a  succombé  à 
Annecy,  le  12  aoul,  aux  suites  d'un  accident. 

C'est  un  savant  d'une  haute  valeur  et  un  professeur 
d'une  autorité  exceptionnelle  qui  disparaît  en  Carlo 
Bourlet,  victime,  en  pleine  activité,  d'une  fatalité  inexo- 
rable. Le  personnel  de  la  Rédaction  de  ce  Journal 
perd  en  lui  le  collaborateur  le  plus  dévoué  et  l'ami  le 
plus  sûr. 

Nous  tenterons,  dans  un  prochain  numéro,  de 
retracer  sa  carrière  et  de  rendre  à  son  œuvre  l'hommage 
qui  lui  est  dû. 

C.-A.  Laesant,  R.  Bricard. 


[02f] 


SllR  QIIELOIJES  ENVELOPPES; 


Par  m.   L.   BRAUDE,  à  Biersladt-Wiesbaden. 


1.  La  discussion  des  enveloppes  est  souvent  assez 
difficile,  quand  on  ajjplique  seulement  des  coordonnées 
cartésiennes.  ¥j\\  ce  cas,  il  est  reconunandablc  de  se 
servir  des  coordonnées  intrinsèques  ('),  c'est-à-dire 
d'une  relation  entre  l'aie  s  et  le  rayon  de  courbure  IL 


(  '  )  Voir  E.  WôLi' FiNG,  liericlU  iiber  den  gegenwdrtigen  Stand 
der  Lekre  von  den  naturlichen  .  Koardinaten  (Bibl.  Math,, 
3"  série,  t.  I,  1900, p.  142-1  Sy).  —  Cesauo-Kowakkwski,  Vor/csungen 
iiber  natiirliche  Géométrie.  Leipzig,  B.-G.  Teubncr,  1901.  —  Aoust, 
Analyse  infinitésimale  des  courbes  planes.  Paris,  i8-^3. 

Ann.  de  Mathcmat.,  4"  série,  t.  \III.  (Août  igiS.)  22 
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Aux  publicalions  de  E.  Cesàro,  dont  la  plupart  se 
trouvent  dans  ce  journal,  et  qui  sont  réunies  dans  son 
œuvre  (*  ),  il  y  a  beaucoup  d'exemples  dont  nous  allons 
généraliser  quelques-uns  dans  cet  article.  Nous  aurons 
donc  des  théorèmes  connus  sous  une  autre  forme  ou  des 
propriétés  inconnues  de  certaines  familles  de  courbes 
planes.  Il  J  a  presque  toujours  une  contenance  avec 
les  développées  intermédiaires  (^)  que  j'ai  définies 
comme  lieu  du  point,  qui  divise  les  rayons  de  courbure 
dans  un  rapport  constant. 

2.  E.  Cesàro  a  défini  (^)  la  famille  des  courbes  dé- 
nommées d'après  lui,  qui  contient,  par  exemple,  X^s  spi- 
rales sinusoïdes  (''),  les  courbes  de  Ribaucour  (^), 
les  cycloïdales  (")  et  les  coniques^  par  la  propriété 
suivante  : 

Le  rayon  de  courbure  (R,  =  R— j  de  la  déve- 
loppée est  divisé  dans  un  rapport  constant  par  son 
intersection  avec  le  rayon  vecteur. 

Nous  profitons  de  cette  propriété  pour  traiter  les 
cycloïdales. 

(')    Voir  la  note  (^)  de  la  page  précédente. 

(^)  Voir  ma  Thèse,  Uber  einige  Verallgemeinerungen  des 
Begriffes  der  Mannlieirnschen  Kurve.  Heidelberg,   rgii. 

(^)  Nouvelles  Annales^  3"  série,  t.  VIT,  i88S,  p.  171-190; 
3*  série,  t.  IX,  1890,  p.  i43-i57;  3"  série,  t.  XIII,  1894,  p.  102-106.  — 
Voir  aussi  Cesaro-Kowalewski,  loc.  cit.,  p.  54,  ou  H.  Wieleitnkr, 
Spezielle  ebeiie  Kurven,  1908,  p.  3o3,  ou  enfin  F. -G.  Tkixeira, 
Traité  des  courbes  spéciales  remarquables  planes  et  gauches^ 
t.  I,  p.  :>73.  Coïmbre,  1908. 

('')  G.  LoRiA,  Spezielle  algebraische  und  transzendente  ebene 
A'M/ve/j,  II.  Auflage,  t.  I,  p.  2^0;  Leipzig,  1910-1911,  H.  VVieleitner, 
loc.  cit.,  p.  i3^i;  Cesàro,  loc.  cit.,  p.  6i;  Teixeira,  loc.  cit.,  p.  269. 

('^)  G.  LoRiA,  loc.  cit.,  t.  II,  p.  137;  W1ELEITNER,  p.  299;  Cesàro 
p.  94;  Teixeira,  t.  II,  p.  282. 

(^)  VVieleitner,  p.  196;  Cesaro,  p.  58;  Teixeira,   t.  Il,  p.  i35. 
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Nous  menons  par  chaque  point  P  de  la  courbe  F 
et  par  le  point  Px,  qui  divise  le  rayon  de  courbure  de 

la  développée  de  T  au  rapport  constant  —^ —  une 
droite;  chercher  V enveloppe  Ex  de  la  droite. 


Si  r  est  une  courbe  de  Cesàro,  nous  aurons  pour  une 
certaine  valeur  de  X  le  pôle  O  comme  enveloppe. 

Soient  {fig'  i)  X  ti  y  les  coordonnées  d'un  point 


Fi?. 


quelconque  par  rapport  au  système  (^)  de  la  tangente 
et  de  la  normale  de  P.  Le  premier  centre  de  courl)ure 
A,  de  P  a  donc  les  coordonnées  x^  =  o,  y,  =  R. 

Si  Rj,  Ro,  . . .  sont  les  rayons  de  courbure  supérieurs 

(  R,^  =  R       '^~'  j ,  on  a  comme  coordonnées  de  l^x  • 
(>)  372  =  —  XR,,  ^2=  R- 

L'équation  de  la  droite  PPx  est  donc 


(')    GeSARO,  p.  21  ;    WlELElTNER,   p.    i;.!. 


ou,  comme  R,i=:R-r-? 
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ds 


(2)  fix,y,s)=\x-^y-j^  =  o. 

Pour  avoir  x  el  y  comme  fonction  de  5,  iJ  faut  dififé- 
rentier(2)  sous  la  forme  (') 

d'où  il  résulte 

(4)  .__^^X  +  R^j+XR  =  o. 

On  a  donc  par  (2)  et  (4) 

as 

jc  =  —  — 


(5)  {  \  cls  I  ds^ 

X2R 


X.^(^Vh-XR^^^ 


ds  )  ds'^ 

ou,  comme 

^R  Ri  rf2R  RR2_R2 


(6) 


ds         R  ^52  R3 

XR2R, 


:r  =  — 


X2R2_+-R|(,_X)-+-XRR2' 

^'^^  ^         _  X2R^ 

•^  ~  À2  R2_^  R2(^,  _  X)  4-  X  RR2  ' 

Si);  =  00,  (2)  représente  la   normale  de  r('),   soit 
:r  =  o;  par  (5)  ou  (^)  on  a 

X  =  0,       7  =  R, 
le  point  A|  ;  si  X  =  o,  on  a 

^  =  O,  y  ■=z  o^ 

(')    GeSARO,    p.    24;   WlELEITNK»,    p.    176. 
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c'est-à-dire  la  courbe  F  elle-même.  Pour  a=i,  on 
cherche  l'enveloppe  de  PAo  où  A2  est  le  second  centre 
de  courbure  de  P.  L'équalion  (i)  est  alors  (*) 

(la)  R^  -+-  ^ly  =  o 

et  Ton  a 

RR, 

x  — 


R  -+-  R, 
(7a)  j  j^, 

(  ^  ^       R  +  R,' 

Si  A  =  —  I ,  la  droi  le  est  menée  par  P  et  le  point  cor- 
respondant de  Vantévolute  de  la  développée  de  F;  on 
a  donc  (-) 

(ip)  Kx—  RijK  =  o, 

R-^Ri 


(7p) 


X  = 


y 


K2-1-2RI  —  KR2 

R3 

R2-+-  2RÏ—  RR2 


3.  Pour  construire  le  point  de  contact  Q(^,^),  nous 
nous  servons  d'une  certaine  développée  imparfaite  de  F. 

Soit  Px  f  ^  ^  o,  jK= r- j  le  point  de  cette  courbe  cor- 
respondant à  P(o,o),  alors  la  normale  au  point  Px  est 
parallèle  à  la  droite  (i'),  car  on  a  (xo'wjig.  i) 

dR         Ri 
^^^  ^^"^?=X^=rR' 

Le  rajon  vecteur  PQ  est 

/   X  /—. ?  XR2(>.2R2+  R?)2^ 

(9)  r  =  s/x^^y^  = 


IHV^^  K2([  — X)-hXRR2 


(  '  )  Cesaho,  p.  37. 

(-)  Les  courbes  pour  lesquelles  toutes  les  droites  (  i')  sont  paral- 
lèles sont  des  courbes  de  Ribaucour;  si  >.  — — i,  on  a  une  chaînette 
d'égale  résistance. 
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Mais  comme  le  rayon  de  courbure  (*)  de  P>,  est 


3 


.,^,  p,  ^  (X^B^+R|)^ 

^  ^  ^-       (i-hX)fÀ2R2H-R2(i_X)-hXRR2]' 

on  a  enfin 

/        N                                                                  I  +  ^    r.  - 

(il)  /'  =    :; RXCOS^Cp. 

On  a  donc  la  construction  suivante  de  Q  : 

Soit  M  un  point  suj'  (i')  de  sorte  que  PM  =  Rx — r—  ; 
quand  on  projette  M  en  N  sur  la  normale  de  F,  la 
projection  de  N  sur  (i')  est  le  point  Q. 

Pour  X  =  —  3,  on  a 

[      -  3R2Ri 

^-9R2+4Rf-3RR2' 

(12) 

y  = 


9R2-t-4R2  — 3RR2 

Le  lieu  de  (12)  est  d'après  Gesàro  (-)  le  lieu  des 
centres  des  coniques  osculantes  la  courbe  F. 

Au  général,  Vejiveloppe  (7)  est  le  lieu  des  centres 
des  cercles  directeurs  des  courbes  de  Cesàro  de  V in- 
dice n  =  r-î  gui  osculent  la  courbe  F. 

1  H-  A     ^ 

Si  le  rayon  du  cercle  osculateur  est  zéro,  les  courbes 
de  Cesàro  sont  des  spirales  sinusoïdes;  si  /•  =  00,  on  a 
des  courbes  de  Bibaucour. 

Au  système  (tangente  normale),  l'équation  de  la  di- 
rectrice est  (^) 

.  o ,  I  -h  /i  dK  /i  -f- 1  ^ 

(i3)  X ; rH R  =  o. 

I  —  Il    ds        '^  1 

(')  Thèse,  p.  16. 
(2)  GesÀro,  p.  77-78. 
(^)  Cesàro,  p.  77. 
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Mais  cette  droite  est  la  tangente  de  la  déiivée  impar- 
faite A  =  ■!— -^,  car,  en  dlfférenlianl  (i3)  d'après  (3), 
I  -h  /-i 

on  a 

(i3a)  a7r— JKH 7=0, 

(         RRo— R2\  Ri  Ri 

d'où 

R 


Nous  avons  donc  une  nouvelle  génération  des  déve- 
loppées imparfaites,  soit  : 

Les  directrices  des  courbes  de  Ribaiicoiir  cV indice 
n  ^    ~  ,\  qui  osculent  la  courbe  F,  ens?eloppent  la 

I  -h  A       ^  ■'   ' 

développée  imparfaite  ).. 

Gomme  cas  spécial,  les  directrices  des  cycloïdes 
osculantes  (/i  =  o)  enveloppent  la  développée  moyenne 
().  =  i),  celles  àes  paraboles  osculantes  (  '  )  (/^  = —  2) 
enveloppent  Ja  développée  )v  =  —  3,  enfin  celle  des 
chaineltes  osculantes  (2)  [n= — -3)  enveloppent  Van- 
tévolute  (a  =  —  2). 

Exemples.  —  1.  Pour  les  cycloïdales  ('^) 

(')   Cesa.ro    trouve    comme    lieu    du    point    de    contact    .r  =:  o, 
y  =—  —  (roir  p.  78). 

(^)  Cette  développée  imparfaite  fut  définie  par  Jacques  Bernoulli, 
Lineœ  cycloïdales,  evolulœ,  antevolutœ,  etc.  [Acta  Erud.,  mai 
i()92  ).  —   Thèse,  p.  18, 

(^)  LoRiA,  t.  II,  p.  io5;  Cesaho,  p.  H3. 
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on  a  comme  développées  des  troclioïdes  du  même  mo- 
dule. 

A  lors  les  directrices  des  courbes  de  Ribaucour  dUin 
module  quelconque  osculant  la  courbe  (i4)  enve- 
loppent une  certaine  trochoïde. 

Si  À  =  zb  —  on  a  comme  troclioïde  le  cercle  directeur 
a 

et  nous  trouvons  : 

Les  directrices  des  courbes  de  Ribaucour  de  V in- 
dice 

...  a  —  b  a  -h  b 

(lO)  /Il  = ou  /?.,=;  - 

a  -^  b  'a  —  b 

osculant  (14)5  enveloppent  le  cercle  directeur . 

Pour  Vhypocycloïde  tricuspidale^  la  développée 
imparfaite  X  =  3  ou  À  =  — 3  est  la  circonférence, 
menée  par  les  rebroussements  ;  au  dernier  cas  les 
courbes  osculantes  sont  des  paraboles  ('). 

Soit  (i4)  1116  astroïde  droite 

(iG)  4.ç2+R2^  G'2, 

Alors  la  circonférence  menée  par  les  rebroussements 
est  reçue  comme  enveloppe  des  directrices  des  chai- 
nettes  et  des  astroïdes  obliques  (-)  osculant  ()v  =  —  2). 

1)1 
La  développée  imparfaite  A  = ^  de  (i4)  est  (■') 

une  rhodonée,  la  podaire  de  la  développée.  Alors  on 
trouve  : 


(^)  Cette  génération  se  trouve  clans  Cesaro,  p.  78. 

(^)  WiELEiTNEU,  p.  3oi,  voir  mon  article  aux  Monatshefie,  de 
Vienne  :  Ùber  Parallelkurven  der  Epi-  iind  Hypozykloïden^  19 '3, 
p.  186. 

(■')   Thèse,  p.  22.    Quant  aux  rhodonées,  voit'  Loria,   t.  I,  p.  358; 

WlELEITNER,    p.    238;    TeIXEIRA,    p.    2  11. 
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Les  directrices  des  courbes  de  Ribaucour  de  V in- 
dice II' z=  —■ —    oscillant  la    courbe   (lA)   est  une 

a-  —  o-  ^     ^ 

rhodonée  du  module  -• 

a 

\{.  Pour  les  courbes  parallèles  à  (i4)  qui  ont  les 
coordonnées  intrinsèques 

(17)  s  =  a{o  —  sincp),  R  =  ^(i  —  coscp), 

les  développées  intermédiaires  X  =  iiz  -  sont  deux,  cj- 

cloïdales,  qui  ont  la  même  base  circulaire  (  '  ).  Elles  sont 
ant icycloïdales ^  leurs  rebroussements  sont  situés  dans 
chaque  deuxième  rebroussement  de  la  développée 
de  (17). 

Par  exemple,  les  directrices  des  chaînettes  osculant 
l'astroïde  oblique  à  deux  points  triples,  enveloppent 
une  néphroïde  de  Proctor. 

III.  Gomme  la  développée  imparfaite  A  = d'une 

spirale    sinusoïde    de   l'indice  n  est  (^)  une   courbe 

analogue  de  l'indice  n>  = ,  nous  trouvons  : 

°  I  —  fi 

Les    directrices    des   courbes    de    Ribaucour    de 

module  ->    qui  osculent  une  spirale   sinusoïde  du 

module   //,    enveloppent    une   spirale    sinusoïde    de 

Cindice 

I  —  n 

IV.  Enfin  chaque  développée  intermédiaire  d'une 
spirale   logarithmique 

(18)  \\=as 


(')   Voir  la  noie  (^)  de  la  page  précédente. 
(^  )   Thèse,  p.  'ji. 
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est  une  spirale  congruente  (').  Alors  Venveloppe  des 
directrices  des  courbes  de  Ribaucour  d^un  module 
quelconque^  qui  osculent  la  spirale  (i8),  est  une 
spirale  congruente^  qui  a  le  même  pôle. 

4.  Pour  avoir  les  coordonnées  intrinsèques  de  Ex, 
nous  formons  (2),  d'après  Cesàro  : 

\  ds        ds        K  ' 

(19)  < 

\%^^^^         =     XRU. 
\  as        as        K 

où 

_  (X— i)R,[X^R2-4-R2-|-3X(RR2-R?)+X^R(RiR2— Rt^O] 

^^^^  [X2R2+R|(l-X)-+-XRR2]2 

Alors  U  =  o  est  l'équation  différentielle  des  courbes 
de  Cesàro  (^)  pour  lesquelles  l'enveloppe  Ex  est  un 
point  fixe.  Les  coordonnées  intrinsèques  de  Ex  sont  : 


?'  =  f^l^K'^-i-  RfUr/^, 


(20)    {  ^  1 

R'  URCX^^R^-^RI)'^  TIRRW.-^X^ 

^  =  X2R.-hR^(i-X)-+-XRR.  =  ^  ï^l^x(i  +  X). 


Si  X  =  I ,  on  a  pour  l'enveloppe  de  (iq^) 


■■=/ 


(RiR2-RR3)v/X2R2+R| 

R(R  +  R2)^ 

(21) 

j.,  _      (RiR2-RR3)(R^+R!)^ 

'  (R-+-R2)* 

Exemples.  —  I.  Soit  F  la  cjcloïdale 

o      R' 

(11)  52+  — =1. 

{^)   Thèse,  p.  22. 

(2)    CesÀrO,    p.    21-24;    WlELEITNER,  p.    174-170. 

(^)  Cesàro,  p.  77. 


ds, 
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En   faisant  s  =  coso,    R  =  A  sino,  nous  avons,  d'a- 
près  (7), 

{  X  =  r-  sin^©  coso, 

y        1  +  A      *      ^ 

(23)  ^ 

/   y=  — Ur-sin^cp, 

\  I  -i-  A  ^ 

d'où,  selon  (19), 

(   ox        I  —  3X 

\   ds  1  —  A  ^ 

l   ùv         I  —  3  A 

I  -7-  =  r-cosco  sincp. 

\   as  1  —  A  '         ' 

Les  coordonnées  intrinsèques  de  Px  sont  alors  ('  ) 

1  ,     ' — 3  X 

l     5      =-77 r—  C0S2O, 

)  4(i-X) 


(25) 


(26) 

j   D'       X(i- 3X)    .   , 

'  4(i-X) 

Alois  l'équation  intrinsèque  de  P).  est 

En  remplaçant  ).  par  —  X,  nous  avons  de  même 

Mais  comme  la  développée  intermédiaire  =b  7. 
de  (22)  est  la  circonférence  fondamentale,  nous  avons 
le  théorème  suivant  : 

(')    CeSARO,   p.   .>.i-2\;   WlELEITNRH,   p.    17J. 
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Lorsque  la  normale  de  la  cycloïdale  (22)  coupe  la 
circonférence  aux  points  Px  et  P_),,  les  enveloppes 
des  droites^  menées  par  9 ^parallèles  aux  normales  de 
Px  et  de  P_x,  sont  deux  cycloïdales  {l'j)  et  (27'). 

Si  A==:±:  I,  (22)  est  une  cycloïde;  au  premier  cas 
toutes  les  droites  sont  parallèles,  (27')  est  une  cycloïde 
congruente. 

Si  X  ^db  3,  (22)  est  une  hypocycloïde  tricuspidale^ 

(27)  une  courbe  semblable,  (27')  une  hjpocvcloïde  à 
six  rebroussements. 

Soit  ).=:zt=-;  alors  (22)  est  une  néphroïde  de 
Proctor  ('),  (27)  une  astroïde. 

Si  A  =iiz  :»)  (22)  est  une  cardioïde;  au  premier  cas 
on  a  un  point,  le  rebroussement  réel;  au  second  une 
néphroïde. 

U.  Pour  la  spirale  logarithmique,  dont  l'équation 

(28)  H  =  «.ç. 

l'angle  o  est  toujours  constant;  on  a  doue  une  dévelop- 

Lgl 

11. 


poïde  congruente 


5.  Dans  ce  qui  suit,  nous  voulons  cherclier  les  enve- 
loppes de  quelques  systèmes  de  circonférences.  Chaque 
courbe  est  l'enveloppe  de  ses  cercles  osculateurs;  c^est 
pourquoi  nous  voulons  dilater  les  cercles  osculateurs 
du  centre  ou  du  point  de  contact  et  déterminer  r en- 
veloppe. 

(  *  )  C.  Proctor,  A  treatise  on  the  cycloid  and  ail  /omis  of  tlie 
cycloidal  curves,  p.  17^,  London,  1878;  Loria,  t.  II,  p.  ii3;  Wie- 
LEiTNER,  p.  189.  Voir  aussi  la  Thèse  de  R.-C.  Archibald,  The 
cardioïde  and  some  of  ifs  related  curves,  Strasbourg,^  ï9^>o,  et 
mon  article,  cité  à  la  note  (^)  de  la  page  344- 
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Au  premier  cas  l'équation  de  la  circonférence  dilatée 
est 

(29)  :r2H-(jK—  R)'-—  !Jl2R2=o, 

d'où  l'on  a,  d'après  (3), 


Il  y  a  donc  une  enveloppe  seulement  si  |jt.  <C  1 ,  c'est- 
à-dire  en  contractant  les  cercles.  En  faisant  [jL=:cosa, 
on  a 
(3i)  37  =  di  R  sina  cosa,         j^^Rsin'a. 

Mais  le  lieu  (  '  )  de  ces  points  est  composé  de  deux 
développoïdes  aux  angles  dza;  nous  avons  donc  le 
théorème  : 

L'enveloppe  des  cercles  oscillateurs  contractés  du 
centre  de  courbure  se  décompose  en  deux  dévelop- 
poïdes. 

Celte  génération  nous  rappelle  la  construclion  du 
point  de  contact  par  Réaumur  (-). 

6.  Dilatons  les  cercles  osculateurs  des  points  de 
contact;  le  lieu  de  ses  centres  est  alors  une  certaine 
développée  intermédiaire . 

L'équation  du  cercle  est 

(32)  a72_f-(^_   fjlR)2=   JJL2R2 

ou 

(33)  f(x,y,s)  =  x'^-^y'-—'iixRy  =  o. 

En  différentiant  d'après  (3),  on  a 

(34)  (ix-i)ï{x—ix\\,y  =  o. 

('  )    WlELElTNER,   p.    177. 

(^)  LoniA,  t.  II,  p.  iGi;  Wieleitner,  p.  177. 
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Cette  droite,  dont  nous  avons  déjà  trouvé  l'enveloppe, 
est  parallèle  à  la  normale  du  lieu  de  x  =  o,  y  =  [jlR, 
c'est-à-dire  du  centre  de  (32).  En  faisant 

(3d)  ul  =  -,  A=  i-, 

'         1  -+-  X  [x 

nous  avons  par  (33)  et  (34) 

.,         =         — 2>R'^Ri  _  2X2  R:^ 

^^    ^       (H-X)(X2R2H-Rf)'         •>'-  (i^X)(X2R-^+R|)' 


On  a  donc,  d'après  (8), 

I  -h  X 


(36)  i^X'^y^=  r-coscp, 


d'où  il  résulte  : 

Lorsque  la  circonférence  (32)  coupe  la  normale 
de  r  encore  au  point 

P  [x=:o,  y  = 


la  projection  de  V  sur  la  droite  (34) 
(3;)  XRa:-f- RijK  =  0 

est  le  point  de  contact;  la  normale  de  V enveloppe 
contient  naturellement  le  centre  de  (32). 

De  même  le  lieu  de  (35)  a  la  qualité  suivante  : 

C^ est  le  lieu  des  pôles  des.  spirales  sinusoïdes  de 

V indice  n  = r-  nui  osculent  la  courbe  T. 

I  +  X  ' 

Cesàro  avait  trouvé  (*)  comme  cas  spéciaux  le  lieu 
des  foyers  de  paraboles  osculantes  (/«=:  —  -?  X  =  3j» 

(')  Cesaro,  p.  79-80, 
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et  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  oscil- 
lantes {n=-  —  3,  A  =  —  2). 

Exemples.  —  I.  Soit  F  la  cycloïdale  (22).  Nous  avons 
donc  (35)  : 

X  =  r-  coscp  sin^cp, 

I  -f-  A 

(38)  .  , 

2A 


^         I  —  A  ^' 


et  d'après  (fq) 


.^,        ùx       I  —  3X  or       1  —  3X. 

(3q)  -7-   =   ^COS2C5,  -7-=    r-Sin2C9. 

^   ^  ^         ds         I  ^  X  •  ci  s  I  -+-  X 

Les   coordonnées   intrinsèques   de  l'enveloppe  sont 

alors 

/,  ,       I  —  SX  I  —  3X 

(4o)         5  = -s,         R— 7 ^ — : ^^  1^1 

^        ^  I-hA      '  (l-f-X)(l--2X)       ' 

et  son  équation  intrinsèque 

(40  X2  5'^-4-(l-2X)2R'2=    r^^ll^i^LilT'. 

Pour  E_),,  on  a 

Mais  comme  les  développées  intermédiaires  ih  X 
de  (22)  sont  la  base  circulaire,  nous  avons  le  théorème  : 

Lorsque  la  normale  au  point  V  de  la  cycloïdale 
(22)  coupe  la  circonférence  aux  points  P,  et  V21  ^^s 
enveloppes  des  circonférences  dont  PP<  et  PP^  sont 
des  diamètres  se  décomposent  toujours  en  (22)  et 
une  autre  cycloïdale  (4^)  ou  (40* 

II.  Traitons  comme  exem[)le  les  développantes  des 
cvcloïdaIes,dont  les  coordonnées  intrinsèques  sont(i  'j): 

(43)  s  =  ^  —  sincp,         U  =  X(i  —  cosco). 
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Par  élimination  de  o,  on  a  comme  équation  intrin- 
sèque 

(44)  s=l.fclKs/-     ^ 


>^  — R 
D'après  (35),  on  a 

\  X  = ^  sin  cp(i  —  coscp). 

\  1-+-  A  ^  ^ 

(45)  . 

i  A 

f    y  r=         ;-(i  —  coscp  )2 

(    "^  I  —  A  ^ 

et 

.  ^^.     dx  X      .  .  dy  ')X      . 


On  trouve  donc  selon  (19) 

, ,   ,         ôx       I  —  2X  ôv  1  —  iX   . 

(47)  -r-  —  r-coscp,  -j-  = ^sino, 

'         ds         1  +  X  ^  <^5  I  -h  X 


et  d'après  (^S) 


2  A   —  1 

(48) 


X('2X  —  1) 

En  changeant  X  en  —  X,  on  a  de  même  : 

/    ,/        2  X  -t- 1  . 

i  *     ^     ^  _^  (?  — sincp), 

,  X(2X  +  l) 

(  R  =——^^(, -coscp). 

L'équation  intrinsèque  a  la  forme 

,   ^,^  ,^»       ^X  —  1  /  X 

(48')  R'=   ^(l—  COSr O) 

^       ^  I  -H  X    \  X  —  I 

ou 

(49')  R"=li±l(',_cos  Jl-co 


__X   V*  X-+-I 
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Pour  les  développantes  des  cjcloïdales  ("3),  les 
dérivées  sont  des  courbes  analogues,  les  développées 
intermédiaires  sont,  comme  nous  l'avons  déjà  men- 
tionné, deux  cj'cloïdales  analogues. 


[I2e] 

SllR  LKS  CO\DITIO\S  DE  DIVISIBILITÉ  DT\  PHODIJIT 
DE  FACTOKIELLES  PAR  l].\  AITRE  (SllPPLÉ^IE^D; 

Par  M.   \L  LANDAU,  à  Gottingen. 


Dans  le  Tome  XIX  (1900)  de  la  3*^  série  de  ce 
Recueil  (p.  344-362  et  5^6),  j'ai  publié  un  Mémoire 
sous  ce  litre.  Son  résultat  principal  est  le  tliéoième  du 
n°  IV,  cité  seul  dans  mon  résunjé  au  Tome  XXXI  du 
Jahrhiich  fur  die  Fortschritte  der  Matheinatik 
(p.  1 83- 184)  et  dans  les  Traités  sur  la  Théorie  des 
nombres  par  Krojvhcker-Hensel  (t.  I,  p.  5oo-5oi)  et 
BACHMANiN  [Niedere  Zahlentheorie^  t.  l,  p.  64).  Je 
n'ai  rien  à  ajoute?*  concernant  ce  théorème.  Mais  tout 
récemment  MM.  Hurwitz  et  Polja  ont  remarqué  indé- 
pendamment que  la  démonstration  du  théorème  à  la  fin 
du  n"  lll(qui  n'est  pas  appliqué  dans  la  suile  ni  dans 
aucun  de  mes  travaux  ultérieurs)  contient  une  inexac- 
lilude.  Elle  est  cependant,  comme  M.  Pôlya  me  Ta  com- 
muniqué bientôt  après,  facile  à  rectifier,  de  sorlc  que 
le  théorème  même  du  n"  111  est  juste. 

Etant  données  (' )  fj   formes   linéaires   à  coefficients 

(')  Je  numérote  ici  consécutivciiiciil  les 

u„    (  1 1  d  £  m  )         et         v^    (  •  ^  "^  î=  "  ) 
du  n»  III. 

Ann.  de  Mdlliémal.,  \*  série,  l.   Mil.  (Août  lyi^.)  10 
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entiers  avec  r  variables  xi   (/  =  i ,  . . .,  /) 

il  s'agit  de  démontrer  ceci  :  Soit  donné  un  système  de 
valeurs  réelles  s,,  ...,  Zr  telles  que  les  Lv(5)  sont 
tous  ^  ()  ;  on  peut  trouver  pour  les  variables  des  valeurs 
commensurablesy, ,  ...,  jv  telles  que 

(0  [i^i(r)]  =  [Li(^)],     .••,     m(r)]  =  [L,(^)]- 

La  preuve  indiquée  pour  ceci  à  l'endroit  cité  est 
incorrecte;  voici  le  raisonnement  correct  de  M.  Pôlja  : 

On  peut  supposer  qu'aucune  des  formes  Lv(^)  ne 
soit  identiquement  nulle. 

1.  Si  aucun  des  q  nombres  Lv(i;)  ii'est  entier,  l'asser- 
lion  est  évidente,  puisque  des  changements  suffisam- 
ment petits  des  x  n'altèrent  pas,  dans  ce  cas,  les 
nombres  [Lv]. 

2.  S'il  j  a  5^1  entiers  parmi  les  Lv(-3),  supposons, 
ce  qui  est  permis,  que  L,  (c),  L2(3),  ...,  L^(5)  (i^^^^/) 
soient  entiers,  que  les  formes  L,  (x),  L2(^),  ..., 
L;(^)  (i  ^  /  ^  5)  soient  indépendantes,  tandis  que,  pour 
t<Cs^  les  formes  L^^,  (^),  ...,  L^(^)  en  dépendent. 
Soit  w  le  nombre  des  variables  dont  L, ,  . .  .,  L;  (ou,  ce 
qui  revient  au  même,  L|,  ...,  L^)  dépendent  effec- 
tivement. 

a.  Si  iv  =  t,  les  valeurs  des  (v  variables  sont  ration- 
nelles; on  conserve  ces  valeurs  pour  le  nouveau  sys- 
tème (y).  Pourvu  qu'on  donne,  pour  (v  <C  /',  aux  r  —  iv 
variables  restantes  des  valeurs  rationnelles  j)'/  suffisam- 
ment rapprochées  des  anciennes  valeurs  Zi,  (i)  est 
satisfait. 

b.  Sitv>/,  on  peut  donner  à  certaines    /•  —  t  va- 
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riables  des  valeurs  nouvelles  et  rationnelles  s'écartant 
si  peu  des  anciennes  valeurs  qu'en  calculant  les  t  autres 
variables  au  moyen  des  t  équations  linéaires 

(i)  est  satisfait;  tous  les  y  seront  rationnels. 


LUCIEN   LEYY. 


I.  Lucien  Lévy  naquit  à  Paris,  le  7  octobre  i853. 
Après  des  études  littéraires,  marquées  de  brillants 
succès  au  Concours  général,  où  il  remportait  des  prix 
de  vers  latins  et  de  thème  latin,  il  se  tourna  vers  la 
Science.  Elève  de  M.  Darboux,  au  Lycée  Louis-le-Grand, 
en  Mathémalicjnes  spéciales,  il  lut  reçu  à  l'Ecole  Poly- 
technique en  F  872.  Aucune  des  carrières  qui  s'ouvraient 
à  lui,  quand  il  en  sortit,  ne  le  sollicitait  autant  que 
ri^Znseignement,  auquel  il  résolut  de  se  consacrer. 
Agrégé  des  Sciences  mathématiques,  en  1876,  il  vint  à 
Rennes  occuper  une  chaire  de  Mathématiques  élémen- 
taires; puis,  nommé  à  Paris  en  1880,  il  resta  jusqu'en 
i885  professeur,  au  Lycée  Louis-le-Grand,  de  la  divi- 
sion préparatoire  à  l'Ecole  Polytechnique  (aujourd'hui 
classe  de  Mathématiques  spéciales  préparatoires).  G'e-t 
à  cette  période  cjue  remontent  ses  premières  publica- 
tions scientifiques. 

En  i885,  Lucien  Lévy  abandonna  sa  place  pour 
occuper  les  fonctions  importantes  de  directeur  des 
études  scientifiques  à  Sainte-Barbe.  A  cette  époque,  le 
célèbre  établissement  traversait  une  crise  et  voyait 
son  antique  prestige  diminué.  La  reconstruction  de 
lEcole     préparatoire     avait    éloigné     une    partie    des 
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familles.  En  outre,  l'enseignement,  privé  de  direction 
depuis  plusieurs  années,  laissait  à  désirer,  malgré  la 
valeur  personnelle  des  professeurs.  En  un  mot,  presque 
tout  était  à  reconstituer.  Ajoutons  enfin  que  le  jeune 
directeur,  ancien  élève  de  Sainte-Barbe,  retrouvait 
parmi  ses  subordonnés  plusieurs  de  ses  maîtres  d'autre- 
fois, et  que  son  autorité  allait  avoir  à  s'exercer  dans 
des  conditions  particulièrement  délicates.  Lucien  Lévy 
accepta  courageusement  une  tâche  dont  il  sentait  toutes 
les  difficultés,  et  n'y  faillit  pas.  Il  fut  à  la  fois  ferme  et 
conciliant,  réchaufi'a  le  zèle  de  ses  collaborateurs,  releva 
la  discipline  et  réorganisa  les  enseignements.  Le  succès 
ne  se  fit  pas  attendre.  Au  bout  de  deux  ans,  un  de  ses 
élèves  était  reçu  le  premier  à  l'Ecole  Polytechnique  et 
à  l'École  Normale.  Un  autre  se  classait  avec  le  même 
rang  au  concours  d'admission  à  Saint-Gyr,  puis  à  celui 
de  l'Ecole  forestière.  Lucien  Lévy  mettait  au  nombre 
des  plus  intéressantes  de  sa  vie  ses  cinq  années  de 
direction,  si  fécondes  en  résultais. 

En  1890,  cependant,  il  changeait  encore  une  fois 
l'orientation  de  sa  vie  :  nommé  examinateur  d'admission 
à  l'Ecole  Polytechnique,  il  lui  fallait  abandonner  Sainte- 
Barbe. 

Dans  un  article  où  Lucien  Lévy  résumait  beaucoup 
plus  tard  les  résultats  de  son  expérience  (  '  ),  il  analysait 
d'une  façon  pénétrante  les  difficultés  de  l'art  d'examiner. 
L'examinateur  doit  d'abord,  cela  va  sans  dire,  posséder 
parfaitement  les  matières  sur  lesquelles  il  interroge,  et 
particulièrement  connaître  toutes  les  démonstrations 
qui  ont  cours  dans  renseignement.  Dans  les  exercices 
d'application^  il  lui  faut  juger  du  premier  coup  d'œil  la 
valeur  de  la  méthode  proposée  piir  le  candidat  (si  celui- 

(^)  Examens  et  examinateurs  {Revue  du  Mois,  190G,  p.  189). 
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ci  en  propose  une),  quand  même  lui,  examinateur, 
n'aurait  pas  songé  à  cette  méthode.  Il  doit,  et  c'est  la 
partie  de  Ja  tâche  la  plus  délicate,  faire  la  part  de  la 
mémoire  et  de  l'intelligence,  savoir  poser  la  question, 
parfois  d'apparence  insignifiante,  qui  jettera  le  jour  sur 
la  valeur  réelle  de  l'examiné,  et  dissoudra,  pour  ainsi 
dire,  le  vernis  de  la  préparation.  Lucien  Lévy  avait 
l'érudition,  la  vivacité  d'esprit  et  la  finesse  de  jugement. 
Il  excella  du  premier  coup  dans  ses  nouvelles  fonctions 
et  ne  cessa  d'y  exceller  pendant  vingt  ans  qu'il  les 
remplit.  Très  maître  de  lui-même,  il  fut  toujours  d'une 
courtoisie  parfaite  et  n'eut  jamais  à  regretter  une  ob- 
servation blessante  ou  seulement  un  peu  vive  dans  sa 
forme.  Pour  apprécier  une  pareille  égalité  d'humeur, 
il  faut  savoir  que  les  examens  d'admission  à  l'Ecole 
Polytechnique  exigent  un  travail  de  sept  ou  huit  heures 
par  jour  pendant  plus  de  deux  mois.  Au  cours  de  ces 
longues  séances,  l'attention  ne  doit  pas  défaillir  un 
seul  instant.  Peut-être  faut-il  excuser  l'examinateur 
qui,  excédé  de  cet  effort  intense  et  prolongé,  se  laisse 
parfois  entraîner  à  un  mouvement  d'impatience.  Ne 
toléra-t-on  pas  jadis  le  légendaire  Lefébure  de  Fourcy 
qui  disait  à  un  candidat  (je  tiens  le  récit  du  candidat 
lui-même,  qui  fut  plus  tard  directeur  des  études  à 
l'Ecole  Polytechnique)  lui  coupant  la  parole  dès  les 
premiers  mots  d'une  démonstration  :  «  Monsieur,  vous 
êtes  un  âne,  et  votre  professeur  en  est  un  autre?  w 

Ce  n'est  certes  pas  au  nom  de  Lucien  Lévy  qu'on 
attachera  de  telles  anecdotes.  11  ne  laissera  pas  non  plus 
le  souvenir  d'un  examinateur  à  «  bateaux  »,  comme 
disent  les  jeunes  justiciables  du  tribunal  redouté.  Son 
répertoire  de  questions  était  extrêmement  riche,  et,  en 
dehors  des  périodes  d'examen,  il  travaillait  sans  cesse  à 
l'étendre  encore. 
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11  se  donna  entièrement  à  ses  fonctions,  au  point  de 
négliger  des  études  brillamment  commencées  et  qui 
l'auraient  certainement  conduit  à  de  belles  décou- 
vertes. Lucien  Lévy  n'apportait  aucune  restriction  à 
l'exercice  de  ses  devoirs.  J'ajouterai  enfin,  s'il  m'est 
permis  de  me  mêler  à  ces  souvenirs,  qu'ayant  eu 
l'honneur  d'examiner  pendant  deux  ans  à  ses  côtés, 
j'ai  pu  apprécier  par  moi-même  les  qualités  aux- 
quelles je  viens  de  rendre  hommage.  Pas  une  note 
qu'il  n'ait  arrêtée  sans  une  longue  délibération  intime, 
et  qu'il  ne  fût  en  mesure  de  justifier  par  les  raisons  à  la 
fois  les  plus  minutieuses  et  les  plus  péremptoires,  quand 
nous  échangions  nos  impressions  sur  le  mérite  des 
candidats  que  nous  avions  interrogés. 

En  19 10,  Lucien  Lévy  devint  titulaire  d'un  poste 
encore  plus  important  que  celui  d'examinateur  d'ad- 
mission, celui  d'examinateur  de  sortie  pour  la  Méca- 
nique. Il  n'est  pas  douteux  qu'il  ne  l'eût  rempli  avec  la 
même  distinction  que  le  précédent.  Les  circonstances 
ne  le  permirent  malheureusement  pas.  Peu  de  temps 
après  sa  nomination,  une  première  attaque  vint,  pour 
la  première  fois  de  sa  vie,  l'obliger  à  un  long  repos. 
Il  dut  se  faire  supj)léer.  Revenu  à  la  santé,  il  le  croyait 
du  moins  (ou  bien  affectait  de  le  croire,  pour  calmer 
l'inquiétude  de  son  entourage),  il  voulut  reprendre  son 
service  en  191  i.  Une  seconde  attaque  le  terrassa  :  la 
nature  lui  signifiait  qu'il  fallait  renoncer  à  toute  vie 
active,  et  bientôt,  hélas  !  à  toute  vie.  Une  année  s'écoula 
encore,  marquée  d'attaques  de  plus  en  plus  rapprochées 
et  dont  chacune  laissait  des  traces  toujours  plus  pro- 
fondes. Mais,  jusqu'au  dernier  moment,  l'intelligence 
fut  intacte.  Qui  pourra  dire  les  sentiments  intimes  de 
cet  homme,  jeune  encore,  frappé  en  pleine  activité,  au 
moment   où   l'effort  de   sa  vie   venait  de  recevoir  une 
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récompense  méritée,  et  qui,  dans  la  lucidité  que  lui 
laissait  le  mal  impitoyable,  voyait  s'approcher  l'heure 
qui  le  ravirait  pour  toujours  à  l'afTection  des  siens?  S'il 
connut  l'angoisse,  ses  proches  et  ses  amis  n'en  ont  rien 
su.  Son  souriant  stoïcisme  ne  se  démentit  pas  un  seul 
instant.  Il  suivait  avec  calme  les  manifestations  de  sa 
maladie,  en  pailant  comme  de  phénomènes  extérieurs, 
et  s'inclinant  devant  la  cause  qui  les  déterminait 
comme  il  nous  faut  nous  incliner  devant  la  loi  de 
l'attraction  universelle.  Ses  derniers  entretiens  sem- 
blaient commenter  la  pensée  de  TEmpereur-philo- 
sophe  :  «  Univers,  je  veux  ce  que  tu  veux.  »  On  ne  vit 
pas  non  plus  son  cœur  se  rétrécir  à  l'ap()roclie  de  la 
mort,  et  ses  amis  reçurent  des  marques  suprêmes  de 
dévouement.  Enfin  le  2  août  T912  mit  un  terme  à  de 
cruelles  souffrances  physiques  et  sans  doute  morales. 
Sa  belle  fin  résignée  fut  celle  d'un  sage. 

Pendant  ses  dernières  et  douloureuses  années,  il 
avait  trouvé  une  consolation  dans  les  succès  de  son  fils 
Paul,  qu'il  vit  sortir  le  premier  de  l'Ecole  Polytechnique, 
et  se  signaler  bientôt  par  des  travaux  qui  lui  ont  tout 
de  suite  assui'é  une  place  des  plus  distinguées  parmi 
nos  jeunes  géomètres. 

J'ajouterai  enfin,  pour  achever  de  retracer  la  carrière 
de  Lucien  Eévy,  qu'il  était,  depuis  1890,  professeur  à 
la  Maison  d'éducation  de  la  Légion  d'honneur  de  Saint- 
Denis,  et  qu'il  suppléa  Eugène  Rouché  dans  son  cours 
du  Conservatoire  des  Arts-et-Métiers.  Il  était  officier  de 
la  Légion  d'honneur,  et  la  Société  mathématique  de 
France  l'avait  élu  comme  président  pour  l'année  1910- 
1911. 

IL  Avant  de  résumer  l'œuvre  de  Lucien  Lévy,  il 
convient  de  dire  que   l'homme  fut  supérieur   à  celte 
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œuvre.  La  poursuite  de  longues  recherches  exige  un 
détachement  égoïste  qu'il  ne  connut  pas.  Au-dessus  du 
soin  de  sa  réputation,  il  mit  toujours  le  souci  des 
devoirs  immédiats  :  devoir  professionnel,  devoirs  envers 
ses  proclies  et  envers  ses  amis,  devoirs  de  bienfaisance. 
Jamais  Lucien  Lévj  n'usa  pour  lui-même  d'un  loisir 
qu'il  pouvait  employer  à  soulager  une  infortune,  et  l'on 
ne  saurait  dire,  par  exemple,  le  temps  que  lui  prirent 
ses  fonctions  de  trésorier  de  l'Association  amicale  des 
anciens  Barbistes.  Chargé  des  occupations  dont  son 
cœur  avait  multiplié  le  nombre,  ce  n'est  pas  sans  un  vif 
regret,  souvent  confié  à  ses  intimes,  qu'il  interrompit 
prématurément  ses  travaux  remarqués  sur  les  équations 
aux  dérivées  partielles  et  sur  les  systèmes  orthogonaux. 
Ajoutons  que  son  esprit  était  actif  dans  tous  les  do- 
maines et  que  les  questions  de  l'ordre  le  plus  divers  le 
sollicitaient.  Il  y  a  une  vingtaine  d'années,  le  National 
publiait  régulièrement  des  articles  signés  L.  Livet  (ce 
n'est  plus  une  indiscrétion  que  de  livrer  le  secret  de  ce 
pseudonyme),  remplis  d'idées  originales  et  vivement 
exprimées,  sur  l'enseignement,  sur  l'avancement  des 
officiers,  sur  l'assistance  par  le  travail...  et  sur  l'hymne 
à  Apollon,  récemment  retrouvé,  car  la  musique  fut  son 
art  de  prédilection.  J'ai  cité  plus  haut  l'arlicle  Exa- 
mens et  examinateurs  que  liront  toujours  avec  profit 
ses  successeurs  dans  les  fonctions  qu'il  a  supérieure- 
ment exercées. 

Le  premier  travail  publié  de  Lucien  Lévy  remonte 
à  1880.  Il  fait  connaître  une  simplification  d'ordre  pra- 
tique dans  lapplicalion  de  la  méthode  de  Gauss  à 
l'approximation  des  quadratures.  Plusieurs  Notes  ulté- 
rieures, insérées  aux  Comptes  rendus^  au  Bulletin  de 
la  Société  mathématique^  concernent  la  théorie  de 
l'électricité,   l'oplique  géométrique  et  l'optique    pliy- 


(  36,   ) 

siqiie.  Mais  j'arrive  tout  de  suite  au  beau  Mémoire 
intitulé  :  Sur  quelques  équaiions  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre ^  et  inséré  au  Sô''  Cahier  du 
Journal  de  V Ecole  Polytechnique  {\^^^).  La  méthode 
exposée  comprend  comme  cas  limite  la  célèbre  mé- 
thode de  Laplace  pour  Tintégralion  des  équaiions  de 

la  forme 

s  -T-  ap  -h  bq  -h  cQ  =  o, 

où  8  est  la  fonction  inconnue.  Elle  conduit  à  la  solu- 
tion d'un  important  problème  sur  les  congruences  de 
droites.  Dans  ses  Leçons  sur  la  théorie  générale  des 
sur/aces^  M.  Darboux  a  mentionné  ce  travail  avec 
éloges. 

Citons  encore  des  Notes  sur  l'équation  d'Euler  et  de 
Poisson,  sur  les  pavages  à  l'aide  de  polygones  régu- 
liers, etc.  Mais  les  travaux  les  plus  importants  con- 
cernent la  théorie  des  systèmes  triples  orthogonaux. 
Ils  sont  exposés  dans  une  Note  insérée  en  1891  au 
Bulletin  des  Sciences  mathématiq ues ^  dans  un  Mé- 
moire paru  en  1892  au  Journal  de  Alathéniatiques 
pures  et  appliquées^  et  dans  un  aulre  Mémoire  couronné 
par  l'Académie  royale  de  Belgique  (1896).  Dans  le 
premier  travail,  l'auteur  établit  que  la  sphère  et  le  plan 
sont  les  seules  surfaces  qui  puissent,  dans  tous  les 
moiiyements  possibles,  engendrer  une  famille  de  Lamé. 
C'est,  croyons-nous,  le  premier  résultat  obtenu  dans 
l'étude  du  problème  ardu  et  non  encore  complètement 
résolu,  qui  consiste  à  trouver  toutes  les  surfaces  pouvant 
engendrer  une  famille  de  Lamé  dans  plusieurs  mouve- 
ments. Dans  le  second  travail,  Lucien  Lévy  aborde  des 
cas  plus  compliqués,  l^nfin  le  Mémoire  couronné  par 
l'Académie  de  Belgique,  après  une  partie  historique 
étendue  dont  la  rédaction  suppose  un  labeur  considé- 
rable,  contient  de   nouveaux   résultats.   Plusieurs  des 
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théorèmes  obtenus  comptent  au  nombre  des  plus  élé- 
gants qu'aient  rencontrés  les  chercheurs  dans  cette  voie 
difficile. 

Lucien  Lévj  s'est  occupé  aussi  de  stalique  graphique 
et  de  l'étude  des  mouvemenls  dans  lesquels  tous  les 
points  d'une  figure  invariable  décrivent  des  lignes  sphé- 
riques. 

On  lui  doit,  en  outre,  un  Traité  d'arithmétique  élé- 
mentaire et  deux  autres  importants  ouvrages  didac- 
tiques. Par  l'originalité  des  vues  qui  s'y  manifeste  en 
bien  des  pages,  par  le  travail  de  coordination  qu'ils  ont 
exigé,  ces  derniers  honorent  certes  leur  auteur  autant 
que  bien  des  Mémoires  consacrés  à  des  problèmes  d'in- 
térêt secondaire.  Le  premier  est  un  Précis  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  avec  Tables  numériques  et 
applications.  Le  titre  même  de  l'Ouvrage  suffit  presque 
à  en  définir  le  caractère.  Lucien  Lévj  l'a  surtout  écrit 
à  l'usage  des  ingénieurs  désireux  d'utiliser  pratique- 
ment les  fonctions  elliptiques.  Sans  doute  son  respect 
de  la  Science  lui  interdisait  toute  négligence  dans  l'ex- 
position de  la  théorie,  et  cette  exposition  est  en  efTet 
irréprochable.  Mais  il  la  dirige  en  vue  des  applications, 
surtout  des  applications  mécaniques,  qui  sont  traitées 
jusque  dans  leurs  derniers  détails.  Le  second  Ouvrage, 
écrit  en  collaboration  avec  Eugène  Rouché,  est  nn 
Traité  d'Analyse  infinitésimale  à  V usage  des  Ingé- 
nieurs, qui  fait  partie  de  l'Encvclopédie  de  M.  Lechalas. 
Il  témoigne  encore  d'un  eft'ort  et  d'une  érudition  consi- 
dérables. En  particulier,  ce  Traité  paraît  être  le  premier 
Livre  français  où  le  calcul  des  variations  soit  exposé 
avec  l'ampleur  que  comporte  ce  vaste  sujet. 

Lucien  Lévy  a  enfin  rédigé,  pour  l'édition  française 
de  l'Encyclopédie  mathématique,  un  article  d'une 
centaine  de  pages,  actuellement  sous  presse,  sur  l'étude 
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des  éléments  géométriques  qu'utilise  la  Mécanique. 
Il  y  consacra  beaucoup  de  labeur  et  de  réflexion.  Ce 
fut  là  son  dernier  travail,  comme  s'il  eût  convenu  que 
l'existence  de  Lucien  Lévy  s'achevât  par  une  œuvre  de 
pur  dévouement  à  la  Science. 

Raoul  BRICARD. 


CERTIFICATS  DE  MÉCANIQUE  UATIO^^EIIE. 


Besançon. 


Épreuve  théorique. —  I.  Questions  de  cours.  —  i°  Exposer 
le  théorème  de  Lagrange  et  Dirichlet  sur  la  stabilité  de 
l'équilibre  d'un  système;  faire  voir  que^  les  forces  exté- 
rieures deîiieurant  les  mêmes  et  le  système  étant  placé 
dans  une  position  satisfaisant  aux  conditions  de  Lagrange 
et  Dirichlet^  la  stabilité  de  Vécjuilibre  du  système  pour 
cette  position  subsistera  après  l'adjonction  de  liaisons 
nouvelles; 

1°  Théorème  de  M.  Painlevé  relatif  aux  systèmes  con- 
servatifs  formés  de  points  matériels  soumis  à  une  pesan- 
teur commune  et  à  des  forces  mutuelles  et  qui,  partant 
d'une  position  initiale  avec  une  force  vive  nulle^  repren- 
nent à  une  nouvelle  époque  leur  configuration  initiale; 
montrer  qu'un  tel  système  reprend  avec  sa  configuration 
initiale  son  orientation  initiale. 

II.  Prpblèmes.  —  i"  Soient  a,  ^,  y  trois  nombres  positifs  : 
Si  les  composantes  X,  Y,  Z  de   la  force  appliquée  à  un 

point  matériel  M  sont  liées  aux  coordonnées  x,  y,  z  de  ce 

point  par  les  relations 

Ox  '    Oy  '  ()z 

et  si  la  fonction  o  est  maxima  au  point  i\Io  de  coordonnées 

X  =  Xq,  y=yQ^  z  =  Zq^ 

le  point  Mo  est  position  d'équilibre  stable; 
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T.""  Deux  points  matériels  M  et  M'  mobiles  dans  un  plan 
et  de  coordonnées  respectives  (x,  y)  et  {x\  y')  sont  soumis 

à  des  forces  respectives  F  <  et  ¥'  l  ^  dont  les  compo- 
santes sont  ainsi  définies 

ôx  dx 

a,  p,  X,  [jt.  tous  positifs,  mais  non  proportionnels  ;  au  moyen 
des  deux  fonctions  cp  e;  t|»  qui  sont 

cp  =  — A  O  —  :ro)2  — 2R  (a:  —  a7o)(jK  — Jo)  — G  (7  —  jKo)S 

sous  les  conditions  A,  A',  G,  G'  positifs  et  AG  —  B^  et 
A'C— B'2  positifs. 

Les  deux  points  étant  indépendants  et  chacun  libre  sont 
en  équilibre  stable  sur  les  positions  respectives,  de  coor- 
données X(i,  ya  el  Xi,  yx. 

Ceci  posé,  on  assujettit  les  deux  points  aux  liaisons 

étudier  le  mouvement  du  nouveau  système,  et,  en  parti- 
culier, faire  voir  que  A,  A',  G  et  G'  étant  convenablement 
choisis,  l'on  pourra  limiter  le  rapport  des  coefficients  B 
et  B'  de  manière  que  la  position  évidente  d'équilibre  du 
nouveau  système,  savoir  : 

Ou  —  0C\^^  OC    — ^  ^1  j 

puisse  être  une  position  d'équilibre  instable  du  système 
modifié. 

On  aura  ainsi  constitué  un  système  non  conservatif  sur 
lequel  un  renjorcement  des  liaisons  peut  détruire  la  sta- 
bilité de  l'équilibre. 

Epreuve  pratique.  —  Un  demi-cercle  tourne  autour  de 
son   diamètre    dans    un  fluide    qui   en    chaque     élément 
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exerce  une  pression  normale  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse.  Centre  de pression'l  (Novembre  1910). 

Epreuve  théorique.  —  I.  Problème.  —  Deux  points  mo- 
biles Ml  et  .M2  sont  assujettis  à  décrire  respectivement^ 
dans  un  même  plan,  deux  cercles  concentriques,  dans  le 
même  sens,  avec  une  même  vitesse  linéaire  ;  on  suppose  les 
rayons  Ki  et  R2  de  ces  deux  cercles  vérifiant  la  rela- 
tion R2  =  2  Rj  et  Von  demande  : 

i"  Déterminer  la  grandeur  et  la  direction  de  la  vitesse 
du  point  géométrique  dont  Mi  et  M^  sont  les  extrémités  ; 

2"  En  supposant  que  les  points  Mi  et  M2  portent  chacun 
une  masse  pesante  de  même  valeur  et  que  le  plan  commun 
des  deux  cercles  soit  vertical^  étudier  les  positions  d'équi^ 
libre  du  système  et^  dans  le  cas  d'un  équilibre  stable., 
déterminer  la  durée  de  la  ^^ùle  o?,cÀ\\3iùon  correspondante 
du  système. 

Discussion. 

II.  Question  de  cours.  —  Théorème  de  Gauss  sur  Vat- 
traction  newtonienne ;  son  application  aux  déterminations 
du  potentiel  et  de  l'attraction  d'une  sphère  pleine  homo- 
gène. 

Epreuve  pratique.  —  Une  épicycloïde  engendrée  par  un 
point  d'un  cercle  de  rayon  r  roulant  extérieurement  sur 
un  cercle  de  rayon  R  est  placée  dans  un  plan  vertical  de 
manière  que  son  sommet  soit  le  point  le  plus  bas  de  la 
courbe.  Un  point  pesant  se  meut  sur  la  courbe  sans  frot- 
tement; calculer  la  durée  d'une  petite  oscillation  autour 
de  la  position  d'équilibre.  (Novembre  191  1.) 

Bordeaux. 

Epreuve  théorique.  —  I.  Etablir  les  équations  de 
Lagrange  pour  le  mouvement  d'un  système  à  liaisons  sans 
frottements  dépendant  d'un  nombre  fini  de  paramètres 
indépendants. 

II.  Un  solide  S  est  formé  de  deux  sphères  homogènes 
réunies   par    une    tige    suivant    la    ligne    des  centres.   Le 
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solide  S  repose  sur  un  plan  horizontal  fixe  parfaitement 
poli  et  la  tige  est  assujettie  à  s'appuyer  sans  frottements 
sur  une  verticale  fixe, 
Mouie77ient  du  solide. 

Epreuve  pratique.  —  Les  deux  axes  Ox^  Oz  sont  hori- 
zontaux et  rectangulaires.  L'axe   Oy  est  perpendiculaire 

à  Oz  et  fait  avec  Ox  l'angle  -•  On  trace  dans  le  planxOy 

l'ellipse  ayant  pour  équation 

x^-^  y^  =  i 

et   l'on  considère  la  partie  au-dessous  de  Ox  comme  une 
plaque  matérielle  homogène. 

Trouver  le  rapport  des  durées  des  oscillations  infini- 
ment petites  de  ce  solide  pesant  pouvant  librement  tour- 
ner soit  autour  de  Ox  soit  autour  de  Oz. 

(Novembre  1910). 

Épreuve  théorique.  —  I.  Définition  des  liaisons  sans 
frottement. 

Énoncé  et  démonstration  du  principe  des  travaux  vir- 
tuels. 

II.  Mouvement  d'un  disque  circulaire  homogène  pesant^ 
infiniment  mince  dont  le  plan  est  assujetti  à  être  ver- 
tical et  qui  ne  peut  que  rouler  sur  un  plan  horizontal 
fixe. 

Epreuve  pratique.  —  Un  hémisphère  homogène  pesant.^ 
de  rayon  R,  est  suspendu  par  V extrémité  O  de  son  axe  de 
révolution. 

Il  y  a  une  infinité  de  façons  de  le  mettre  en  mouvement 

à  partir  de  la  position  initiale   60  =  7-   de   telle  sorte  que 

l'axe  Oz  décrive  un  cône  de  révolution.  Trouver,  pour 
tous  ces  mouvements,  le  maximum  du  rapport  des  vitesses 
initiales  de  rotation  du  solide  autour  de  Oz  et  de  rotation 
du  plan  ^0«i,  autour  de  la  verticale  descendante  O z^. 

(Novembre  191 1). 
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Caen. 

Épreuve  théorique.  —  Un  triangle  rectangle  isoscèle^ 
homogène  et  pesant^  a  le  milieu  de  son  hypoténuse,  I, 
fixe;  cette  hypoténuse  est  assujettie  à  demeurer  dans  un 
plan  horizontal ^  V ^  passant  par  I.  Le  sommet,  G,  de  V angle 
droit  est  attiré  par  un  point  fixe^  O,  du  plan  P  propor- 
tionnellement à  la  distance. 

i"  Etablir  les  équations  générales  du  mouvement  de  la 
plaque,  les  conditions  initiales  étant  quelconques. 

î"  Ramener  aux  quadratures  dans  le  cas  particulier 
suivant  :  le  point  O  est  au  point  I.  Au  début  du  mouve- 
ment, le  plan  de  la  plaque  est  vertical,   et  la  plaque  est 

animée  d'une  rotation  égale  à  los/-î  autour  d'un  axe  pas- 
sant par  I,  situé  dans  son  plan,  et  incliné  à  4  5"  sur  l'hori- 
zon. Etudier  qualitativement  le  mouvement. 

On  désigne  par  -la  l'hypoténuse  du  triangle,  par  R  la 
valeur  de  la  force  attractive  à  l'unité  de  distance.  La 
densité  superficielle  du  triangle  est  prise  pour  unité. 

EpuEUVh:  pratique.  —  Un  fil  métallique  de  longueur  l  est 
fixé  en  un  point  A,  et  passe  sur  une  poulie  très  petite,  B, 
située  dans  le  plan  horizontal  du  point  A.  Le  fil  est 
supposé  très  fiexible.  A  son  extrémité  libre  est  attaché 
un  poids  P.  Déterminer  la  position  d'équilibre  au  fil 
en  négligeant  sa  raideur. 

Données  numériques  : 

AB  =  r35""=  'la, 
l  =  i5o"", 
P  =  lo'^s. 

Le  fil  est  cylindrique  ;  il  a  un  diamètre  de  2""",  et  une 
densité  de  7,7. 

On  pourra  procéder  graphiquement  pour  la  résolution 
de  Inéquation  transcendante  du  problème,  et  faire  toutes 
les  approximations  qui  paraîtront  légitimes. 

(  Novembre  lyi  i). 

KpKEi  VE  TiiKOiiiQi  K.  —  I.  Dcux  denii-ccrcles  égaux  G  et  CJ 
sont  mobiles  dans   un   même    plan    vertical  autour  d'un 
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même  point  A,  qui  est  l'une  des  extrémités,  du  diamètre 
limitant  chacun  d'eux.  Ces  demi-cercles  sont  supposés 
pleins,  homogènes,  pesants,  et  de  même  densité.  L'un  d'eux 
est  librement  suspendu  et  occupe  sa  position  d'équilibre  C. 
L'autre,  G',  est  maintenu  de  façon  que  le  diamètre  par 
lequel  il  se  trouve  limité  soit  horizontal,  et  il  est  situé  au- 
dessus  de  ce  diamètre  horizontal. 

On  abandonne  sans  vitesse  le  disque  C,  dont  le  dia- 
mètre vient  choquer  celui  du  disque  G. 

i"  Détermine/'  le  temps  au  bout  duquel  se  produit  le 
choc; 

2°  Étudier  le  mouvement  qui  suit  le  choc  dans  les  deux 
hypothèses  suivantes  :  a.  Les  disques  sont  infiniment  mous 
et  restent  en  contact  après  le  choc;  b.  Ils  sont  parfaite- 
ment élastiques  :  déterminer  en  ce  cas  l'époque  de  la 
seconde  rencontre  des  deux  disques; 

3°  Calculer  la  réaction  du  point  A. 

II.  Un  point  matériel  pesant,  de  masse  m.  est  pose'  à 
l'intérieur  d'un  cerceau  fixe  dans  un  plan  vertical  ;  il 
est  en  équilibre  au  point  le  plus  bas  du  cerceau. 

On  im'prime  au  cerceau  un  mouvement  de  rotation 
autour  de  son  axe  {c'est-à-dire  autour  de  la  perpendicu- 
laire à  son  plan  menée  par  son  centre),  la  vitesse  angu- 
laire étant  constante  et  égale  à  co.  En  supposant  qu'il  y 
ait  un  frottement  de  coefficient  f  =i  tangcp  entre  le  point 
matériel  et  le  cerceau,  étudier  les  conditions  d'équilibre 
relatif  du  point  sur  le  cerceau.  Discuter  complètement. 

Epreuve  piiatiquii:.  —  On  donne  une  plaque  rectangu- 
laire homogène  de  dimensions  lo""  et  20'''".  On  considère 
un  point  O  situé  sur  la  perpendiculaire  clu  plan  de  la 
plaque  menée  par  un  de  ses  sommets  à  une  distance  de  S*^'" 
de  celui-ci. 

Déterminer,  parmi  les  droites  passant  par  O,  celle  par 
rapport  à  laquelle  le  moment  d'inertie  de  la  plaque  est 
maximum.  (Juin  191 1). 

Montpellier. 

Epreuve  théorique.  —  I.  Vitesse  et  accélération  dans  le 
mouvement  relatif. 
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II.  Un  point  matériel  pesant  glisse  sans  frottement  sur 
la  surface  d'une  sphère  dont  il  peut  se  séparer.  Cette 
sphère  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  d'un  axe  vertical  fixe  passant  par  son  centre. 
Étudier  le  mouvement  relatif  du  point  sur  la  sphère,  en 
supposant  qu'à  l'époque  initiale  le  mobile  soit  placé  sur  le 
grand  cercle  horizontal  de  la  sphère  et  que  sa  vitesse 
initiale  soit  nulle;  en  particulier^  reconnaître  si  le  mobile 
abandonne  la  sphère. 

Epreuve  pratique.  —  Mesurer,  à  l'aide  du  pendule 
balistique,  la  vitesse  d'une  balle  de  revolver  à  sa  sortie  du 
canon. 

Le  pendule  est  construit  de  façon  que  l'axe  n'éprouve 
aucune  percussion  au  moment  du  choc. 

Données  numériques  : 

Masse  du  pendule 'y*"'^ 

Masse  de  la  balle 20' 

Dislance  du  centre  de  gravité   du  pendule  à 

l'axe  de  suspension i*" 

Distance  au  même  axe  de  la  ligne  de  tir  ....       •;>'" 

Angle  maximum  d'écart 90" 

Accélération  due  à  la  pesanteur 9'",  81 

Nancy. 

Soit  AB  une  barre  pesante  de  longueur  l  dont  la 
densité  croit  de  A  en  B  de  façon  que.,  si  Sq  est  cette  densité 
en  A,  en  un  point  quelconque  à  distance  ^  de  Ps.  la  densité 


soit  égale  à 


/2 


La  barre  AB  peut  rouler  sans  glisse/-  sur  la  circonfé- 
rence d'un  cercle  vertical  fixe,  de  centre  O,  de  rayon  a. 

i"  Quelles  sont  les  positions  d'équilibre  de  la  barre? 

^"  Supposons  qu'à  l'instant  initial  le  point  de  contact 
de  la  barre  et  du  cercle  soit  le  centre  de  gravité  Go  de  la 
barre  et  que  la  barre  se  meuve  autour  de  Go  avec  une 
vitesse  angulaire  initiale  de  rotation  égale  à 

/.  A^ 

Ann.  de  Mathéniat.,  4*  série,  t.  Mil.  (Août  1913.)  2^ 
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OÙ  k  est  une  constante  positive  et  g  la  constante  de    la 
gravité. 

On  demande  d'écrire  l'équation  différentielle  du  mou- 
vement de  la  barre  en  appliquant  la  méthode  de  Lagra.nge, 


Si  D  est  le  point  de  contact  de  la  barre  à  l'instant 
quelconque  /,  on  prendra  pour  paramètre  définissant  la 
position  de  la  barre  à  cet  instant  l'angle 


0  =  OG,,  OD, 


et  l'on  supposera  que 


OX,  OGo 


3 


3"  On  demande  d'écrire  l'équation  différentielle  du 
mouvement  de  la  barre  en  appliquant  le  théorème  de 
l  ^énergie  cinétiq  ue  ; 

4**  On  demande  de  discuter  le  mouvement  pour  chaque 
valeur  positive  donnée  à  k.  La  barre  peut-elle  prendre 
une  position  verticale? 

5°  On  demande  de  calculer  la  pression  que  la  baj-re 
exerce  sur  le  cercle.  (Juin    1909.) 

Epreuve  théorique.  —  Une  barre  homogène  pesante  AB, 
de  longueur  ^la^  est  assujettie  à  se  mouvoir  de  façon  que 
l'une  de  ses  extrémités  A  reste  dans  un  plan  horizontal 
fixe  donné  O^r^,  tandis  que  Vautre  extrémité  B  ne  quitte 
pas  une  droite  verticale  fixe  donnée  OÇ.  Chaque  élément 
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de  la  barre  AB  est  repoussé  par  le  point  0  proportion,'^ 
nellement  à  sa  distance  au  point  O. 

On  donne  la  position  initiale  et  l'état  initial  des  vitesses 
de  ta  barre;  on  demande  d'étudier  le  mouvement  de  cette 
barre. 

EpREUVK  PRATIQUE.  —  Une  plaque  rectangulaire  ABGD  de 
côtés  AB  =  S*^"*,  AD  =  9,^™,  d'épaisseur  négligeable  et  de 
densité  superficielle  3  est  chargée  de  deux  secteurs  circu- 

TT 

laires  de  rayon  égal  à  i'''",  d'angle  égal  à  -  •>  et  de  den- 
sité 4*)  Vun  a  pour  centre  le  sommet  C  et  est  placé  dans 
l'angle  BCD,  l'autre  a  pour  centre  le  sommet  D  et  est 
placé  dans  l'angle  ADG. 

Cette  plaque  est  suspendue  par  son  côté  AB  supposé 
horizontal,  autour  duquel  elle  peut  tourner  librement;  à 
l'instant  initial,  la  plaque  est  horizontale  et  elle  est 
abandonnée  sans  vitesse  initiale  à  l'action  de  son  poids. 
Trouver  la  durée  de  ses  oscillations  dans  le  vide,  à  -^  de 
seconde  près.  (Octobre   1909.) 

Poitiers. 

Epreuve  théorique.  —  I.  Démontrer  que  l'attraction 
newtonienne  d'une  sphère  liomogène  sur  un  corps  est  la 
même  que  si  toute  la  masse  de  la  sphère  était  concentrée 
en  son  centre. 

Attraction  réciproque  de  deux  sphères. 

II.  Trois  sphères  homogènes  5j,  52,  53  de  centres  Cj,  c->,  c^ 
et  de  masses  m\,  nii,  m^  s'attirent  suivant  la  loi  de  l'attrac- 
tion universelle. 

i"  Trouver  le  mouvement  de  chaque  sphère  autour  de 
son  centre.  Écrire  les  équations  différentielles  qui  défi- 
nissent les  mouvements  des  points  Ci,  C2,  C3  et  les  intégrales 
de  ces  équations  que  fournissent  les  théorèmes  généraux 
de  la  Mécanique  ; 

9s"  Démontrer  que,  quelles  que  soient  les  conditions 
initiales,  il  ne  peut  y  avoir  plus  d'un  des  trois  points  Ci, 
Cil  Ci  qui  reste  au  repos. 

Prouver  que  c,  ne  peut  rester  au  repos  que  si  m2=  m^  et 
si  les  deux  points  c-z  et  C3  sont  symétriques  par  rapport 
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à  Cl.  Quand  il  en  est  ainsi  à  un  instant.,  quelles  doivent 
être  les  vitesses  de  Ci,  c^,  C3  à  cet  instant .,  pour  que  Ci  reste 
immobile?  Quels  sont  alors  les  mouvements  de  c^  et  C3? 

3"  Quels  sont  les  mouvements  du  système  dans  lesquels 
le  mouvement  de  Ci  est  rectiligne  et  uniforme  ? 

Epreuve  pratique.  —  I.  Un  tétraèdre  régulier  homogène 
de  densité  2,7  et  dont  l'arête  est  de  i"\o5  oscille  librement 
autour  d'une  de  ses  arêtes  fixée  dans  une  position  telle 
qu'elle  fait  un  angle  de  45°  avec  l'horizon.  Calculer  la 
durée  des  petites  oscillations  {g  ^=  980  G.  G.  S.). 

II.  On  considère  une  figure  plane  mobile  dans  son  plan 
et  l'on  suppose  qu'à  un  instant  les  deux  roulettes  fixe  et 
mobile  sont  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à 
leur  tangente  commune  au  centre  instantané  de  rotation. 

1°  Démontrer  que  la  même  propriété  a  lieu  à  tout 
instant; 

1^  En  supposant  que  les  roulettes  soient  des  paraboles., 
déterminer  la  trajectoire  du  foyer  de  la  roulette  mobile; 

3"  Pour  une  position  de  la  figure,  on  donne  la  vitesse  de 
ce  foyer  ;  en  déduire  la  vitesse  d'un  point  quelconque  de  la 
figure  et  la  vitesse  avec  laquelle  le  centre  instantané  de 
rotation  se  déplace.,  à  l'instant  considéré.,  sur  les  deux 
roulettes.  (Juillet   1908.) 

Epreuve  théorique.  —  Un  tétraèdre  régulier.,  homogène., 
pesant  ABGD,  est  suspendu  par  son  sommet  A  ;  son  sommet  B 
glisse  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  fixe  H  placé 
au-dessous  de  A  à  une  distance  telle  que  AB  fasse  45° 
avec  l'horizon. 

Etudier  le  mouvement  de  ce  tétraèdre  sachant  qu'il  part 
à  l'instant  o  de  sa  position  d'équilibre  instable  avec  des 
vitesses  données. 

Calculer  la  durée  qui  s'écoule  entre  l'instant  initial  et 
le  moment  où  l'une  des  arêtes  du  tétraèdre  vient  choquer 
le  plan  H.  Que  devient  cette  durée  si  l'on  considère  des 
vitesses  initiales  de  plus  en  plus  faibles? 

Epreuve  pratique.  —  I.  Une  figure  plane  F  mobile  dans 
son  plan  a  un  mouvement  tel  que  l'un  A  de  ses  points 
décrit  la  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires 
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est  p  =  e^.  Une  droite  D  de  V  contenant  A  passe  constam- 
ment par  l'origine  O  des  coordonnées  polaires. 
Trouver  la  base  et  la  roulette  de  ce  mouvement . 

II.  Un  corps  solide  pesant  repose  par  une  face  plane  su r 
un  plan  incliné  de  iS"  sur  l'horizon.  On  lance  le  corps 
vers  le  bas  le  long  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  avec 
une  vitesse  de  3™  à  la  minute.  Le  corps  s'arrête  après  avoir 
glissé  pendant  ro'";  quel  est  le  coefficient  de  frottement  du 
corps  sur  le  plan? 

{Accélération  de  la  pesanteur  =  980  G.  G.  S.) 

(Novembre   1908.) 

EpRiiuvE  THÉORiQLE.  —  i"  Deux  sphèrcs  homogènes 
pesantes  roulent  sans  glisser  sur  un  plan  horizontal  par- 
faitement rugueux.  Elles  sont  parfaitement  polies  et 
glissent  sans  frottement  l'une  sur  l'autre  lorsqu'elles  se 
trouvent  en  contact.  On  demande  d'étudier  le  mouvement 
du  système  pour  des  conditions  initiales  quelconques^  et 
de  calculer  les  réactions. 

1''  Que  deviendrait  le  problème  précédent  si  les  deux 
sphères  étaient  rugueuses  et  roulaient  sans  glisser  l'une 
sur  l'autre? 

Eprkuve  pratique.  —  Soient  Oxyz  trois  axes  rectangu- 
laires {0  z  vertical).  On  donne  un  trapèze  constitué  par 
une  barre  homogène  sans  épaisseur,  dont  les  extré- 
mités  B,    B'   sont   soutenues  par  deux  cordes   homogènes 


égales,  suspendues  elles-mêmes  aux  points  A,  A'  de  coor- 
données 

.T  =±  a,        y  =  z  =  o. 

La  barre  BB'  étant  amenée  à  une  hauteur  donnée  {dans 
une  position  parallèle  à  A  A'  et  symétrique  par  rapport  au 
plan  Oxy),   les  cordes  supposées  tendues,  on  suspend  au 
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trapèze  un  gymnaste  CC  dont  le  centre  de  gravité  est 
placé  au  milieu  de  BB'  {le  gymnaste  est  représenté  par 
une  droite  GC  homogène^  sans  épaisseur^  et  de  longueur 
donnée^  sa  position  initiale  est  verticale) 

Le  trapèze  est  lâché  sans  vitesse.  Au  bout  d'un  temps  x, 
le  gymnaste  lâche  le  trapèze  et^  emporté  par  la  vitesse 
acquise^  il  tombe  librement.  On  demande  à  quelle  distance 
et  à  quel  moment  le  gymnaste  atteint  le  sol.  Discussion 
d'après  la  hauteur  initiale  de  BB'  et  la  valeur  de  x. 

On  admet  que  la  résistance  de  l'air  est  dirigée  en  sens 
inverse  de  la  vitesse  et  proportionnelle  au  produit  de  la 
masse  par  la  vitesse  {le  coefficient  de  proportionnalité  est 
très  petit).  (Juillet  1909.) 

Epreuve  THÉORIQUE.  —  1°  Un  point  pesant  A  est  assujetti 
à  se  déplacer  sans  frottement  sur  une  courbe  rigide  G. 
Déterminer  quelle  doit  être  la  forme  de  la  courbe  G  pour 
que  la  projection  du  point  A  sur  Vaxe  vertical  Oz  soit 
animé  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  «; 

2"    Un  point  matériel  M   décrit^  sous   l'influence  d'une 

force  centrale   F,   une   trajectoire  dont  Vhodographe   est 

une  circonférence.  Cliercher  l'expression  de  l'intensité  de 

la  force    F    supposée  fonction    de    la  seule   distance   du 

point  M  au  centre  0  des  forces. 

Epreuve  pratique.  —  Un  point  matériel  M  de  masse  m 
est  attiré  par   un  centre  fixe  O,   l'intensité  de  la  force 

attractive  étant  — -,  où  k  est  une  constante  et  z  =  OM.  A 

z^ 

l'instant  initial,  la  vitesse  Vo,  est  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  Tq.  Calculer  les  éléments  de  la  trajectoire  et  déter- 
miner la  position  du  mobile  au  bout  d'un  intervalle  de 
temps  t  après  l'époque  initiale. 

Application  numérique  :  k  =  i"]  x  lo^  G. G. S.  ;  t'o  =  3"^ par 
seconde,  7-0=  i*"";  t  =  i  heure.  (Novembre  1909.) 

Reunes. 

GoNPOSiTioN  ÉCRITE.  —  I.  Établir  les  équations  d'équi- 
libre d'un  fil  flexible  et  inextensible. 

II.  On  considère  un  fil  flexible  et  inextensible  dont 
chaque  élément  ds  est  soumis  à  l'action  d'une  force  parai- 


I 
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lèle  à  une  direction  fixe.  Démontrer  que  la  courbe  d'équi- 
libre est  plane. 

En  supposant  cette  courbe  située  dans  le  plan  xOy,  la 
force  parallèle  à  Oy  et  représentée  par  ^(ds,  montrer  que 
l'on  a 

c 


Y  = 


pcos-a 


c  désignant  une  constante.,  p  le  rayon  de  courbure.,  et  a 
l'angle  de  la  tangente  avec  Ox. 

Quelle  doit  être  la  courbure  d'équilibre  pour  que  la 
force  Y  soit  inversement  proportionnelle  à  la  portion  de 
la  normale  MP  comprise  entre  le  point  d'incidence  M  et  le 
point  de  rencontre  P  avec  l'axe  Oy'l 

Épreuve  pratique.  —  Une  corde  parfaitement  fiexible  et 
inextensible  est  enroulée  suivant  la  section  droite  d'un 
cylindre  convexe  à  génératrices  horizontales .  Le  coefficient 

de  frottement  est  égal  à  -•  L'une  des  extrémités.  A,  sup- 
porte un  poids  de  5oo'^^';  Vautre.^  B,  est  soumise  à  une  ten- 
sion de  lo''^. 

Trouver  l'angle  d'enroulement  minimum  nécessaire 
pour  que  l'équilibre  existe. 

Cet  angle  étant  donné,  ainsi  que  la  charge  en  A,  entre 
quelles  limites  pourra  varier  la  tension  en  B  sans  que 
l'équilibre  soit  rompu?  (Novembre   1909.) 


CERTIFICATS  DE  CALCIL  DIFFÉKE^TIEL  ET  INTÉGIIAL. 


Alger. 


Épreuve  théorique.  —  Question  de  cours.  —  Intégration 
des  différentielles  totales. 

Problème.  —    i"  Intégrer  l'équation   aux  dérivées  par- 
tielles 
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S)."  Déterminer  la  fonction  arbitraire  d'intégration^  de 
manière  que  les  caractéristiques  forment  une  famille  de 
lignes  asymptotiques  de  la  surface.  Donner  dans  ce  cas 
la  seconde  famille  des  lignes  asymptotiques  ; 

3°  Les  surfaces  ainsi  définies  dépendent  encore  d^une 
constante  arbitraire  k.  Déterminer  les  trajectoires  ortho- 
gonales de  cette  famille  de  surfaces  {on  se  bornera  à  la 
projection  sur  le  plan  des  ory). 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  V équation  différentielle 
de  Riccati 

dy                        2               ^                   X  /         T  \ 

■     =«-7T ITT  +(e^+e--^)     — -—  —  a    j-Hrtr2, 


dx  e^ — <?-**■  \e^ — e~-^  ) 

a  étant  une  fonction  donnée  de  x: 

i"  Démontrer  qu'elle  admet  deux  solutions  y \^  y^  dont 
le  produit  est  -+- 1,  Les  déterminer  : 

•2°  Ramener  à  une  quadrature  l'intégration  de  V équa- 
tion; 

3"  Intégrer  complètement  dans  le  cas  où 

3^-—  I  ! 
a  = 


x{x-  —  1  )  ( e-^  —  c -'^' ) 

(Juin   1912.) 

Besançon. 

Epreuve  théorique.  —  Première  question.  —  1°  Etant 
donnée  l'équation  différentielle 

( i)  x'' y''~  —  3 x^ yy'  -h  ix'^y''--^ y''  =  o, 

la  substitution  y  =  uz,  u  et  z  étant  deux  fonctions  de  x^ 
la  transforme  en  une  équation  de  même  forme  en  z.  Dé- 
terminer u  de  façon  à  faire  disparaît/ e  le  terme  en  z^; 

2"  Intégrer  l'équation  en  z  ainsi  obtenue  (on  pour/a 

prendre  -  comme  inconnue)] 

3°  Trouver  l'enveloppe  des  solutions  de  l'équation  (i); 
voir  s'il  y  a  une  intégrale  singulière; 

4"  Distinguer  les  points  du  plan  par  lesquels  passent 
des  intégrales  réelles. 
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Deuxième  question,  —  L'équation 

(5  —  3)2?/-—  2(2  —  i)zt  -H  1  =  o 

définit  une  fonction  u(z)  à  deux  déterminations  : 

1°  Quels  sont  les  points  singuliers  de  la  fonction  w? 

1°  Développer  u  en  série  au  voisinage  de  ces  points  sin- 
guliers. On  se  bornera  à  trouver  les  quatre  premiers 
ternies  des  séries  ; 

4°  Choisissant  la  détermination  qui  se  réduit  pour  s  =  4 
à  3  -h  y/2 ,  indiquer  sommairement  sa  variation  lorsque  z 
parcourt   le  cercle   de  centre  O   et  de  rayon  \.    Calculer 


I 


u  dz  le  lonsr  de  ce  cercle. 


Épreuve  pratique.  —  Intégrer  V équation 

J*"''— y—  77"-+-  i3y—  Çyy  =  sinix  4-  (x^-— \)  e-'^-^  e-^. 

Déterminer  toutes  les  intégrales  qui  passent  au  point 
ir  =  o,  y  =  i  et  qui  admettent  en  ce  point  l'axe  Oy  comme 
tangente  inflexionnelle.  (^Juin  1912.) 

Epreuve  théorique.  —  Première  question.  —  Etant  don- 
née l'équation  aux  dérivées  partielles 

p{x- —  y- —  z^)  -h  '>.q xy  —  ix{z  +  i)  =  o. 

1°  Déterminer  l'intégrale  générale  ; 

2"  Trouver  la  surface  intégrale  qui  passe  par  le  cercle 
y  =  i,  3-2 H-  52=  ,; 

3"  Trouver  le  lieu  des  centres  de  courbure  principaux 
de  cette  surface  relatifs  aux  points  de  ce  cercle. 

Deuxième  question.  —  Déterminer  une  courbe  gauche 
telle  que  les  segments  interceptés  sur  la  tangente,  à  par- 
tir du  point  de  contact  par  les  plans  x  =  o,  ^  =  o,  aient 
respectivement  des  longueurs  données  a  et  b. 

Dans  quels  cas  la  courbe  obtenue  est-elle  algébrique? 
Examiner  le  cas  particulier  a=^  b. 

Epreuve    pratique.   —   Intégrer   le  système   d'équations 
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différentielles  du  premier  ordre 


_  +  ^_^  =  ,_,, 


dx 

Tt 

dy 

dz 

dt        ^ 


(Novembre  191 2.) 


Bordeaux. 


Épreuve  théorique.  —  I.  Déterminer  les  lignes  asympto- 
tiques  G,  autres  que  les  génératrices  rectilignes,  de  la 
surface  réglée 

X  ^\}v,         y  =  ( a  U  H-  6  )  p,         z  =  w  -h  (\ 

U  étant  une  fonction  de  u,  a  et  h  deux  constantes. 

Déterminer.,  de  la  façon  la  plus  générale.,  la  fonction  U 
de  façon  quHl  y  ait  une  courbe  G,  autre  que   l'axe  Os, 
qui  soit  plane.  Quelles  sont  alors  les  courbes  G  et  la  sur- 
face S? 

II.  Former.,  en  appliquant  la  méthode  générale,  une 
fonction  f{z)  de  la  variable  complexe  z^  uniforme  dans 
tout  le  plan  et  admettant  comme  pôles  simples  toutes  les 
valeurs  réelles  entières  positives  et  négatives^  le  résidu 
relatif  au  pôle  n  devant  être  ni'  {p  est  un  entier  positif 
donné).  Cotnparer  la  fonction  obtenue  à  la  fonction 

T.  Zf  col  715. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  en  coordonnées  rectan- 
gulaires la  sphère  et  le  cylindre 

(1)  ip2_^J^2 -4-^2=  4^2. 

(2)  a-2-f-^2 — lax  =  o. 

Calculer  : 

i"  Le  volume  du  cylindre  intérieur  à  la  sphère  ; 
2"  Vaire  de  la  surface  qui  limite  ce  volume. 

(Novembre  191 1.  ) 
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Caen. 

ÉpRKUVE  THÉORIQUE.  —  I.  Soient  OX,  OY,  OZ  tirais  axes 
rectangulaires-^  M  un  point  quelconque  d'une  surface\  A, 
B,  G  les  points  d'intersection  respectifs  du  plan  tangent 
en  M  avec  trois  axes. 

On  propose  de  déterminer  la  surface  par  la  double  con- 
dition :  i"  que,  pour  tout  point  M  pris  sur  elle,  la  somme 

algébrique  des  trois  segments  OA,  OB,   (JG  soit  égale   à 
zéro;  i°  que  la  surface  contienne  la  parabole 

X  =  \, 

II.  i'*  Trajectoires  orthogonales  des  génératrices  de  la 
surface  réglée  définie  en  coordonnées  rectangulaires  par 
les  formules 

X  z=  ( u  -i^  v)  cos  u  —  fiit-)  sin  u^ 

y  =z  [u  -\-  v)  sin  ^^  -h  f{u)  cosu, 

z  =  IW, 

où  u,  V  désignent  deux  paramètres  arbitraires  et  f(u)  une 
fonction  donnée  de  u.  Ramener  cette  recherche  à  une  qua- 
drature. 

i"  Déterminer  la  fonction  f{u)  par  la  condition  que  la 
surface  soit  développable. 

Epreuve  pratique.  —  Construire  lune  des  courbes  défi- 
nies en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation  diffé- 
rentielle 

adx  -\-  \J y'^  —  a 2  dy  =  o, 

où  a  désigne  une  longueur  constante  donnée.  Faire  voir 
que  la  courbe  possède  un  arc  de  symétrie. 

(Juin  i^i?..) 

Épreuve  théorique.  —  Etant  donnés  trois  axes  rectan- 
gulaires OX,  OY,  OZ,  on  considère  la  surface  dévelop- 
pable, enveloppe  du  plan  mobile, 

iz  —  1UX  -4-  u^y  —  "ifi^i)  =  o, 


(  38o  ) 

où  u  désigne  un  paramètre  arbitraire,  et  f{u)  une  fonc- 
tion donnée  de  ce  paramètre. 

Faire  voir  que  l'arête  de  rehrousseinent  de  la  surface 
est  une  hélice. 

Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  généra- 
trices, et  faire  voir  que  ces  trajectoires  sont  des  lignes 
planes. 

Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  à  laquelle  satisfont  les  surfaces  développables  qui 
correspondent  à  tous  les  choix  possibles  de  la  fonction  f(u) 
dans  V équation  du  plan  mobile,  et  déterminer  celles 
d'entre  ces  surfaces  qui  contiennent  la  courbe 

X  =  o, 

3z  -\-  iy^  =  0. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère,  dans  le  plan  de  no- 
tation graphique  de  la  variable  imaginaire  z  —  x  -^  iy, 
une  ellipse  dont  le  centre  a  pour  coordonnées 

X  ^j,        y  =  o, 

le  petit  axe  étant  dirigé  suivant  Ox,  le  grand  parallèle 

à  Oy,  et  le  grand  axe  double  du  petit  :  quelle  est  la  plus 

grande   longueur  que   Von  puisse  donner  au   demi-petit 

axe  pour    que,    dans    la    région    intérieure    à    l'ellipse, 

1 
l'expression  (1-4-^2^2  ^qI^  assimilable  à  quelque  fonction 

uniforme,  et  combien  existe-t-il  de  semblables  fonctions? 

En  désignant  par  9(2)  celle  de  ces  fonctions  qui,  pour 
z  =  o,  prend  la  valeur  numérique  H-i,  on  examinera  com- 
ment varie  ^{z)  sur  les  portions  des  axes  Ox,  Oy  inté- 
rieures à  l'ellipse  maximum. 

On  posera  ensuite 


H(z) 


(l  —  422)2[,_+-  252_cp(2)J 


et,  la  variable  z  étant  assujettie  cvse  mouvoir  à  l'intérieur 
de  l'ellipse  maximum,  on  déterminera  dans  cette  région 
les  pôles  H(z)  avec  les  groupes  correspondants  des  frac- 
tions simples. 

On  considérera  enfin  l'ellipse  homothétique  et  concen- 
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trique  dont  le  demi-petit  axe  a  pour  longueur  j^,  et^  dé- 
signant par  A  un  point  fixe  situé  sur  le  contour  de  cette 
dernière^  on  évaluera  la  variation  numérique  subie  par 
une   détermination    quelconque    de    l'intégrale   indéfinie 

I  l{(z)  dz  quand  la  variable  z  décrit  le  contour  de  A  en  A 

dans  le  sens  direct.  (Juini9i3.) 

Clermont-Ferrand. 

Épreuve  théorique.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogo- 
nales des  plans  osculaleurs  d'une  hélice  tracée  sur  un  cy- 
lindre de  révolution.  Rayons  de  courbure  et  de  torsion  de 
ces  trajectoires. 

Epreuve  pratique.  —  Déterminer  les  surfaces  qui  satis- 
font à  la  condition  OP.MN  =  À.OM  ,  À  étant  une  con- 
stante^ ]M  un  point  de  la  surface^  N  le  pied  de  la  normale 
en  M,  P  la  projection  de  l'origine  O  sur  le  plan  tangent 
e/i  iM.  (Juin  1912.) 

Épreuve  théorique.  —  Soient 

(1)  y^py'^qy  =  0 

une  équation  linéaire  du  second  ordre.^  et 
(1)  z"^  z"^-r- p  z' -r-  q  =  o 

sa  transformée,  en  posant  y  =  e^.  On  demande  la  condi- 
tion pour  que  cette  transformée  ('i)  admette  deux  solu- 
tions 2i,  Z.2  liées  par  la  relation 

Z-i  =  rt  5], 

a  étant  une  constante.  Cette  condition  étant  remplie,  en 
déduire  i intégrale  générale  de  l'équation  (i)  et  celle  de 
V équation  (2). 

Cas  particulier  où  a  =  —  i ,  p  = 

X 

Épreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation 

^y^  y"^ —  y"^  y'  '^  ^^^  =  '^^ 
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en  posant  y^  =  w; 

xu'^ — 2a'-i- 4«^^  =  o. 

(Juin  1913.) 

Grenoble. 

Epreuve  théorique.  —  Lignes  de  niveau^  lignes  de  pente, 
lignes  asymptotiques  de  la  surface  dé  finie  en  coordonnées 
cylindriques  par  V équation 

z  =z  ar"^  sinm^^. 

Etudier  le  cas  particulier  où  ni  =  —  n,  d'abord  en  par- 
tant des  résultats  généraux  obtenus  pour  une  valeur  quel- 
conque  de  ni\  et  ensuite  en  partant  de  V équation  en  coor- 
données ponctuelles  X,  y^  z  de  la  surface,  lorsque  m  = —  2. 

Epreuve  pratique.  —  I.    Volume  limité  par  les  surfaces 


yt                ^3 

z^        372 

y^ 

■     ■"      • 

___    _ 

62         ai 

C2            «2 

62 

et  par  le  plan  mené  parallèlement  à  yOz  par  les  points 
de  rencontre  des  traces  des  deux  surfaces  sur  le  plan  xOy. 
II,  Intégrer  l'équation 

dy 

(^^^i)^  —  4^7^— '2^(4.r2+3)j'  — 4./;3(ic2-+-i)  =  o. 

^  (Juillet  191 1.) 

Epreuve  théorique.  —  Étant  donnée  l'équation 
{px-\-qy)^~ia{py  —  qx)  —  a'^=  o, 

on  demande  : 

i"  Une  solution  complète  de  cette  équation  ; 

2"  La  nature  des  sections  faites  dans  la  surface  que 
représente  cette  solution  quand  on  coupe  la  surface  par 
des  plans  parallèles  à  xOy; 

3"  Les  lignes  asymptotiques  de  la  même  surface. 

Épreuve  pratique.  —  Solution  singulière  de  l'équation 

9(n-j)r^r"'=4(i-3>^) 
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déduite  :    i"   de   cette  équation   différentielle  ;   2"   de  son 
intégrale  générale. 

Lieux  des  points  de  rebroussement  et  des  points  d'in- 
flexion des  courbes  intégrales. 

(Novembre  191 1.) 


SOLiriO\S  DE  OUESTIOAS  PROPOSÉES 


2137. 

1909,    p.  3S',.) 


En  désignant  par  p  un  nombre  premier.,  para  et  b  deux 
nombres  premiers  entre  eux,  le  quotient  de  la  division  de 
al' —  bP par  a  —  b  a  tous  ses  diviseurs  premiers  de  la  forme 
P  =  kp  -h  I,  à  l'exception  du  diviseur  p  qu'il  admet  dans 
l'hypothèse  a  —  6  =  mult.  /?,  dans  cette  hypothèse  seule- 
ment., et  qu'il  admet  alors  une  seule  fois  (•). 


(G.  F.) 


Soit 


2*  Solution, 
Par  l'auteur. 

aP  —  bP  =  {a  —  b )  X.  Çl, 
Q  =  rt/'-'4-  aP-'^b^.  .  .-hbP- 


Un  diviseur  premier  de  aP — bP  divise  a  —  b.,  ou  Q,  ou  les 
deux.  Quels  facteurs  premiers  peuvent  diviser  à  la  fois  a—  b 
et  Q?  Si  l'on  a 

a  —  b  —  mult.  P,         à  =  mult.  P  -^  b, 
on  auia 

Q  =  mult.  P  -\-  pbP-^  ; 

P  ne  j)ourra  être  (\\\e  p. 

Ainsi  les  diviseurs  premiers  de  Q  autres  que  p  sont  les 
diviseurs  premiers  de  aP — bP  qui  ne  divisent  pas  a  — b\ 
soit  P  un  tel  diviseur  premier. 

(  ')  Celte  clernicre  partie  de  IN'noncé  est  en  défaut  pour  p  =  -i. 
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Les  valeurs  de  n  pour  lesquelles  a'^ —  b'^  est  multiple  de  P 
sont  les  multiples  de  la  plus  petite  d'entre  elles;  comme  aP —  hP 
est  multiple  de  P,  sans  que  a  —  h  le  soit,  pour  la  plus  petite 
valeur  de  n\  et  comme  aP-'^ —  hP-'^  est  multiple  de  P  d'après 
le  théorème  de  Fermât,  on  a 

P  —  [  =  mult.  /?. 

c.    Q.    F.    D. 

Cherchons  maintenant  à  quelle  condition  le  quotient  Q 
admet  le  diviseur/».  Si  l'on  pose  a  =z  b  -\-  h,  il  vient 

_  (b  -\-  h)P  —  bP 
h 

=  pbP-^-+-  P^P~  ^>  bP-'^h-^...^pbhP-^--\-  hP-K 
1 . 2  -' 

Tous  les  termes  du  développement,  sauf  le  dernier,  ont  des 
coefficients  divisibles  par  p;  pour  que  Q  admette  le  facteur/), 
il  faut  et  il  suffit  que  h,  c'est-à-dire  a  —  6,  soit  divisible  par/). 
On  a  alors 

-i  =  bP-^  -+-...  -4-  bhP-^  -+-  -  A/'-i . 
P  P 

Si  l'on  n'excepte  pas  le  cas  /)  =  2,  on  a 

—  =  mult.  p  H-  bP-'^  ; 
P 

le  quotient  —  n'admet  donc  plus  le  facteur/). 

(Je  rappelle  que  je  suis  arrivé  au  cas  particulier  /:>  =  3  par 
des  considérations  différentes,  qu'il  semble  difficile  d'étendre 
au  cas  général.  ) 
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[0'7a] 

SUR  LES  SYSTÈMES  CONJUGUÉS  ; 

Par  m.  V.  JAMET. 


Les  articles  de  M.  Turrière  (août  191  2,  avril  191  3) 
suggèrent  l'idée  de  traiter  le  problème  suivant  : 
Trouve?'  une  surface  sur  laquelle  il  y  ait  un  réseau 
conjugué  se  projetant  sur  un  plan  suivant  un  réseau 
donné. 

Soient,  dans  ce  plan, 

les  équations  représentatives  des  courbes  du  réseau 
donné;  il  est  toujours  possible  de  former  l'équation 
aux  dérivées  partielles  de  la  forme 


à  laquelle  satisfont  les  fonctions  x^  y^  et  toute  autre 
intégrale  z  de  cette  équation  est  la  cote  z  du  point 
courant  sur  la  surface  clierchée_,  exprimée  en  fonction 
de  a  et  de  p.  (Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des 
surfaces.^  Livre  I,  Chap.  IX,  p.  84.) 

Par  exemple,  si  le  réseau  donné  est  formé  de  deux 
systèmes  de  coniques  liomofocales,  l'équation  diffé- 
rentielle ci-dessus  est 

elle  appartient  à  une  catégorie  d'équations  sur  laquelle 
Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  XIII.  (Septembre  1913.)     25 
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on  trouvera  dans  l'Ouvrage  précité  (Livre  III,  Chap.IV) 
les  plus  précieux  renseignements. 

Mais  il  est  des  cas  où  l'emploi  des  coordonnées 
homogènes  facilite  singulièrement  la  solution,  si  l'on 
se  rappelle  le  théorème  de  M.  Darboux  [loc.  cit.^ 
Livre  III,  Ghap.  IX,  p.  98),  d'après  lequel  un  réseau 
conjugué  est  déterminé  par  tout  système  de  quatre 
intégrales  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  de  la 
forme 

ces  quatre  intégrales  étant  les  coordonnées  homogènes 
(ponctuelles  ou  tangentielles)  d'un  point  mobile  sur  la 
surface. 

Pour  en  faire  une  application,  nous  supposerons  que 
le  réseau  donné  est  formé  par  les  cercles  passant  par 
deux  points  fixes  et  par  ceux  qui  les  coupent  à  angle 
droit.  En  les  rapportant  à  deux  axes  de  coordonnées 
dont  le  choix  est  tout  indiqué,  on  trouvera,  pour  l'équa- 
tion d'un  des  faisceaux  de  cercles, 

x--\-  y^  —  2  a  a?  -H  a2  =  o 
et,  pour  l'équation  de  l'autre  faisceau, 

^2_4_  j2  _  2Pj^  —  «2—0. 

En  résolvant  ces  équations  par  rapport  à  ^z*  et  à  y, 
on  trouve 


(^) 


X  = 


y  = 


a(a2_^_  ^2)4_  Py/(a-^H-  ^2)(a2_ 

■a'M 

a2  -h  [32 

P(a2_a2)  ^_av/(a2-f-  (32)(a2- 

a  2 


et  deux  autres  formules  qui   ne  diffèrent   de  celles-ci 
que  parle  signe  du  radical.  On  les  transforme  comme 
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îi  suit  : 


«2 


=  JaP--\-  62 =r=_  — 

a  y/a2 -H  p2  _  p  ^3(2  _  «2  ^ ^ 


v/a2  — a--^       ^02  ^^5 
et,  de  même, 


v/Ê2-^^2 

y=  — z — 


P 


de  sorte  qu'on  peut  adopter  les    coordonnées  homo- 
gènes X,  Y,  U,  définies  par  les  formules 


X  =  -=£=,  Y  =         ^' 


/a2— «2  ^p2^_^2 


u  = 


v/a2_^2        YQ2_|.-  62 


Ces  trois  fonctions  vérifient  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

d2  0       _ 


cas  particulier  de  l'équation  (i).  Donc,  on  obtiendra 
les  équations  représentatives  d'une  des  surfaces  cher- 
chées en  joignant  aux  équations  (2)  l'équation  sui- 
vante, 

F('a)H-*((3) 


v/a2  —  a2         y/^2_i_  1,1 
ou  bien 


z  = 


_  [F(a)-4-^(^)]  v/(a2-a2)([i2_^62) 


a  v/|i--h  62—  {i  y/a2  —  a2 
F(a)  et  ^((^)  désignant  deux  fonctions  arbitraires. 
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[0'7a] 

sut  LES  IlÉSEAllX  COmGlÉS; 

Par  m.  V.  JAMET. 


1.  Comme  suite  à  mon  précédent  article,  je  signalerai 
les  surfaces  sur  lesquelles  toutes  les  courbes  d'un  même 
réseau  conjugué  sont  dans  des  plans  tangents  à  un 
même  cylindre  du  deuxième  ordre. 

On  prendra  pour  plan  des  x y  le  plan  d'une  section 
droite,  et  l'on  observera  que  toute  tangente  à  cette 
section  est  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(i)  Za2— Ya  +  X  =  o, 

oix  Cf.  désigne  une  constante,  X,  Y,  Z  étant  des  fonc- 
tions linéaires  et  homogènes  des  trois  coordonnées 
homogènes  x^y^  u.  Par  chaque  point  du  plan  des  xy 
passe  une  droite  représentée  par  l'équation  (i)  et  une 
deuxième  droite  repiésentée  par  l'équation 

{i)  Z{32— Yp^-X  =  o. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  que  nous  voulons 
former  doit  admettre  pour  intégrales  les  trois  fonc- 
tions X,  Y,  Z  de  a  et  de  [i,  ou  trois  fonctions  qui  leur 
soient  proportionnelles,  savoir 

a?,     a -H  [3,      I  ; 
et  comme  elle  est  de  la  forme 


doiô^  ôoL  d(3 
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on  en  conclut  qu'elle  se  réduit  à 

SI    son    intégrale   générale    est   désignée    par   B,    la 

cote   z  d'un  point  de  la  surface  cherchée  sera  égale 

,    6 
a  —  • 
u 

Voici  comment  on  obtient  cette  intégrale  générale. 
D'abord  on  trouve,  par  deux  différenliations  succes- 
sives, 

da2  ô^^ 
et  par  conséquent 


=  o 


dOLÔ^ 


=/"(«)  + f(p), 


y*  et  C3  désignant  deux  fonctions  arbitraires.  On  en 
déduit 

e  =  P/'(«)  +  «=f'(P)+/i(«)-^?i(P), 

y,,  es,  désignant  deux  fonctions  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner en  tenant  compte  de  l'équation  (3).  Or  on 
trouve,  en  vertu  de  cette  relation, 

-a/"(a)-  [icp"(^)-h/'(a)-cp'(,3)-/i(a)+9;(|3)  =  o, 
OU  bien 

pcp''(p)  +  cp'(P)  +  cp;(?)  =  a/«(a) -/'(a)  +/;(«), 

et  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  deux  membres  de 
cette  égalité  sont  égaux  à  une  même  constante.  Soit 
donc 

«/"(a) -/'(^) +/;(«)  =  «. 

On  trouve,  en  intégrant, 

=^/'(«)  — 2/(a)-4-/i(a)  =  aa  ^  c; 


(  '^go  ) 


et  de 

puis 
(4) 


même 


(P-a)/'(a)  +  2/(a) 

-  (a  -  [3)  cp'(|3)  +  o.  cp(p)  +  a(a  +  (B)  +  ^., 


b  désignant  la  somme  des  deux  constariles  arbitraires 
c,  c'  \  et  le  problème  actuel  se  résout  par  cette  dernière 
formule. 


2.  Dans  l'étude  des  surfaces  que  nous  venons  de 
définir,  la  recherche  des  lignes  asymptotiques  se 
ramène  aux  quadratures.  En  effet,  une  telle  surface  est 
une  transformée  homographique  de  celle  qu'on  défi- 
nirait en  prenant  pour  coordonnées  homogènes  x,  y^ 
Zj  u  d'un  point  courant,  les  fonctions 

a[3,     a-+-p,     6,      I, 

en  désignant  par  9  le  second  membre  de  la  formule  (4)  ^ 

mais  alors  l'équation  différentielle  des  lignes  asjm})to- 

tiques 

d^  X     (Py     dr-  z     d^  u 

X         y         z  u 

dx        dy        dz        du 
da         0%        doL        à'x 

dz        du 


âx        dy 


d[i 


=:  O 


se  réduit  à 


/"'(a)^a2-f-cp"'(^)«?p2=o, 


comme  on  le  voit  en  faisant  subir  au  déterminant  ci- 
dessus  toute  une  suite  de  transformations  faciles.  Les 
lecteurs  désireux  d'appliquer  à  notre  problème  les  pro- 
priétés fondamentales  des  fonctions  elliptiques  recon- 
naîtront que  cela  est  possible  dans  le  cas  où  l'on  a,  par 
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exemple, 

en  désignant  par  F  un  polynôme  du  troisième  ou  du 
quatrième  degré. 

3.  Un  autre  cas  particulier  du  problème  traité  dans 
le  précédent  article  est  celui  oii  le  réseau  plan  donné 
est  constitué  par  deux  faisceaux  linéaires  de  droites. 
Ce  cas  est  tellement  simple  que  nous  n'y  insisterions 
pas  s'il  ne  se  rattachait  au  problème  suivant  :  Trouver 
une  surface  sur  laquelle  il  y  ait  un  réseau  conjugué 
formé  de  deux  faisceaux  de  courbes  planes,  dont 
les  plans  ont  en  commun^  pour  chaque  faisceau^ 
une  même  droite  fixe. 

Le  cas  particulier  précité  est  celui  où  les  deux 
droites  sont  parallèles;  on  y  ramène,  par  voie  d'homo- 
graphie, le  cas  où  les  deux  droites  se  coupent. 

Quant  au  cas  général,  je  l'ai  traité,  puis-je  dire,  sans 
m'en  douter,  dans  un  Mémoire  inséré  aux  Annales  de 
PEcole  iXormale  (Supplément  de  1887),  où  j'ai  résolu 
le  problème  suivant  :  Trouver  une  surface  telle  que 
ses  sections  par  les  plans  passant  par  une  droite 
donnée  soient  les  courbes  de  contact  de  la  surface 
avec  des  cônes  dont  le  sommet  est  situé  sans  cesse 
sur  une  autre  droite  donnée.  En  effet,  d'après  une 
proposition  de  M.  Kœnigs,  que  je  ne  connaissais  pas  à 
cette  époque,  les  courbes  conjuguées  des  sections  faites 
sur  une  surface  par  un  plan  passant  par  une  droite  A, 
sont  les  courbes  de  contact  de  la  surface  avec  les  sur- 
faces coniques  dont  le  sommet  est  situé  sur  A.  Donc, 
si  A  et  A'  sont  les  deux  droites  dont  il  est  question  dans 
le  premier  de  nos  deux  énoncés,  les  courbes  conjuguées 
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des  sections  planes  dont  le  plan  passe  par  A'  sont  les 
sections  planes  dont  le  plan  passe  par  A,  et  les  deux 
problèmes  se  transforment  l'un  dans  l'autre  ;  or,  le 
deuxième  donne  lieu  à  une  intégration  qui  m'a  paru 
intéressante.  En  effet,  si  les  équations  de  A  sont  X=:o, 
Y  =  o,  et  si  les  équations  de  A'  sont  Z  =  o,  11  =  0, 
l'équation 

d^X       d2Y       d'-Z       â^[] 
ôaô^     dôTâ^      âôTâ^      Ool  â^ 


X 

Y 

Z 

U 

âX 

oy 

âZ 

^u 

âoL 

doL 

d% 

< 

dX 

dY 

âZ 

oh 

ô^. 

à'^ 

0^ 

op 

exprimant  la  condition  pour  que  les  deux  faisceaux  de 
courbes  a,  p  soient  conjugués,  doit  être  vérifiée  si  l'on 
j  fait  Y  =  aX,  U^  pZ,  et  l'on  doit  trouver 


ô-^X      ^  â^X 
âoL  dp     " 
X  aX 

dX  dX 

aa  d-x 

dX 
d'où  l'on  déduit 


dX      d'^Z 


da.d^        d"^      dad^ 


P 


X 


dX 

d^ 


z 

dZ 
di 

dZ 

ïïp" 


d^-Z 

pz 

^1- 


dZ_ 
loi 


=  o. 


d^X      dX      d^Z 


doid^ 

X 

dX 
doL 

dX 


d^ 


-T-  ■    X 


dxd^ 

Z 

dZ 
dx 

dZ 

d^ 


dZ 
do. 


=  o. 


Donc,  on  doit  trouver  trois  fonctions  A,  B,  G  rem- 
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plissant  les  conditions  suivantes  : 

<^>  ^^■^^^-^^^^^^  =  ^' 

<6)  ----4-AX  =  o, 

d^Z         .dZ       ^dZ       ^„ 


dy.  dp  da  à^ 

h  BZ  =  o. 

On  écrit  la  première  de  ces  relations  sous  la  forme 

et,  en  la  comparant  avec  la  deuxième,  on  trouve 

^  =  C  -  AB. 

On  trouverait  de  même 

On  en  déduit 

^  _  dB 

par  suite,  il  existe  une  fonction  D  telle  que  l'on  a 

^=-df        ^  =  — d7-' 

(7)  { 

^  dMogD         I    dD  dD         I     d2D 


dad[i  D2   da    d^        D  da  dp 

En  vertu  des  relations  (7),  Téqualion  (6)  devient 

d(DX) 


=  o. 


d.3 
On  tire  de  là 

DX=/(a), 
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et  ceci  concorde  avec  l'équation  (5),  qui  devient,  en 
vertu  de  (^), 


âOLdÇ> 

On  trouve  de  même 

DZ  =  cp(P), 

et  l'on  en  conclut 

ou  bien 

X        fia) 

Z     ^(^y 

X     /«) 

'~'{i) 

ou  encore 

^•^(l)  =  zf(u) 


résultat  conforme  à  celui  que  j'avais   signalé  dans  le 
Mémoire  précité. 


[0^26] 

DÉTERMINATION  DES  COURBES  PLANES 
PAR  CERTAINES  PROPRIÉTÉS  DE  LEUR  RAYON  DE  COURBURE  ; 

Par  m.  J.  HAAG. 


1.  Dans  le  numéro  de  juifi  191 3  des  Nouvelles 
Annales^  M.  Turrière  étudie  certaines  courbes  définies 
par  une  propriété  particulière  de  leur  rayon  de  courbure 
et  montre  que  leur  détermination  se  ramène  à  des 
quadratures.  Je  vais  indiquer  une  autre  méthode  pour 
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résoudre  les  mêmes  questions  ainsi  que  des   questious 
beaucoup  plus  générales. 

Premier   problème.   —    Soit  d'abord   le  cercle  fixe 
de  centre  O  et  de  rayon  a,  rencontré  en  P  et  Q  par  la 


normale  en  M  à  une  courbe   (C).  Soit  ijl  le  centre  de 
courbure     correspondant.     M.    Turrière    cherche    les 

mP 

courbes    telles    que  =  non  si .    Plus    généralement, 

cherchons  les  courbes  pour  lesquelles  il  existe  une 

relation    quelconque  entre  MP  et  Mijl,    ou^    ce    qui 

revient  au  même,  entre  (jlP  et  |jlM. 

Fixons  la  position  de  NM  par  les  angles  polaires  o  et 
cp -|-  9  de  ON  et  de  OP  et  déterminons  la  relation  qui 
doit  exister  entre  cp  et  8  pour  que  l'on  ait  constamment 

ilM=-/(iIP), 

/  représentant  une  fonction  donnée. 

Orientons  la  développée  ({jl)  de  manière  que  la  demi- 
tangente  positive  en  a  ait  pour  angle  polaire  o -f-  y  • 
On  peut  choisir  une  origine  des   arcs  sur  cette  courbe 
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telle  que  l'abscisse   curviligne  s  du  point  [jl  soit  égale 
à  —  jjlM.  Si  l'on  pose  alors  |jlP  =  X,  on  aura 

(1)  s=f{-k). 
Ceci  étant,  on  a 

(2)  ÔN  =  acos9,         NP  =  asine; 


puis 
d'où 
ou 


v; —       d(a  COS0)  .    ^  db 

Nu  =  — ^ — ; =  —  <2  sin0-7- : 

d'f  acp 


,_^  ,  rt  sin  6  <i6 

(3)  do  = 


X  —  a  sin  6 

On  sait  maintenant  la  formule 

,  ^       d^(acosB)' 

=     a  cosO  H- 


do -y 


<icp2  J 

En  tenant  compte  de  (3),  elle  devient 

ds                      A  <^(^  —  Cl  sin  6) 
-r-  =  4-  a  cosO , 

OU 

ds  =  —  dk-\-a  cos  t)  aU  h-  a  cos 0  r : — - , 

À  —  a  sin  0 

,  „         aX  cos 6  «3?6 

ds  ^=  —  dX  -h-  T : — 7-  • 

À  —  a  sin  0 

Tenant  compte  de  (i),  il  vient 

r  I  -+-/'(X)"j  _  acoseo^e 

L         X         J  ~  ^  —  <^  sin6 
Si  l'on  pose 

(4)  ^(X)=  -i-ZiZm,  a=asin9, 
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cette  équation  s'écrit 

(5)  ~  +  a^(X)=À^(X); 

équation  linéaire  qui  donnera  u  en  fonction  de  \  par 
deux  quadratures.  En  portant  dans  (3),  on  aura  o  par 
une  nouvelle  quadrature.  Finalement,  par  trois 
quadratures^  on  saura  exprimer  G  et  .p  en  fonction 
de  \.  Des  calculs  algébriques  donneront  ensuite  les 
coordonnées   de    |ji;    d'où    celles   de   M   en  observant 

quejlM=-/(X). 

Dans  le  cas  de  M.  Turrière,  on  a,   en  conservant  ies 
notations  de  ce  géomètre, 


k       '  °^   '       {i  —  k)\ 

L'équation  (5)  s'intègre  alors  à  vue  et  donne 

>  _J_ 

(6)  u=  ^-+-GX^-^         (C  =  const.); 

puis 

(7)  ?  = 

Il  ne  serait  sans  doute  pas  difficile  d'identifier  ces 
résultats  avec  ceux  de  M.  Turrière,  en  observant  que 
les  lettres  «  et  u  ont  ici  la  même  signification  que  dans 
son  Mémoire. 

2.  Deuxième  problème.  —  Soit  maintenant  à  déter- 
miner une  courbe  telle  que  si^et  s  désignent  V angle 
polaire  et  V abscisse  curviligne  d\in  de  ses  points  et 
p  le  rayon  de  courbure  en  ce  point  y  on  ait 
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/"désignant  toujours  une  fonction  donnée.  Dans  le  cas 

où  celle-ci  est  de  la  forme  a  -\ —  (a,  h  =  const.),  on 

retombe  sur  le  problème  examiné  par  M.  Turrière  au 
paragraphe  4  de  son  article. 

Soient  9  -I-  V  l'angle  polaire  de  la  demi-tangente  posi- 
tive et /' le  rajon  vecteur.  On  a,  outre  la  relation  (i), 

(2)  ds^^l^cm-^dS), 

(3)  dr  =  ds  cos  V, 

(4)  r  d^  =  ds  ?,\\i\ . 

Entre  ces  quatre  équations,  qui  renferment  cinq 
variables  G,  5,  p,  V,  r,  nous  allons  éliminer  quatre  de 
celles-ci.  Eliminons  d'abord  ds  et  â?ô,  ce  qui  ne 
présente  aucune  difficulté  : 

(5)  -^  =/(P)> 

(6)  -^,  =  p  tangV—  +  p  ^V. 

Enfin,  éliminons  /',  ce  qui  est  également  très  facile  : 
•^ .,^     -^      '    =p|  ^V-^-^V--^tangVc/pJ, 

^vQ.-s>.pj  =  tangV-Ç  (^I_pj^p, 


ou 


ou 


(7)  cotv^v=Liz:f/MZlP)^,. 

Une  quadrature  donne  donc  V  en  fonction  de  p. 
Portant  dans  (5),  on  a  ;•.  Enfin,  l'élimination  de  ds 
entre  (i)  et  (2)  donne 

(8)  rfe  =  Mp)^; 

d'où  9  par  une  îiouvelle  quadrature. 
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Finalement,  on  peut  avoir  r,  9,  V  en  fonction 
de  0  par  deux  quadratures. 

On  peut  aussi  eflectuer  les  éliminations  de  la  manière 
suivante. 

Eliminons  ds  et  V;  nous  avons 

(9)  rfe(^-i)  =  ^v, 

dr 

(lo)  cosV=/(p)^, 

(il)  sinV  =  r/(p). 

Différentions  (i  i),  en  tenant  compte  de  (9)  et  (10); 
il  vient 

OU 

dr         f'(p)dp 


(12) 


-p-'^/(p) 


Une  quadrature  donne  p   en  fonction  de  r.  Ensuite, 
en  élevant  (10)  et  (i  1)  au  carré  et  ajoutant,  on  a 

,   .,  .  r  dr 

(i3) 


V/Hi 


P) 


Dans  le  cas  examiné  par  M.  Turrière,  on  a 

P 
L'équalion  (12)  donne 

i„g,.  r—^ r £ 


(  4oo  ) 
Posons,  pour  abréger, 


nous  avons 


-i  —  2  =  m; 
b 


logr  =  1-  log  [fm  _  f  )  _  -i  logG         (  G  =  const.)  ; 


m     ^Y  b  j       m 

d'où 

Portant  dans  (i3),  Il  vient 
(.5) 


/ 


y  -+-  G  r'«  1  dr 


/ 


/?i2  —  (  -  -I-  G  r'«  )   r2 


ce  qui  est,  aux  notations  près,  la  formule  (12)  de 
M.  Turrière.  De  plus,  l'équation  (4)  donne  la  formule 
intéressante 

(16)  -  =  _.=a/""-i-S. 

p  1  —  ib  ' 


[D3ca] 

TIIÉORÈIIES  DE  LA  IWOYEME  SAIVS  RESTRICTIONS; 

Par  M.  Michel  PETROVITGH. 


1.   Soient  il  et  v  deux  fonctions,  réelles  blV  imagi- 
naires, de  la  variable  x.  De  ridenlité  ^ 

(l)  Mt'  =  -(a^-hpâ)—  i(w  —  P)2 


(  4o.  ) 

(•2)  I      uv  dx  =1  \  —  S, 


on  tire 


où 


b 

2  dx. 


<3)  V=  -^    f    u2dx-h-  f    ^ 

'^  a  '■^  (i 

(4)  o=-    /      {u  —  vfdx. 

^  (i 

Sous  la  seule  restriction,  relative  au  chemin  d  inté- 
gration, que  celui-ci  soit  réel  et  de  longueur  finie,  on 
voit  que  : 

1°  Si  w  et  c^  ont  soit  la  partie  réelle,  soit  la  partie 
imaginaire  commune^  l'expression  (m  —  c)-  est  réelle 
et  d'un  signe  invariable  dans  l'intervalle  (<^,  6);  par 
suite,  on  aura 

(^)  «^  =  — —is^y 

avec 

X(^)  =  u  —  v 

et  c  étant  une  valeur  comprise  entre  a  et  6; 

2"  Si  IL  et  r  dilTèrent  à  la  fois  par  leurs  parties 
réelles  et  imaginaires,  l'expression  {^u  —  v)-  est 
imaginaire  et  l'on  aura,  d'après  une  proposition  de 
M.  Darboux, 

(6)  ô  =  -^^0e-•x(O^ 

0  et  to  étant  deux  quantités  réelles,  comprises  :  la  pre- 
mière entre  o  et  i,  et  la  seconde  entre  o  et  2-. 
//  s'ensuit  que 


il) 


J\      av  dx  =  V  —  X  /^(c)2, 
II 


OÙ    A    est   un  facteur  dont    le   module  ne  surpasse 
Ann.  de  Mathémat.,  \*  série,  t.  XllI.  (Septembre  i9t3.)     26 
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.     b  —  a               .           ,  j    .     ^    b  —  a  j 
jamais  et  qui  se  réduit  a  lorsque  u  et  v 

ont  soit  la  partie  réelle^  soit  la  partie  imaginaire 
commune. 

L'intérêt  que  peut  présenter  cette  forme  du  théo- 
rème de  la  moyenne  consiste  en  ce  qu'elle  conduit  à 
décomposer  l'intégrale 

(8)  l      ui>  dx 

en  deux,  dont  l'une  ne  dépend  que  de  u  et  l'autre  de  v^ 
avec  un  tenue  correctif  dont  on  connaît  les  limites 
supérieure  et  inférieure,  et  cela  sans  aucune  restric- 
tion sur  u  et  V  autre  que  celle  que  les  intégrales 
aient  un  sens. 

Dans  le  cas  de  u  et  v  réels,  l'intégrale  (8)  est  com- 
prise entre 

V-^Zl^M^  et  y-''-^Z±^'.^ 

2  i. 

où  M  et  N  sont  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
absolue  que  prend  la  différence  u  —  v  lorsque  x  varie 
entie  a  et  h.  En  prenant  donc  pour  (8)  la  valeur 

(9)  V-(6-«) , 

4 

on  commet  une  erreur  dont  la  valeur  absolue  n'excède 
pas 

(10)  (6  —  a) 


4 
2.   L'identité 

(u)  uv  = -{u^  vY— -{u  —  vy 

4  4 


(  4o3  ) 

fournit 

(  12 )  /      iw  dx  —  -    I      {il  ^  {>y  dx  —  \, 

OÙ 

(i3)  ^=  7    /     {i^-^Ydx, 

Il  s^ ensuit  que 

f     uv  dx  =  -  I     {u-i-v)'^dx X(^)^ 

a  ^  ^  a 

oîi  y  (^),  K  et  c  ont  les  significations  du  paragraphe 
précédent^  et  cela  sans  aucune  restriction  sur  u   et  r 
autre  que  celle  que  les  intégrales  aient  un  sens. 
Dans  le  cas  de  u  et  v  réels,  en  posant 

(i5)  -    /     {u^v)^dx  =  W, 

-4  J^ 

l'intégrale  (12)  est  comprise  entre 

4  4 

de  sorte  qu'en  prenant  pour  (f  2)  la  valeur 

(16)  \Y  —  {b  —  a) , 

on  commet  une  erreur  dont  la  valeur  absolue  n'excède 

pas 

M2  -  N2 

(17)  {b-a) g 

3.   Les  inégalités  intuitives 

\   r''         I      \    r''  \    r'' 

(18)  /      uvdx\<-    j      \uY  dx-\-  -    j      \v\'^dx, 

I  r  ''        I     I  r  '' 

(19)  /       uvdx\<^-    \      I //  -+-  f  |2  rfr, 


(  4o4  ) 

comprises  dans  les  propositions  précédentes,  ne  sont 
que  des  cas  particuliers  des  inégalités  plus  générales 


(20)  /    UiUi...Un 


dx 


(21)  /    UxU<i...Undx 


< 


< 


-      /    I  Wi|«<ixH-...H--     /   \Un\"dx, 
~  (\Ui\-^..  .^\Un\)"  dx, 

n"    Jr 


L  étant  l'arc  d'intégration  et  u^^  112,  ..,  Un  étant  des 
fonctions  de  x  quelconques,  en  nombre  arbitraire. 
Elles  sont  la  conséquence  directe  de  la  relation  d'iné- 
galité entre  les  moyennes  arithmétique  et  géométrique 
d'un  nombre  quelconque  de  quantités  réelles  posi- 
tives. 

Nous  en  ferons  l'application  suivante.  Soient 

Wj,       U^^       W3, 

les  termes,  réels  ou  imaginaires,  d'une  série,  fonctions 
d'une  variable  ^,  la  série  étant  supposée  absolument  et 
uniformément  convergente  pour  les  valeurs  de  t  appar- 
tenant à  un  domaine  déterminé  (D)  dans  le  plan  de  t. 
Considérons  la  série 

(22)  f{z)^=a(i-^axz-i-aiz^-^... 

ayant  pour  coefficient  général  an  Texpression 


(23) 


«M=    /    II1II2  .  .  .  Un  i^f, 


l'arc  d'intégration  L  étant  de  longueur  finie  et  compris 
dans  le  domaine  (D).  De 


(^4) 


2, 1  "'■  I  <  ^' 
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OÙ  [JL  est  la  somme  de  la  série  convergente 

oc 

(25)  ^\uil 

1 

on  conclut,  en  vertu  de  (21),  que 

(26)  \an\<-^y 

OÙ  S  est  la  longueur  de  l'arc  d'intégration. 

On  en  conclut  d'abord  que  :  la  série  (22)  repré- 
sente  une  fonction  entière  de  Zy  du  genre  zéro  ou  un^ 
dont  le  module  est,  pour  toute  valeur  de  2,  plus 
petit  que 

i'iy)  \ao\-^s^(lxr), 

où  ^{z)  désigne  la  transcendante  entière 

Z  Z^'  z^ 

(,8)  A(,;=_H-_H-_+... 

et  r  étant  le  module  de  z. 
Or,  la  formule  connue 

^'']  X  (""^7)"=(-7rTTFTr 

conduit  à  la  formule 

e  '  dt, 

valable  pour  toute  valeur  réelle  et  imaginaire  de  2,  fai- 
sant voir  que 

r 

(3l)  A(r)</-e", 

ce  qui  montre  que  :  le  module  de  f  {z)  esty pour  toute 


(  4o6  ) 
valeur  de  z^  plus  petit  que 

(32)  \aQ\^s^e^  . 

Il  s'ensuit,  par  exemple,  que  l'intégrale  de  Jensen 

^/      log|/(re90Ke, 

rattachée  à  la  fonclion  f{z)^  a  sa  valeur  plus  petite 
que 

(  '^\ 

log\|aol  -^  s\Kr  e  «  /, 

d'où  l'on  peut  tirer  des  conclusions  à  l'égard  des  zéros 
de  f{z)  compris  à  l'intérieur  d'une  circonférence 
quelconque  décrite  autour  de  xî  =  o  dans  le  plan  de  z. 


[I9b,  M*m] 

COURBES  DECOIPAIVT  SIR  IM  DROITE  FIXE  LES  LO^GIEIRS 
REPRÉSENTAIT  LA  SUITE  INDEFINIE  DES  NOMBRES  PRE- 
MIERS; 

Par  m.  Michel  PETROVITGH. 


1.  On  peut,  de  la  manière  suivante,  former  des 
classes  étendues  de  courbes  planes  C  douées  de  la  pro- 
priété remarquable  de  rencontrer  une  droite  fixe  (que 
nous  prendrons  pour  l'axe  des  x)  aux  points  dont  les 
abscisses  forment  la  suite  indéfinie  de  nombres 
premiers  positifs. 

Soit  8  [x,  u)  une  fonction  réelle  de  deux  variables 
X  et  u,  ne  s'annulant  pour  aucune  paire  de  valeurs 
réelles  fractionnaires  [x,  u)  et  s'annulant  pour  toute 
paire  de  valeurs  entières  de  ces  variables. 
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Telle  serait,  par  exemple,  la  fonction 

a  cos -2 nr ^  H-  b  cos iwu  —  (a  -+-  b) 

ou  bien  la  fonction 

a  sin'^rnx  ■+-  b  s\n"^wu 

(m  étant  un  entier  pair  positif,  a  et  b  deux  constantes 
positives);  et,  plus  généralement,  la  fonction 

cpi(siiiroa7)-i- cp2(sin7J5a), 

OÙ  C5<  (z)  et  cpo  (z)  sont  deux  fonctions  réelles,  paires, 
positives,  s'annulant  pour  5  =  o.  D'ailleurs  une  puis- 
sance positive  quelconque  d'une  fonction  0(^,  u)  est 
également  une  fonction  9(^,  u). 

Soit  ^(x)  l'une  quelconque  parmi  les  fonctions 
obtenues  en  remplaçant  dans  une  fonction  Ô(^,  u)  la 
variable  u  par  la  fonction 

X 

D'après  le  théorème  arithmétique  de  Waring-Wil- 
son,  complété  par  Lagrange,  et  les  propriétés  élémen- 
taires de  la  fonction  r(:r),  pour  que  l'expression  (i), 
j:  étant  un  entier^  ait  également  une  valeur  entière, 
il  faut  et  il  suffît  que  x  soit  un  nombre  premier  positif. 

Toute  courbe 

(2)  y  =  (P{x) 

est  donc  une  courbe  G. 
Ainsi  la  courbe 

y  =(a  -i-  b) —  a  cos  2Tnx  —  b  cosïcjw. 

présente  un  nombre  illimité   d'oscillations  à  droite  de 
l'axe  des^  et  au-dessus  l'axe  des  x,  d'amplitudes  varia- 
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bles  inférieures  à  2  (a  +  6),  touchant  Taxe  des  x  aux 
points  dont  les  abscisses  sont  les  nombres  premiers; 
tout  point  de  l'axe  des  x^  ayant  pour  abscisse  un 
nombre  premier  positif,  est  un  point  de  contact  de  la 
courbe  et  de  cet  axe. 
La  courbe 

y'i  z=(^a  -h  6) —  a  cos-îTTsx  —  b  cos2mu 

coupe,  en  oscillant,  l'axe  des  x  aux  points  dont  les 
abscisses  forment  la  suite  indéfinie  des^  nombres  pre- 
miers  positifs. 

2.  Nous  signalerons  une  question  qui  se  présente 
dans  ce  même  ordre  d'idées  et  qui,  résolue  dans  le  sens 
affirmatif,  ne  serait  pas  dénuée  d'un  certain  intérêt 
arithmétique. 

Il  existe  des  fonctions  telles  qu'elles-mêmes  et  leurs 
dérivées  secondes  soient  réelles,  finies  et  continues 
pour  les  valeurs  positives  de  ^,  ayant  la  suite  indéfinie 
de  nombres  entiers  positifs  comme  zéros  simples,  sans 
s'annuler  pour  aucune  autre  valeur  positive  de  x.  Telle 
serait,  par  exemple,  la  fonction  élémentaire  sinnj^r. 

Peut-on  construire  une  fonction  4>(^)  telle 
qu^ elle-même  et  sa  dérivée  seconde  soient  réelleSy 
finies  et  continues  pour  les  valeurs  positives  de  x  et 
qu'elles  aient  la  suite  indéfinie  des  nombres  pre- 
miers positif  s  comme  zéros  simples,  sans  s^ annuler 
pour  aucune  autre  valeur  positive  de  x'^  ? 

Une  telle  fonction  4>  étant  supposée  construite^ 
l'expression 

(3)  — 

serait  réelle,  (inie,  continue  et  différente  de  zéro  pour 
toute  valeur  positive  de  x.  De  plus,    elle  serait  néces- 


I 
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sairement  négative  pour  x  variant  de  o  à  oo,  car  s'il 
n'en  était  pas  ainsi,  comme  elle  ne  changerait  pas  de 
signe  dans  cet  intervalle,  elle  j  serait  constamment 
positive  et,  d'après  le  théorème  connu  sur  les  équa- 
tions linéaires  du  second  ordre,  la  fonclion  ^  aurait  au 
plus  un  zéro  simple  positif,  ce  qui  n'est  pas  le  eus. 

La  courbe  (2  j,  représentant  une  telle  fonction  4>, 
aurait  pour  x  positif  une  allure  sinusoïdale,  tournant 
constamment  sa  concavité  vers  l'axe  des  x  et  coupant 
cet  axe  (sans  jamais  le  toucher)  aux  points  dont  les 
abscisses  seraient  les  nombres  premiers;  c'est  en  ces 
points  que  l'ordonnée  de  la  courbe  et  sa  concavité 
changeraient  à  la  fois  de  sens  et  ce  seraient  les  seuls 
points  d'inflexion  de  la  courbe. 

En  désignant  alors  par  —  M  et  —  N  une  limite 
inférieure  et  une  limite  supérieure  de  V expression 
(3),  le  nombre  de  nombres  premiers^  compris  dans 
un  intervalle  positif  donné  (a,  6),  serait  compris 
entre  les  valeurs 

(b  —  a)v/N  {b  —  a)\/M  _^  ^ 

m  w 

D'après  ce  qu'on  sait  sur  les  zéros  simples  des  inté- 
grales oscillantes  des  équations  linéaires  du  second 
ordre  (*  ),  il  y  aurait  même  moyen  de  resserrer  notable- 
ment ces  limites. 


(*)  Voir  par  exemple  rua  Communication:  Fonctions  implicites 
oscillantes  (  Proceedings  of  the  fifth  Congress  of  matheniati- 
cians,  Cambridge,  1912). 
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CERTIFICATS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL. 


Grenoble. 

Epreuve  théorique.  —   On  considère  la  surface  définie^ 
en  coordonnées  cylindriques^  par  Véquation 


r-   ■     ^ 
z  =  [\a  J r  sin  —  > 
1 


et  l'on  demande  : 


i"   Une  description  sommaire  de  la  surface; 
2"  L'équation  du  plan  tangent  et  les  cosinus  de  la  nor- 
male en  l'un  de  ses  points  ; 
3°  Ses  lignes  asymptotiques; 

4"  Les  rayons  principaux  en  l'un  de  ses  points  ; 
5°  L'équation  différentielle  de  ses  lignes  de  courbure. 

Epreuve  pratique.  —   Calculer  la  portion  de    Vaire   de 

la  sphère 

x'^ -\-  y^ -^  z^  =  1CX 

qui  est  comprise  dans  le  cône 

eu  supposant  a^^  b^.  (Juillet  1912.) 

Epreuve  théorique.  —  Trouver  une  courbe  dans  laquelle 
la  longueur  s  de  rare  limité  à  un  point  M  soit  propor- 
tionnelle à  la  puissance  n^ème  d^  l'ordonnée  y  de  ce  point. 
Cas  d'intégrabilité .  Étudier  les  cas  particuliers  où  l'on  a 

I  -2 

I  °  n=  ~;  2°  n  =  -' 

1  i 

Épreuve  pratique.  —  Trouver  une  solution  complète  de 


(4ii  ) 

l'équation 

x^pq  -h  x^ y  q''- -^ p X  -^  z  =■  o 

et  former  la  solution  singulière  correspondante . 
Vérijier^  d'autre  part ^  que 

(i  -+-  r)2  2  sfy 

z=—- — ^    •;  ^  et  z  =  i-\ i-^ 

4  ^^  .r 

50 n^  aussi  des  solutions. 

Déduire  ces  solutions  de  la  solution  complète  par  la  va- 
riation des  constantes,  et  déterminer  la  nature  de  ces  so- 
lutions par  rapport  à  cette  solution  complète. 

(Novembre  1912.) 

Lille. 

Epreuve  théorique.  —  I.  Établir  la  formule  qui  permet 
de  calculer  la  dérivée  de  la  fonction 

a  et  b  désignant  deux  fonctions  de  a. 

H.  Étant  donné  un  système  d'axes  rectangulaires  Ox, 
Oy.,  trouver  une  courbe  tangente  en  0  à  0  x  et  telle  qu'en 
chaque  point  M  le  rayon  de  courbure  p  et  la  longueur  S 
de  l'arc  OM  soient  liés  par  la  relation 

Construire  la  courbe  obtenue. 

Epreuve  pratique.  —  I.  Intégrer  l'équation  différen- 
tielle 

II.   Calculer  les  intégrales  définies 

dx  .  C  dr 


_  f      dx  _   r 


(l-f-r2) 

où  n  désigne  un  nombre  entier. 


(Novembre  1911.) 
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Epreuve  théorique.  —  I.  Question  de  cours.  —  Calculer 
les  intégrales  de  Fresnel 

'      QO'sx'^  dx^  I      sinx^  dx 

en  les  f^éunissant  en  une  intégrale  complexe^  et  en  les  rat- 

J^\  00 
'      e—^'"^ dx  le  long  de  V axe  réel.  On 
0 

pourra  démontrer  d'abord  que  les  intégrales  de  Fresnel 
ont  un  sens,  en  les  transformant  en  séries  alternées. 

II.  Problèmes.  —  i°  Généraliser  les  résultats  précé- 
dents en  considérant  les  intégrales 

'       cosx^^  dx,  I      sinx"^  dx, 

où  n  désigne  un  nombre  réel  plus  grand  que  i,  et  prises 
le  long  de  l'axe  réel,  et  en  les  rattachant  à  l'intégrale 

n  00 

/      e— ^"  dx  le  long  de  l'axe  réel.  Exprimer  cette  dernière 

intégrale.^  et  les  deux  précédentes.,  au  moyen  de  la  fonc- 
tion r. 

2°  Soient  0:r,  0^,  Oz  trois  axes  rectangulaires  :  on 
considère  les  surfaces  telles  qu'en  un  point  quelconque  M 
le  rayon  vecteur  OM  et  l'intersection  du  plan  tangent  et 
du  plan  déterminé  par  le  point  M  et  la  droite  Oz  fassent 
un  angle  constant  a.  Former  Inéquation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  à  laquelle  satisfont  ces  surfaces. 
Cette  équation  se  décompose  en  deux  équations  linéaires  ; 
intégrer  ces  équations  :  on  pourra  les  transformer  en  subs- 
tituant aux  variables  x.,  j',  z  les  coordonnées  polaires 
dans  l'espace  p,  6,  ©  telles  que  l'on  ait 

X  =  p  cosO  coscp,         J'  =  P  cos6  sincp,         z  =  sinO. 

Définir    géométriquement    les    courbes    caractéristiques. 
Examiner  en  particulier  le  cas  où  l'angle  a  est  droit. 

Epreuve  pratique.   —  i"   Déterminer   l'intégrale  gêné- 
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raie  et  l'intégrale  singulière  de  V équation  différentielle 

(rf"-  y  y")'-  4(yy"-  y'n(ry-  yn  =  o. 

2"  Intégrer  l'équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre 

x{x  —  \)y" —  {/).x  —  i)j^'-f-  iy  =  e^{x- —  3^  -h  3), 

sachant  que  l'équation  sans  second  membre  admet  comme 
intégrale  particulière  un  polynôme  du  premier  degré. 

(Juillet  191 2.) 

EpRKUVE  THÉORIQUE.  —  I.  Question  de  cours.  —  Donner 
des  conditions  suffisantes  pour  que  la  fonction  X  -+-  i  Y  de 
la  variable  complexe  x  -f-  iy  ait  une  dérivée  au  point  x,  y. 

II.  Problèmes.  —  \°  z  désignant  une  variable  complexe, 
on  considère  la  fonction  z"^.  Comment  sont  distribuées^ 
dans  le  plan  de  cette  seconde  variable  z"K^  les  valeurs  cor- 
respondant à  une  même  valeur  de  -s?  On  étudiera  succes- 
sivement les  cas  où  m  est  entier^  fractionnaire^  réel  et 
incommensurable ,  purement  imaginaire^  imaginaire  avec 
une  partie  réelle  différente  de  zéro. 

2"  Déterminer  une  courbe  plane  telle  qu'en  chaque 
point  iM  de  cette  courbe  le  rayon  de  courbure  soit  propor- 
tionnel à  la  distance  du  point  M  à  un  point  fixe  0  du  plan 
de  la  courbe.  Tracer  les  courbes  obtenues. 

On  pourra  prendre  des  coordonnées  polaires  de  pôle  0. 

Épreuve  pratique.  —  I.  Intégrer  V équation  différen- 
tielle 

oùfiy)  désigne  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  y  à 
coefficients  constants.,  dans  les  différents  cas  où  ce  poly- 
nôme n'a  pas  ses  racines  distinctes.  Dans  chaque  cas,  on 
pourra  simplifier  ce  polynôme  par  une  transformation 
homographique  effectuée  sur  la  fonction  y. 

II.  Calculer  le  volume  de  l'hypersplière  de  rayon  i  dans 
l'espace  à  quatre  dimensions,  c'est-à-dire  l'intégralejqua- 
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druple  fil   I  dxi  dx^dxzdx!^   étendue  à  l'ensemble  des 
valeurs  des  vaj^iables  Xi,  x^,  x^,  Xi,  telles  que  l'on  ait 


X: 


Xi 


x\ 


X 


2  < 

%  - 


On  pourra  prendre  de  nouvelles  variables  analogues 
aux  coordonnées  polaires  dans  le  plan  et  dans  V espace 
ordinaire.  (Novembre  191 2.) 

Lyon. 

Epreuve  théorique.  —  I.  On  envisage  la  fonction  ana~ 

ly tique  f{z)  = — r-,  de  la  variable  complexe  z-=x-k-iy^ 

où  u  représente  une  quantité  réelle  et  positive. 

Si  f{z)  =  li{x.,y)-{-  iY{x,y)j  XetX  étant  des  fonctions 
réelles  de  x  et  de  y.,  calculer  Y(a^,  ^),  et,  en  particu- 
lier Y(^,  o). 

II.  Trouver  tous  les  pôles  de  la  fonction  f  {z). 

III.  On  considère  le  rectangle  dont  les  côtés  ont  pour 
équations 

X  =^ — 7T,  rr=H-7r,         JK  =  o  et         y  =  h', 

8  est  une  quantité  positive  que  l'on  fera  croître  au  delà 
de  toute  limite.  Montrer  qu'il  ne  peut  y  avoir.,  au  plus., 
qu'un  pôle  de  f{z)  à  V intérieur  de  ce  rectangle.  Quel  est 
ce  pôlCy  quand  il  existe,  et  quel  est  alors  le  résidu  de  f{z) 
par  rapport  à  ce  pôle? 

IV.  L'intégrale  I  f(z)  dz,  prise  le  long  du  rectangle 
ABGD,   étant   désignée  par  (  ÂB) -h  (  BG) -1- (CD)  +  (DA), 


A     O 


Tl 


B 


où  (AB)  signifie    1    f(z)dz,    etc.,    montrer    que    Von    a 
Lim  (CD)  =  o,  et  calculer  Lim  [(BG)-i-(  DA)]. 
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V.  En  appliquant  le  théorème  de  Cauchy,  déduire  de 
tous  les  résultats  qui  précèdent  la  valeur  de  l'intégrale 

X  ?>'\nx  dx 


i  en  distinguant  le  cas  où  u  est  plus 


J     _      1  1UC0SX-\-U^ 

^  —  TC 

grand  que  \  du  cas  où  u  est  plus  petit  que  i 


Épreuve  pratique.  —  On  considère  la  surface  S  définie 
par  les  formules  suivantes  : 

sinX  ch  UL 


X  =.\  cot  a 


sina 


Y  =  -r- i-  cota  cosX  sh  ul, 

-^        sina  ^ 

-S  =  —  cosX  ch  |JL, 
chuL  =  -(et^'-i-e-lJ-),         sh  [jl  =  -  (e!^— e-(^), 

ow  a  est  une  constante,  X  et  [jl  des  paramètres    variables  : 

1°  Calculer  V équation  du  plan  tangent  à  la  surface  S 
au  point  (X,[jt.).  On  trouvera  dans  chaque  coefficient  le 
facteur  ch  a  +  cosa  cosX.  Que  peut-on  en  conclure  pour  la 
courbe  tracée  sur  S,  et  qui  a  pour  équation 

ch  \x  -+-  cosa  cosX  =  o  ? 

2"  En  posant 

dx"^  -H  dy'^  H-  dz'^  =  ds'-, 

montrer  que  l'on  a 

,  „        /  ch  [X  -h  cosa  cosX\2  ,   .    •    „    ^ 

ds"^  =  ( — : : (rfa2-f-d/iJi2sin2a). 

\  sina  /  '  ^ 

En  conclure  que  les  deux  familles  de  courbes  X  =  const. 
et  [i  =  const.  forment  un  réseau  orthogonal. 

3"  On  vérifiera  que  ces  deux  familles  de  courbes 
X  =  const.  et  [JL  =  const.  forment  aussi  un  réseau  conjugué. 
Quelles  sont  les  lignes  de  courbure?  Démontrer  qu'elles 
sont  planes. 

4°  Calculer  les  cosinus  directeurs  a,  b,  c  de  la  normale 
au  point  (X,  fx)  à  la  surface  S,  et  chercher  les  lignes  dr~ 
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crites  par  le  point  {a,  6,  c)  quand  le  point  (a?,  jk,  z)  décrit 
les  lignes  de  courbure  de  S. 

5°  Lignes  asymptotiques  de  S. 

(Novembre  1911.) 

Épreuve  théorique.  —  On  considère  la  surface  S  définie 
en  axes    coordonnées    rectangulaires    par    les    formules 

a?  =  cha  cosv, 
y  =z  ch  u  sin  p, 
z  =  sli  u, 

cnu  = 


sh  w  = 


•2 


■> 


Chercher  les  lignes  G  <ie  cette  surface^  telles  que  le  plan 
osculateur  soit  constamment  normal  à  la  surface  { géodé- 
siques  ). 

En  regardant  v  comme  une  fonction  de  u  et  posant 

,       dv  „  __  d^v 

du  du'^ 

on  arrivera  à  l'équation  différentielle 

iv'  sh^M  -h  v'^  sh  w  c\\^u  -+-  v"  ç\\u{ç\\^u  -f-  sh^w)  —  o. 

Montrer  que  cette  équation  s'intègre  par  quadratures.  On 
peut  aussi  observer  que  l'équation  admet  comme  solu- 
tions particulières  les  lignes  de  courbure  de  l'une  des  fa- 
milles  {on  dira  laquelle).,  et  les  lignes  asymptotiques.  On 
est  alors  amené  à  poser 

X  dv 


V   = 


ch  u        du 


X  étant  la  nouvelle  fonction  inconnue.  (Expliquer  pour- 
quoi.) Calculer  X. 

X  étant  connu.,  v  est  donné  au  moyen  d'une  intégrale 
elliptique. 

La  détermination  des  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  G  dépend  aussi  d'une  intégrale  elliptique.  Mon' 
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trer  que  Von  trouve  comme  courbes  G  particulières  les 
courbes  de  S  à  tangentes  isotropes  {courbes  de  longueur 
nulle). 

Entre  Vangle  ^.^  sous  lequel  une  courbe  G  donnée  coupe 
un  parallèle  de  S  et  le  rayon  R  de  ce  parallèle,  existe 
une  relation  simple  que  Von  propose  d'obtenir. 

(Juillet  1912.  ) 

Épreuve  théorique.  —  1.  On  considère  l'équation  aux 
dérivées  partielles 


qx  —  py  -h  /v  =  «  v  I  -+-/)■-  H-  ^2^ 

où  a  et  k  sont  des  constantes.  Que  devient  cette  équation 
si  Von  adopte  les  coordonnées  semi-polaires  p,  oj,  z? 

{x  =  p  costo,  JK  =  p  sinco.) 

IL  Le  changement  de  variables  effectué.,  en  déduire  une 
intégrale  complète  de  la  forme 

z  =  Aœ  H-  /(  A,  p)  -4-  G, 

h  et  G  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

III,  En  cherchant  les  lignes  asymptotiques  de  la  sur- 
face obtenue^  prouver  que  Von  a  ajfaire  à  un  hélicoïde 
développable  et  trouver  V arête  de  rebroussement, 

IV.  Lignes  de  courbure. 

Nota.  —  On  rappellera  que  les  lignes  asymptotiques  de 

la  surface 

Z  =  hoi  -r-  f{  p  ) 

sont  données  par  l  'équation 

,     h± v/A2„  p\f'(p)f"(r)  , 

ao)  =  T— ao. 

Épreuve  pr.4tique.  —  Soit 

/(„)  =  ^ — 

a2  a  a  (  w  —  a  )  (t(  w  H- a  ) 
Ann.  de  Matkémat.,  4"  série,  t.  XIII.  (Septembre  lyiî.)      27 


ou 

IL     ^  ILI 
(j  =  un'     l  i  —  —  ]  e'^'^^~' 
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w  :=  7.  m  oi  -{-  2  m' ta'  ; 


f{u)  est  une  fonction  doublement  périodique  ;  on  demande 
de  la  décomposer  en  éléments  simples^  puis  de  l'exprimer 
en  fonction  rationnelle  de  w. 

Quelle  relation  y  a-t-il  entre  f{u)  et  f'{u)? 

On  suppose  m  et  —r  réels  et  positifs,  et  2tx)  >  a  >>  a>;  cons- 
truire la  courbe  y  =  f{x)  dans  l'intervalle  {0,  oi).  Cal- 
culer la  surface  complaise  entre  Vaxe  Ox,  la  courbe  et  la 
droite  x  =  oi. 

Marseille. 

Epreuve  théorique.  —  i°  Écrire  sans  explication  l'équa- 
tion de  l'indicatrice  en  un  point  d'une  surface  lorsque  ce 
point  est  pris  pour  origine  des  coordonnées  et  que  les  axes 
des  X  et  des  y  sont  tracés  dans  le  plan  tangent. 

2°  Si  un  plan  mobile  est  tangent  en  un  point  M  à  une 
surface  S  et  si  le  point  M  décrit  une  courbe  C  située  sur  S, 
la  tangente  à  la  courbe  G  et  la  caractéristique  du  plan 
mobile  sont  dirigées  suivant  deux  diamètres  conjugués  de 
l'indicatrice  de  S. 

3"  Une  surface  étant  représentée  par  les  deux  équations, 
où  ejitre  un  paramètre  a  et  des  coordonnées  semi-polaires^ 


v/a2_ 


z  =  aF(e)  =  v/a2—  r'  —  a  log H /(a), 


o  =  F(9)-log î^^ H /'(a), 


vérifier  que  l'on  a 


dz        \ft 


4**  Calculer   l'angle   que  font   le  plan    tangent   en    un 
point  et  le  plan  passant  par  ce  point  et  l'axe  des  z. 

5"  En   déduire  une  série  de  lignes  de  courbure  et^   ces 
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lignes  étant  supposées  connues^  trouver  la  seconde  série 
en  se  reportant  aux  deux  premiers  paragraphes. 

SOLUTION. 

cosV  =  F'(e). 

Les  sections  planes  passant  par  Oz  donnent  la  première 
série.  Les  autres  lignes  de  courbure  sont  les  courbes  de  con- 
tact des  cônes  circonscrits  ayant  leurs  sommets  sur  Oz. 
(Kœnigs.  ) 

Epreuve  pratique.  —  Calculer,  à  o,oi  près^  l'intégrale 

/^{\-i)z Q(\-i)z 
ii <^-. 

en  supposant  que  le  point  z  décrive,  dans  le  sens  positif, 
un  cercle  ayant  son  centre  à  V origine  et  de  rayon  arbi- 
traire. 

SOLUTION. 

I  =  2-tDa(e^i-''^3'— e(i-^"a),gj_^j  =  471  =  r2,56. 

Épreuve  théorique.  —  Déterminer  les  surfaces  mininia 
de  révolution. 

En  d'autres  termes^  soient 

37=0  005  0»,         ^  =  psina),         ^  =  cp(p) 

les  équations  d'une  surface  de  révolution  ayant  pour 
axe  Oz\  déterminer  la  fonction  9(0)  de  sorte  que,  en 
chaque  point  de  la  surface^  l'indicatrice  soit  une  hyper- 
bole équilatère^  ou  encore  que  les  rayons  de  courbure 
principaux  soient  égaux  et  de  signes  contraires. 

Epreuve  phatiqle.  —  Calculer  l'intégrale  définie 
y=  I       cos  X  t  (i  —  t^y^  dt, 

où  T  joue  le  rôle  de  paramètre. 

Indiquer  comment  on  arriverait  au  calcul  de  V intégrale 
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plus  générale 

/+\  _  1 

—  1 

lorsque  n est  un  nombre  entier  positif  et  vérifier  que^ 

dans  ce  cas,  V intégrale  définie  y  satisfait  à  l'équation 
de  Bessel 

{Substituer  y   de   manière    que    V équation    prenne    la 
forme  j       (^{x,  t)  dt  =  o  et  vérifier  qu'elle  est  une  identité.) 


—  1 


y  = 


SOLUTION. 

48sina7        48  cos.r        lôsina? 
x^  x'*  x'^ 


En  tenant  compte  des  limites  de  l'intégrale  définie  et  après 
une  intégration  par  parties  qui  rend  les  termes  comparables 

on  voit  que  l'équation  de  Bessel  est  satisfaite   quand  n 

est  un  nombre  entier  positif. 

Au  sujet  de  ce  calcul,  on  pourra  consulter  avec  fruit  le 
Cours  d'Analyse  de  M.  Goursat  (t.  II,  2^  édition,  p.  44^-446). 

(Juin  igi'i.  ) 

Epreuve  théorique.  —  Former  l'équation  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  S  dont  les  normales  sont  à  une 
distance  constante  a  d'une  droite  fixe,  lorsque,  les  coor- 
données étant  rectangulaires ,  on  prend  l'axe  des  z  pour 
droite  fixe. 

Soient  p  et  q  les  dérivées  de  z  fonction  des  deux  variables 
indépendantes  x  et  y\  on  pose 

u=zpx  =  qy  —  5,         ^=pcosto,  ^  =  psinoj 

€t    l'on  demande   de  prendre    u  pour    fonction    nouvelle 
et  p  et  lù  pour  nouvelles  variables  indépendantes. 

Intégrer,  en  considérant  x, y,  z  et  u  comme  des  fonctions 
de  p  et  de  10. 
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Vérifier  que  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  S 
correspondent  à  p  ou  w  constant. 

Déterminer  la  fonction  arbitraire  introduite  par  le 
calcul  de  sorte  que  la  surface  S  passe  par  l'hélice 

y 

x^ -\- y- =z  a'^ ,         z  =  rtarctang  — • 

SOLUTION. 

On  obtient 

rx  —  p  V     -  au 

'  =:  =  a         et         -—  =  ap, 


d'où 


u  =  ap-^f(p), 

X  =  [rtto  -1-  y"(p)]  costo  —  a  sin  00, 

j^  =  [aco -f- /'(p)]  sin  to -4- a  cosoj, 

Si  z  est  constant,  p  est  constant,  sJp'^-\-q^  est  constant^ 
d'oîi,  par  théorèmes  connus,  une  ligne  de  courbure  plane. 

Si  (o  est  constant,  :r  et  ^  sont  les  coordonnées  d'un  point 
du  plan  —  a7sin(jD-t-j^cosw  =  flr,  d'où  seconde  ligne  de  cour- 
bure plane. 

Enfin, 

(  2  /i  -(-  1  )  t:  a 

P(,^=_,  +  — 

Epreuve  pratique.  —  i°  Calculer  l'intégrale  indéfinie 

j  log(5  -h  y/i  —  z^)  dz. 

K.' 

•?."   Vérifier  que  les  deux  intégrales  définies  réelles 

(x  —  z)  dz 


1=1     \o^{z-\-^i-T-z^)dz         et         -^  =  / 


/ 


I  H-  Z^ 


où,  pour  z  =  o,  o/i  a  \/i-ï-z^  =  i   et  log  =  o,  sont  égales^ 
par  la  considération  de  leurs  dérivées  en  x. 

3"  Développer  en  séries  entières  en  x  les  fonctions  -r—^y 

-y—  et  l.  Fixer  les  cercles  de  convergence. 
dx 
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4"  Étudier  les  diverses  significations  de  la  fonction 
z — v/i-t-22  quand  le  point  z  décrit,  dans  le  plan  des  z, 
des  chemins  allant  du  point  z  =  o  à  un  point  désigné  a 
n'annulant  pas  le  radical. 

■  f>  ■ 

SOLUTION. 

l  —  X  log  (a?  -+-  ^ l-Jn  x^)  —  y/i  -I-  ^'2  -h  1  , 
rfJ  _    r""      dz       _  d\_ 

dx      J^      \l\-^  z'^        ^^' 

<i'où  son  développement. 

Par  intégration,  on  a  ceux  de  -7^  et  de  I. 

(Novembre  191 2.) 

Epreuve  théorique.  —  Détailler  V étude  suivante  : 
1°  L'intégrale  réelle 


f 


dx 


X 


a  une  valeur  Jinie  si p  est  compris  entre  zéro  et  Vanité; 

1°  On  forme  un  contour  simple  fermé  au  moyen  de 
deux  circonférences  C  et  G'  décrites  de  l'origine  comme 
centre  avec  des  rayons  R  et  R'  et  deux  droites  infiniment 
voisines  de  l'axe  des  x  et  de  part  et  d'autre  de  la  partie 
positive  de  cet  axe,  ces  droites  étant  les  deux  bords  d'une 
coupure  établie  entre  les  deux  circonférences.  La  vaidable  z 
ayant  un  argument  constamment  compris  entre  o  et  itz 
calculer  V intégrale 

zP-^ 


I 


dz 


prise  le  long  du  contour  fermé.  On  montrera  d'abord  que 
cette  intégrale  est  infiniment  petite  soit  sur  le  cercle 
intérieur  G  d'un  rayon  R  infiniment  petit,  soit  sur  le 
cercle  extérieur  C  d'un  rayon  R'  infiniment  grand.  On 
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arrivera  ensuite  à  la  relation 


Cl 


d.v 


X  sin/^Ti 


3°  Les  intégrales  eulériennes 

^{p,q)^  f    tP-Hi  —  ty-'' dt     et     V{p)=  f    tP~^e-^dt, 

où  p  et  q  sont  positifs^  étant  liées  par  la  relation 

T(p)T{q)  =  T{y-^q)'Q{p,q), 

ce  que  Von  admettra^  établir,  pour  p  entre  zéro  et  l'unité^ 
la  relation 


s\n  px 


Épreuve  pratique.  —  Déterminer  l'ordre  infinitésimal 
de  la  distance  des  droites  polaires  correspondant  à  deux 
points  voisins  pris  sur  une  courbe  gauche. 

Déterminer  l'ordre  infinitésimal  de  la  distance  du 
centre  de  la  sphère  osculatrice  en  un  point  de  la  courbe 
gauche  au  plan  normal  mené  en  un  point  voisin. 

Démontrer  que  l'une  des  distances  est,  en  partie  prin- 
cipale^ double  de  l'autre  et  que  les  deux  distances  ne  sont 
jamais  nulles  identiquement. 

SOLUTION. 

Si  l'on  rapporte  un  élément  de  courbe  C  à  son  trièdre 
mobile  tracé  en  un  point  pris  pour  origine,  les  coordonnées 
d'un  point  de  cet  élément  sont  déterminées  par  les  formules 

€onnues 

_^         S« 

__       S3 
""""  (iKoTo  ~^'    " 
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On  voit  de  suite  que  la  distance  z  au  plan  osculateur  voisin 
est  du  troisième  ordre  avec  S'. 

Un  calcul  très  simple  donne  pour  la  distance  S  de  deux  tan- 
gentes voisines 

12R0  u 

c'est-à-dire  que  la  distance  S  est  aussi  du  troisième  ordre  et 
de  plus  0  est  la  njoitiè  de  z. 

Si  l'ordre  de  0  est  constamment  supérieur  à  3,  il  en  est  de 
même  de  z  et  le  plan  osculateur  étant  constamment  suroscu- 
lateur,  la  courbe  G  est  plane;  c'est  le  théorème  de  Bouquet. 

Soit  G'  le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  à  la 
courbe  G.  Deux  droites  polaires  voisines  de  G  font  entre  elles 
l'angle  de  torsion  di  de  l'ordre  de  l'élément  d'arc  ds.  Mais  ce 
sont  aussi  les  tangentes  de  la  courbe  G'.  Donc  l'angle  de  con- 
tingence d(5'  de  cette  courbe  G'  étant  égal  à  di  est  aussi  de 
l'ordre  de  ds.  Enfin  ds' ,  arc  de  G',  étant  de  l'ordre  de  d^'  est 
de  l'ordre  de  ds  et  l'on  peut  prendre  ds'  au  lieu  de  ds  pour 
infiniment  petit  de  comparaison.  Il  n'y  a  plus  qu'à  appliquer 
les  théorèmes  précédents  en  se  rappelant  que  la  droite  polaire 
de  G  est  la  tangente  à  G'  et  que  le  plan  polaire  de  G  est  le 
plan  osculateur  de  G'. 

La  courbe  G'  ne  peut  être  plane,  car  son  plan  serait  normal 
à  la  courbe  G  et  celle-ci  n'aurait  qu'un  plan  normal,  ce  qui 
est  impossible.  (Juin  igiS.) 


Montpellier. 

EpRKUVE  THÉORIQUE.  —  Intégrer  V équation 

ûT^y- —  2x^yy' —  '2y^-t-  ix^y  -h  Zxy'^  —  ix^  =  o. 

i"  Construire  les  courbes  intégrales  de  cette  équation. 

•2"  Combien  passe-t-il  de  ces  courbes  par  un  point  quel- 
conque ? 

3"  Distinguer^  aux  points  où  passent  deux  intégrales^ 
celles  qui  font  partie  de  V  intégrale  générale,  et  les  autres^ 

4"  Déterminer  le  rôle  des  intégrales 

y  =  X        et        y  =  —  x. 
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Épreuve  pratique.  —  A  e^  B  étante  dans  le  plan  des  xy, 
les  points  de  coordonnées  (i,  o)  e^  (  i,   —  U  calculer  Vin- 


tégrale  curviligne 

"^  {x  ^  y)  dx-\-  {y  —  oc)  dy 

A 


/' 


x^  -h  y^ 


suivant  les  chemins  d'intégration  G  et  G'. 

i"  G  est  le  segment  rectiligne  AB. 

2"  G'  est  la  circonférence  de  centre  0,  de  rayon  i,  par- 
courue dans  le  sens  direct  à  partir  de  A,  une  fois,  et 
augmentée  du  segment  rectiligne  AB. 

Quelle  est  la  valeur  de  l'intégrale  si  le  chemin  d'inté- 
gration est  formé  de  la  circonférence  parcourue  n  fois 
dans  le  sens  direct^  ou  p  fois  dans  le  sens  rétrograde^ 
suivie  du  chemin  rectiligne  AB? 

(Novembre  1911.) 

Epreuve  théorique.  —  On  donne  l'équation  différentielle 

La  résoudre  en  prenant  pour  fonction  inconnue 
X  — y"*-  =  u,  et  pour   nouvelle   variable    indépendante  y' . 

Déterminer  l'intégrale  singulière  et  construire  la 
courbe  qui  la  représente. 

Epreuve  pratique.  —  Résoudre  le  système  d'équations 
différentielles  simultanées 


dx 
"di 

dy 
dt 

dz 

—, X  —       V  -t-  '2  2  =  <). 

dt  *^ 

(Juin  1912.) 

Epreuve  théorique.  —  Intégrer  l'équation  aux  dérivées 


_^  -      2^-2^  =  0, 


—7 a?  H-  2  r  —     2  =  o, 

dt  -^  ' 
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partielles 

qyz  -\- pz{x  —  a)  -^  x^-^  j"^—  ax=  o. 

Indiquer  une  génération  des  surfaces  intégrales  et  de 
la  section  de  ces  dernières  par  le  plan  des  xy. 
Déterminer  celle  qui  contient  l'axe  des  y. 


Épreuve  pratique.  —  Montrer  que  l'intégrale  f      


dz 


0     '^(ï-+-^) 

a  un  sens,  et  la  calculer  en  utilisant  le  théorème  des 
résidus  appliqué  à  un  contour  constitué  par  deux  circon- 
férences concentriques  à  l'origine,  ouvertes  au  voisinage 
de  l'axe  réel  positif  ,  de  rayons  respectivement  infiniment 
grand  et  infiniment  petit,  et  reliées  par  deux  rayons  infi- 
niment voisins  de  cet  axe.  (Novembre  191 '2.) 


Nancy. 

Epreuve  théorique.  —  I.  Énoncer  et  démontrer  le  théo- 
rème de  Cauchy  pour  le  calcul  de  V intégrale  d'une 
fonction  de  variable  complexe  le  long  d'un  contour 
fermé.  Donner  un  exemple. 

H.   On  considère  une  surf  ace  S  définie  par  les  équations 

ic=MCosp,        ^=usinp,         z=:f(u,v). 

1°  Former  la  condition  pour  que  les  sections  de  cette 
surface  par  les  plans  passant  par  Qz  soient  lignes  de 
courbure.  Cette  condition  exprime  que  la  fonction  f{u,  v), 
ou  que  la  surface  z=.f{Uy  p),  vérifie  une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  deuxième  ordre;  soit  E. 

2°  On  peut  toujours  considérer  les  sections  de  la  surface 
par  les  plans  passant  par  Oz,  ou  la  fonction  f(u,  p), 
comme  définissant  les  solutions  d'une  équation  différen- 
tielle ordinaire  du  premier  ordre,  soit  F,  u  étant  la 
variable  et  v  la  constante  d'intégration. 

Déterminer  les  solutions  de  V équation  E  pour  lesquelles 
V  équation  F  est  une  équation  de  Riccati.  Comment  peut-on 


I 
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engendrer  les  surfaces  S  correspondantes  ?  Trouver  la 
deuxième  famille  de  lignes  de  courbure  et  montrer  que 
les  lignes  de  cette  famille  sont  égales  lorsque  la  surface  S 
est  un  hélicoïde. 

3°  On  peut  définir,  d'après  la  deuxième  partie.,  des 
fonctions  f{u,  p),  dépendant  d'un  paramètre,  solutions  de 
l'équation  E.  L'enveloppe  de  ces  fonctions,  ou  des  sur- 
faces z  =f(^u^  v),  est-elle  une  solution  de  l'équation  E? 

(Juin  1911.) 

Epreuve  théorique.  —  On  considère  les  courbes  G  dont 
les  coordonnées^  exprimées  à  l'aide  d'un  paramètre  w, 
sont  données  par  les  équations 

x^xo  e^'",        y  =  y^.e^'",         z  ==  Zq  eï'", 

a,  j5,  Y  étant  des  nombres  donnés. 

Lorsque  le  point  M  (xy,  y^^  Zq)  décrit  une  courbe  direc- 
trice D,  la  courbe  G  engendre  une  surface  S. 

1°  Démontrer  que  si  la  ligne  D  est  ligne  asymptotique 
de  S  on  obtient  sans  signe  d'intégration  la  famille 
d'asymptotiques  contenant  D. 

2"  Comment  doivent  être  choisis  a,  p,  7  pour  que  les 
courbes  C  soient  planes.  Montrer  que.,  lorsque  les  courbes  G 
sont  planes,  la  recherche  de  toute  directrice  D  asymptotique 
se  ramène  aux  quadratures. 

3°  Dans  le  cas  général^  les  directrices  D  asymptotiques 
peuvent  être  obtenues  à  l'aide  des  solutions  de  trois  équa- 
tions linéaires  et  homogènes  analogues. 

On  prend  en  particulier  une  courbe  D 

^0  =  /(«^);  70=?(t'),  Zq=^{V), 

telle  que  l'on  ait 

/'(o)  =  o,         (p'(o)  =  o,         ^{^'(oj  =  o, 

et  Von  demande  de  rechercher  si  les  lignes  asymptotiques 
de  la  surface  S  de  la  famille  D  ont  une  enveloppe. 
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Quelles  sont  les  particularités  de  cette  enveloppe  relati- 
vement aux  asymptotiques  et  à  la  surface  S? 

Examiner  le  cas  où  a,  ^,  y  deviennent  des  nombres  entiers. 

(Octobre  1911  ) 


Paris. 


Épreuve  théorique.  —  Première  question.  —  Étant  donnée 
une  équation  aux  différentielles  totales  complètement 
intégrable  : 

(i)  ?  dx^Çldy-^Kdz^o, 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  homogènes  des  variables  x, 
y,  js,  du  même  degré  d'homogénéité^  démontrer  que  V ex- 
pression 


V- 


Pa;-4-Qj4-R^ 


est  un  facteur  intégrant  pour  le  premier  membre  de 
l'équation  (i),  à  moins  que  PxH-Qjk-H  R^  ne  soit  nul. 
Dans  ce  dernier  cas  les  surf  aces  intégrales  de  l'équation  (i) 
sont  des  cônes.,  qui  s'obtiennent  par  V intégration  d'une 
équation  différentielle  du  premier  ordre. 

Application,  —  Montrer  que  les  courbes  gauches  repré- 
sentées en  coordonnées  rectangulaires  par  le  système  des 
deux  équations 

x^  -\-  y^-h  z2  =z  a,         xyz'^  =  b, 

où  a  est  une  constante  donnée,  a  et  b  deux  paramètres 
variables.,  sont  les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille 
de  surfaces.,  et  trouver  ces  surfaces. 

Deuxième  question,  —  Démontrer  que  la  fonction 

7(^)=W     [sin(a7  — a)]3/(a)^a, 
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oà  Xq  est  une  constante  donnée^  est  une  intégrale  particu- 
lière d'une  équation  différentielle  linéaire  du  quatrième 
ordre 

d*  Y  d^  V 

^^^^^""'df^  '^'"'lè  -^•••-^«^■>'  =  /(^)^ 

dont  les  coefficients  sont  indépendants  de  la  forme  de  la 
f onction  f{x). 

Trouver  Vintégrale  générale  de  cette  équation. 

Peut-on  étendre  cette  propriété  à  l'expression  plus 
générale 

y(^^=  (^ri  —  i)\J      [sin(^-a)]'^-2/(a)^'^, 
n  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  la  surface  S  lieu  du 
point  dont  les  coordonnées  rectangulaires  x.,  y,  z  sont 
données  par  les  formules 

X  =  3u  -1-3  ui^^  -f-  u^, 
y  =z  "i  V  -h  'iu^v —  p3 
2  =  3w2— 3(^2 

dans  lesquelles  u  et  v  sont  deux  paramètres  variables 
satisfaisant  aux  conditions 

vS,u^i,         o^pSi. 

Calculer  Vaire  de  cette  surface  S,  ainsi  que  le  volume 
de  la  partie  de  l'espace  limitée  par  S,  par  le  cylindre 
projetant  le  contour  de  S  sur  le  plan  Oxz,  et  par  le 
planOxz.  (Juillet  191 1.  ) 


Épreuve  théorique.  —  Première  question.  —  Soient  Oar, 
OjKj  Oz  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  M,  un 
point  d'une  surface  S,  T  le  point  oà  le  plan  tangent  en  M 
rencontre  l'axe  Oz.  On  demande  : 
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T"  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces^  telles  que 

l'on  ait 

0M  =  OT; 

2"  Déterminer  les  surfaces^  qui  passent  par  Vhyperhole 
représentée  par  les  deux  équations 

iJ7  =  i,         iyz  =  \; 

3"  Démontrer  qu'il  existe  une  infinité  de  surfaces  S 
tangentes  à  un  plan  quelconque  P,  et  qu'il  en  existe  une 
qui  est  tangente  au  plan  P  en  tous  les  points  d'une  courbe. 

N.  B.  —  On  remarquera  pour  l'intégration  que  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  des  surfaces  S  se  décompose 
en  deux  équations  linéaires  en  p  et  q. 

Deuxième  question.  —  Trouver  l'expression  générale  des 
fonctions  analytiques 

f{z)  =  P{x,y)-^iQ(x,y) 

de  la  variable  complexe  z  =■  x  -\-  iy^  telles  que  la  partie 
réelle  Y*{x,  y)  est  le  produit  d'une  fonction  \  de  x  par 
une  fonction  Y  de  y. 

On  demande  de  choisir  les  constantes  dont  dépend  cette 
fonction  f{z)  de  façon  que  les  racines  de  l'équation  f{z)  =  i 
soient  les  nombres  de  la  forme  nizi,  où  n  est  un  nombre 
entier,  chacune  d'elles  étant  une  racine  double. 


ÉpRKUVE   PRATIQUE.  —  Calculer  l'intégrale  double 
I   jp  y/4  —  p2  dp  dQ 

étendue  à  l'aire  intérieure  à  l'ellipse 

_      4  sinO 
°  "~  I  -f-  sin2  6 
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Nota.  —  Après  avoir  effectué   V intégration   en   c?p,    on 
pourra  utiliser  la  méthode  des  résidus. 

(Octobre  191 1 .) 


Éprruve  théorique.  —  Première  question.  —  Soient  Ox^ 
O^,  Oz  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  M  un 
point  d'une  surface  S,  N  le  point  d'intersection  de  la  nor- 
male en  M  avec  le  plan  xOy.  On  demande  de  déterminer 
les  surfaces  S  telles  que  la  longueur  Ml\  soit  égale  à  la 
distance  du  point  N  à  Vaxe  Oy. 


Trouver  les  surfaces  de  cettt   espèce  qui  passent  par  le 
cercle  représenté  par  les  deux  équations 


z  =  <), 


x^  -^  y- —  IX  =  o. 


Démontrer  que  les  caractéristiques  sont  des  lignes  de 
courbure  des  surfaces  S  et  que  la  seconde  famille  de 
lignes  de  courbure  est  formée  de  courbes  planes  dont  le 
plan  passe  par  l'axe  Oy. 

N.  B.  —  Pour  intégrer  V équation  aux  dérivées  partielles 
des  surfaces  S,  on  pourra  commencer  par  démontrer  que 
les  caractéristiques  sont  des  courbes  planes,  dont  les  plans 
sont  parallèles  à  l'axe  Oz. 


Deuxième  question.  —  Soit  [x{x,  y)  un  facteur  intégrant 
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pour  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 
(i)  dy—f{x,y)dx=o. 

Démontrer  que  la  fonction 

dlofiru.         I    du. 

v{x,y)=^  — -^i:  =  -  f- 
•^  ày  \i.  ày 

satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dv  .dv  ôf        â^f 

^    ^  âx       "^  ây  ây        ày^ 

et  qu'inversement  de  toute  intégrale  de  l'équation  (2)  on 
peut  déduire  un  facteur  intégrant  pour  l'équation  (i). 

Trouver  la  forme  que  doit  avoir  la  fonction  f{x,  y) 
pour  que  V équation  {'i)  admette  une  intégrale  particulière 
p  =  X,  ne  dépendant  que  de  la  variable  x.  En  déduire 
l'intégrale  générale  de  l'équation  correspondante  (i). 

Epreuve  pratique.  —  G  étant  une  circonférence  donnée^ 
on  désigne  par  A  et  A'  les  points  de  contact  des  tangentes 
à  G  issues  d'un  point  extérieur  M. 

Démontrer  que  l'intégrale  double 


I  = 


sinAMA'      , 
dm. 


AM 

dans  laquelle  dm  désigne  Vêlement  d'aire  décrit  par  m^ 
a  une  valeur  finie  quand  on  V étend  à  un  domaine  D 
extérieur  à  G,  que  D  s'étende  ou  non  à  l'infini,  qu'il 
atteigne  ou  non  le  contour  G. 

Calculer  I  quand  on  prend  pour  domaine  D  successive- 
ment chacune  des  cinq  régions  en  lesquelles  deux  tan- 
gentes à  G  faisant  entre  elles  un  angle  donné  a  divisent 

la  partie  du  plan  extérieure  à  G. 

(Juillet  1912.) 
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CARLO  BOIIIILET. 


Carlo  Bourlet,  né  à  Strasbourg  le  26  avril  1866,  se 
signala  de  bonne  heure  par  ses  aptitudes  scientifiques. 
En  i885,  il  était  reçu  second  à  l'École  Normale  supé- 
rieure et  premier  à  l'Ecole  Polytechnique,  où  sa  note 
moyenne  dépassait,  croyons-nous,  toutes  celles  qu'on 
avait  recensées  depuis  le  premier  concours.  Par  goût 
pour  l'enseignement,  il  opta  pour  l'Ecole  Normale.  11 
en  sortait,  trois  ans  plus  tard,  premier  agrégé  des 
sciences  mathématiques.  Enfin,  en  1891,  il  obtenait, 
avec  toutes  boules  blanches,  le  titre  de  docteur  es 
sciences  par  une  thèse  remarquable  sur  les  équations 
aux  dérivées  partielles  simultanées  qui  contiennent 
plusieurs  fonctions  inconnues.  Par  ce  beau  travail 
il  établissait,  dans  les  conditions  les  plus  générales, 
l'existence  des  intégrales  des  systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles.  Gauchy,  Sonia  Rowalewski  et 
d'autres  géomèlres  n'avaient,  avant  lui,  traité  que  des 
cas  particuliers  du  problème. 

Jusque  vers  1900,  Bourlet  continua  à  publier  des 
travaux  de  mathématiques  pures.  Les  plus  importants 
concernent  les  transmutations.,  c'est-à-dire  les  opé- 
rations qui  font  correspondre  une  fonction  à  une 
autre.  Le  sujet  touche  de  près  à  la  théorie  des  fonc- 
tions de  lignes  et  à  celle  des  équations  intégrales,  et 
les  auteurs  qui  s'occupent  de  ces  doctrines  récentes 
mentionnent  avec  éloges  les  résultats  importants  obte- 
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(  434  ) 

nus  par  Bourlet  il  ja  une  viugtaiiie  d'années  (').  Nul 
cloute  que,  s'il  eût  persévéré  clans  la  voie  des  recherches 
analj'liques,  son  nom  ne  fui  attaché,  d'une  façon  encore 
plus  intime,  à  l'une  des  plus  belles  conquêtes  de  la 
science  contemporaine. 

Mais,  de  bonne  heure,  les  mathématiques  appliquées 
l'avaient  attiré.  Une  fois  qu'il  eut  établi  son  aptitude  à 
poursuivre  des  études  abstraites,  il  suivit  son  goût  et 
tourna  ses  efforts  vers  la  Mécanique.  C'était  l'époque 
où  les  progrès  rapides  de  la  bicyclette  provoquaient 
l'enthousiasme  général.  Bourlet  fut  un  fervent  cy- 
cliste, comme  presque  tous  les  jeunes  hommes  de  ce 
temps,  mais  son  ardeur  ne  fut  pas  seulement  sportive. 
Il  reconnut  dans  le  nouvel  instrument  l'origine  d'une 
foule  de  problèmes  aussi  intéressants  en  eux-mêmes 
que  par  leurs  conséquences  pratiques.  Ces  problèmes 
étaient  nouveaux  pour  la  plupart,  et  Bourlet  connut  la 
joie  des  chercheurs  qui  s'engagent  dans  une  voie  inex- 
plorée. Il  utilisa  le  calcul  et  l'expérience.  Il  étudia  les 
principes  de  l'équilibre  dynamique  de  la  bicyclette, 
l'influence  des  résistances  diverses  cju'elle  éprouve  au 
cours  de  son  mouvement,  le  rendement  de  ses  trans- 
missions, etc.  Les  résultats  de  ses  recherches,  publi<''s 
d'abord  dans  des  revues  techniques,  furent  partielle- 
ment condensés  en  trois  volumes,  parus  de  1894  à  1899. 
Deux  d'entre  eux  fornient  le  Nouveau  Traité  des 
bicycles  et  bicyclettes^  qui  fait  partie  de  V Encyclo- 
pédie des  Aide-Mémoire  et  que  l'Académie  des 
Sciences  couronna  en  1899  du  prix  Fourneyron.  Le 
troisième,  intitulé  La  Bicyclette^  sa  consti  action  et  sa 


(')  Voir  par  exemple  l'aiticle  de  M.  Maximilien  Winter  :  Les 
principes  du  calcul  fonctionnel.  (  Bévue  de  Métaphysique  et  de 
Morale^  imWcl  igiS.) 
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forme^  paraît  consliluer  encore  aujourd'hui  l'Ouvrage 
le  plus  complet  que  l'on  ait  consacré  à  la  description 
des  divers  organes  de  la  bicyclette  et  à  l'étude  critique 
des  systèmes  imaginés  par  les  constructeurs. 

Un  des  problèmes  les  plus  importants  résolus  par 
Bourlet  concerne  la  construction  rationnelle  des  pistes 
de  vélodromes,  dont  les  virages  étaient,  jusqu'à  lui, 
établis  d'une  manière  défectueuse.  11  utilisa  ingénieu- 
sement à  cet  etlet  la  courbe  de  Cornu^  qu'on  appelle 
aussi  clothoïde.  Les  principes  et  les  formules  qu'il  a 
fait  connaître  ont  été  depuis  universellement  appli- 
qués. 

Le  rôle  que  Bourlet  a  joué  dans  le  développement  de 
la  bicyclette  ne  s'est  pas  borné  là.  Le  travail  de  cabinet 
et  les  expériences  de  laboratoire  ne  suffisaient  à  satis- 
faire, ni  son  besoin  d'action,  ni  son  goût  de  la  réalité. 
C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'avec  l'aide  du  Touring- 
Club  de  France,  il  organisa  ces  concours  de  freins  qui 
mirent  en  évidence,  après  bien  des  discussions,  la  supé- 
riorité de  la  roue  libre  et  du  frein  sur  jante. 

A  son  mérite  exceptionnel  Bourlet  avait  dû  le  lare 
privilège  d'être  attaché,  dès  sa  sortie  de  l'Ecole  Nor- 
male, à  un  lycée  de  Paris.  Il  enseigna  successivement 
au  Lycée  Henri-IV  (1891-1897),  au  Lycée  Saint-Louis 
(189^-1906),  où  il  occupait  une  chaire  de  mathéma- 
tiques spéciales.  Il  fut  aussi  chargé  à  la  Sorbonne,  à 
titre  de  supphiant,  du  cours  d'Eléments  d'Analyse  et  de 
Mécanique  (1  899-1900),  membre  du  jury  d'agrégation 
(1900-1903),  professeur  à  l'Ecole  des  Beaux- Arts  du 
cours  de  Mathématiques  et  Stalicjue  graphique  (depuis 
1896).  Mais,  de  même  qu'il  avait  fait  de  la  Mécanique 
a[)pliquée  l'objet  à  peu  piès  exclusif  de  ses  études,  il 
rêvait  de  l'enseigner.  Ce  rêve  fut  enfin  réalisé  par  sa 
nomination    au    Conservatoire    national     des    Arts     et 
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Métiers,  où  il  succéda,  en  1906,  à  Eugène  Roiiché.  Il 
j  traitait  de  la  Cinématique,  de  !a  Slalique  graphique 
et  de  la  Dynamique.  Son  cours  obtint  dès  le  premier 
jour  un  succès  éclatant,  et  l'amphithéâlre  eut  bientôt 
peine  à  contenir  les  auditeurs  qui  s'y  pressaient  par 
centaines. 

Bourlet  projetait  de  publier  ses  cours.  Il  n'a  malheu- 
reusement eu  le  temps  de  donner  qu'un  petit  traité  de 
Statique  graphique,  dont  l'originalité  et  la  clarté  par- 
faite font  |3rofondément  regretter  l'absence  de  l'Ou- 
vrage plus  étendu  qu'il  promettait  dans  sa  préface. 

Ses  Livres  d'enseignement  élémentaire  sont  bien 
connus  el  leurs  nombreuses  éditions  attestent  la  faveur 
qu'ils  ont  reçue  du  public. 

Il  collaborait  à  la  direction  des  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques  depuis  1908. 

Enfin,  dans  ce  résumé  trop  rapide  de  la  carrière  de 
Bourlet,  comment  omettre  de  parler  de  son  dévouement 
passionné  et  désintéressé  à  la  cause  de  la  langue  inter- 
nationale Espéranto,  à  laquelle,  pendant  plus  de  10  ans, 
il  a  peut-être  donné  le  meilleur  de  lui-même?  L'exis- 
lence  de  la  langue  créée  par  le  D'  Zamenhof  lui  fut 
révélée  veis  1900  par  Téminent  mathématicien  Charles 
Méray.  Du  premier  coup,  Bourlet  mesura  la  portée 
scientifi(jue  et  sociale  de  cette  invention  et  résolut  de 
consacrer  toutes  ses  forces  à  la  répandre.  L'Espéranto 
ne  comptait  encore  que  de  rares  adeptes.  Avec  une 
ardeur  inlassable,  Bourlet  parcourut  la  France  pour  y 
faire  des  conférences  de  propagande,  soulevant  partout 
l'enthousiasme  par  son  éloquence  à  la  fois  enflammée 
et  précise,  fonda  dans  toutes  les  villes  où  il  passait  des 
sociétés  et  des  groupes,  organisa  des  congrès  et  donna 
à  l'Espéranto  une  impulsion  qui  ne  s'est  pas  ralentie. 
Dans  cette  longue  campagne,  Bourlet  mit  en  lumière 
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une  nouvelle  faculté  maîtresse,  celle  de  conducteur 
d'homrues,  et  il  Texerçait  avec  la  même  aisance  qu'il 
avait  autrefois  poursuivi  les  recherches  analytiques  les 
plus  abstraites. 

Il  eut  une  fin  tragique  :  se  trouvant  en  villégiature 
sur  les  bords  du  lac  d'Annecy,  il  avala  un  fragment  de 
cartilage  de  poisson,  qui  lui  blessa  l'œsophage  et 
détermina  un  abcès  dont  il  mourut  après  douze  jours 
des  plus  cruelles  soufïrances,  le  12  août  iQiS,  entre  les 
bras  de  ceux  qu'il  chérissail. 

Son  intelligence  était  vive,  vaste  et  complète.  Les 
aptitudes  spéculatives  et  le  sens  des  nécessités  pra- 
tiques y  vivaient  en  parfait  équilibre.  Avec  une  promp- 
titude véritablement  merveilleuse,  il  savait  irouver  le 
point  de  vue  d'où  il  convient  d'examiner  loute  ques- 
tion nouvelle.  Aussi  sa  perte  est-elle  déplorée  dans  tous 
les  milieux  où  s'est  exercée  son  activité.  Il  laisse  aussi 
un  grand  vide  parmi  ses  proches  et  ses  amis  :  car 
Ëourlet  vécut  entouré  de  ces  profondes  et  fidèles  affec- 
tions qui  ne  vont  qu'aux  natures  généreuses.  Tous  ceux 
qui  l'ont  approché  ont  reçu  des  marques  de  son  dévoue- 
ment. Cet  liomme  qui  ne  connaissait  presque  pas  le 
loisir  sut  toujours  arracher  au  travaille  temps  de  rendre 
un  service. 

On  peut  dire  sans  paradoxe  qu'avec  des  dons  moins 
variés,  Bourlet  aurait  occupé  une  place  encore  plus 
haute  dans  la  Science.  La  valeur  de  ses  premiers  tra- 
vaux ne  permet  pas  d'en  douter.  Mais  il  ne  put  suppor- 
ter de  vivre  dans  la  tour  d'ivoire,  et,  bien  que  fort 
apte  au  recueillement  fécond,  il  voulut  agir.  C'est  pour- 
quoi son  œuvre  se  trouve  autant  dans  ses  actes  d'orga- 
nisateur et  de  propagandiste  que  dans  ses  travaux 
imprimés.  Il  y  aura  moins  de  «  théorèmes  de  Bourlet» 
que  ne  le  faisaient  espérer  ses  brillants  débuts.  Aux  yeux 
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de  ceux  qui  ont  subi  sa  puissante  influence  et  qui  con- 
servent de  lui  le  plus  vivant  souvenir,  cela  ne  diminue 
pas  la  beauté  et  l'utilité  de  sa  courte  existence. 

Raoul  Bricaud. 


[0^2p] 

SllR  LES  ROILETTES  CIRCULAIRES; 

Par   m.  F.  GOMES  TEIXEIRA. 


1.  Le  problème  qui  a  pour  objet  de  déterminer  la 
courbe  sur  laquelle  doit  rouler  une  autre  courbe  donnée 
pour  qu'un  point  du  plan  de  la  seconde  courbe  décrive 
une  droite  a  été  résolu  complètement  par  M.  Haton  de 
la  Goupillière  dans  le  Mémoire  remarquable  qu'il  a 
consacré  à  la  théorie  des  roulettes.  Mais  je  crois  qu'on 
n'a  pas  encore  considéré  ce  problème  analogue  : 

Déterminer  la  courbe  C2  sui'  laquelle  doit  rouler 
une  autre  G,  pour  que  la  roulette  décrite  par  un 
point  du  plan  de  celle-ci  soit  une  circonférence. 

Je  vais  donc  m'occuper  de  cette  question. 

Rapporlons  la  courbe  roulante  à  un  système  de  coor- 
données (9,  p)  polaires  ayant  pour  pôle  le  point  décri- 
vant M  et  la  courbe  fixe  ainsi  que  la  roulette  à  un  autre 
système  de  coordonnées  polaires  (p,^  9i)  ayant  pour 
pôle  le  centre  du  cercle  donné. 

E^n  appliquant  le  théorème  de  Descartes  sur  les  nor- 
males aux  roulettes,  on  trouve  évidemment 
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a  désignant  lé  rajon  du  cercle  et  p  et  p,  les  distances 
respectives  du  point  décrivant  M  et  du  centre  du  cercle 
au  point  de  contact  IN  de  C,  et  C2  On  a  aussi,  par  Ja 
condition  de  roulement, 

et  [)ar  conséquent 

(pi— a)2^02=  pf  d^\. 

Donc,  en  supposant  que  l'équation  de  la  courbe  rou- 
lante est 

(■)  .  e  =  /(p), 

on  voit  que  la  courbe  fixe  doit  vérifier  l'équation  diflé- 
rentielle 

(2)  d^,=  ei^li^y'(p,_a)^p,. 

Pi 

Réciproquement,  la  courbe  (i)  peut  rouler  sur  une 
courbe  définie  par  l'équation  (2)  de  manière  que  le 
pôle  de  la  première  décrive  une  circonférence. 

Nous  avons,  en  effet,  par  la  condition  de  roulement, 
la  relation 

«^p-+pV(p)<^'=4ï  +  (pi-«)V(pi-  «)4ï' 

à  laquelle  on  satisfait  évidemment  en  faisant  0  =  0,  —  (t . 
On  a  aussi,  à  cause  du  théorème  de  Descartes, 

(3)  (X-a7)2-+-(Y-J^)2=(p,-«)2, 

i\  —  x)dx-^{\  —  y)dy  ^i^, 

X,  Y  étant  les  coordonnées  cartésiennes  du  point 
décrivant  et  x^y  celles  du  point  de  contact  des  courbes 
(^,  et  Go,  rapportées  au  centre  du  cercle,  comme  ori- 
gine; et,    en  diderenliant  la  première  équation  et  en 
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leQanl  compte  de  la  deuxième,  on  trouve 

(4)  {\-x)dx-\-{\—y)dy=—{^,-a)dp,. 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  les  valeurs  de 
X  et  Y,  c|iii  vérifient  cette  équation  et  l'équation  (3), 
vérifient  aussi  celle-ci  : 

X2+  Y2=   «2. 

Pour  cela,  remarquons  que,  en  vertu  de  cette  équa- 
tion, l'équation  (3)  devient 

(5)  xX-^y\  =  api, 

et    que,    en    posant  x  =  piC0s9i,    jK=pisinQ,    et    en 
tenant  compte  de  (2),  ou  a 

dx  =  [cos6i —  (pi —  a)/' (pi  —  a)  sin6i]  dpi^ 
dy  =  [sin6i  +  (pi  —  a)/'(pi—  a)cos6i]  <ip,, 

et  par  conséquent 

X  dx  -h  y  dy  =  p  1  ^p  1 , 
X  dy  — y  dx  =  pi  (  pi  —  <^)/'(pi  —  <^)  ^?i- 

Les  équations  (4)  et  (5)  donnent  donc 

X  =  ^p\  4r  —y  [(^ d^ -^ .y  ^r)  —  ( 9i  —  ^')  dp , ]  ^  ^  ^^^^ 

X  dy  —  y  dx 

X  \x  dy  H-  y  dx  —  (  p  1  —  a)  dp  A  —  a  p  1  dx  .    . 

Y=  — -r-^ -r — • — ■ =:asin6i. 

X  dy  —  y  dx 

Or  ces  valeurs  de  X  et  Y  vérifient  l'équation 

X2+ Y2  =  a-^ 

et  le  théorème  est  démontré. 

2.  Pour  faire  une  première  application  de  cette  doc- 
trine, nous  allons  considérer  le  cas  où  la  ligne  roulante 
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se  réduit  à  une  droite  représentée  par  l'équation 

_  JL- 

cosô 

L'équation  (2)  donne  alors 

J  Pi^iPi-ay—h' 

résultat  identique  à  celui  qui  a  été  obtenu  par  M.  Ro- 
nigs  dans  ses  Leçons  de  Cinématique  (1H97,  p-  170)- 
Nous  ajouterons  que  cette  équation  est  identique  à 
celle  que  nous  avons  obtenue  en  complétant  la  solution 
d'un  problème  de  Descartes  dans  le  Tome  II,  page  243, 
de  notre  Traité  des  courbes  spéciales. 

3.  Considérons  encore  le  cas  où  la  courbe  roulante 
est  une  circonférence  et  le  point  décrivant  un  point  de 
cette  circonférence. 

L'équation  polaire  de  cette  ligne  rapportée  à  un  de 
ses  points,  comme  pôle,  est 

p  =  ^  COS0, 

et,  par  conséquent,  en  appliquant  la  formule  (2),  on 
voit  que  l'équation  de  la  base  de  la  roulette  est 


'1  — 


(pi—  a)  6?pi 


/       i  P 1  —  <-<  ;  <^p  1 
J  p,v//i2—  (pi  — a)-^ 


La  classe  de  courbes  délinie  [)ar  cette  équation  est 
identique  à  une  classe  de  courbes  rencontrée  parEuler 
dans  ses  recherches  sur  les  lignes  rectifîables  par  des 
arcs  de  cercle  dans  le  Tome  XI  des  Mémoires  de 
V Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg  (^volr 
notre  Traité  de  courbes  spéciales.^  t.  II,  p.   292). 


(  ^'^  ) 


[M'5b] 

SUR  LES  ELLIPSKS  TUITA^GENTES        '^ 
A  L'HYPOCYCLOIDE  A  TROIS  REBROl]SSEME\TS; 

Par  m.  R.  GOORiVlAGFITIGH. 


M.  J.  Lemaire  a  étudié  (^Nouvelles  Annales^  '9*^7 
p.  126)  les  ellipses  Iritangentes  à  une  hypocycloïde  à 
trois  rebroussements.  Les  développements  suivants 
conduiront  à  d'autres  propriétés  des  mêmes  coniques. 

1.  Considérons,  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC,  un 
point  P  autour  duquel  pivote  une  droite  m.  Cette  droite 
rencontre  le  cercle  circonscrit  au  triangle  en  deux 
points  dont  les  droites  de  Simson  se  coupent  en  un 
point  M,  orihopôle  de  m.  Le  point  M  décrit  une  co- 
nique Û  (^  ). 

En  plaçant  la  droite  m  per[)endiculairement  et  paral- 
lèlement aux  côtés  du  triangle  ABC,  on  verra  aisément 
que  la  conique  Q  passe  par  les  projections  de  P  sur  les 
côtés  du  triangle  et  que  le  centre  y  de  cette  conique 
est  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  i'orthocentre  H  du 
triangle  au  point  P. 

Nous  allons  montrer  que  la  conique  0  est  tritan- 
gente  à  V hypocycloïde  de  Steiner  du  triangle  ABC. 

Soient,  en  effet,  R,,  R2,  R3  les  points  de  rebrousse- 
ments de  cette  hypocycloïde  H3.  Prenons  sur  l'arc  R2K3 
un  point  JN,  ;  la  tangente  à  H3  en  ce  point  est  la  droite 
de  Simson,   [)ar  rapport  au  triangle  ABC,  d'un  point  D 

(')    Voir^    par  exemple,    .1.  INeuberg,    Bulletin   de    l'Académie 
royale  de  Belgique,  juillet-août  1910. 
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du  cercle  ARC.   La  tangente  adjointe  est  la  droite  de 
Simson  d'un  point  E. 

Prenons  de  même  sur  l'arc  Rj  R3  un  point  No;  la 
tangente  à  H3  en  ce  point  et  la  tangente  adjointe  sont 
les  droites  de  Simson  des  points  F  et  K.  Soit  P  le  point 
d'intersection  des  cordes  DE,  FK  ;  les  points  N|  et  N2 
sont  des  points  de  la  conique  0  relative  au  point  P. 
Dès  lors,  si  l'on  considère,  de  part  et  d'autre  de  DE, 
une  corde  voisine,  on  voit  {fig-  i)  qne  les  points  de  la 

Fia.   .. 


conique  H  corre«îpondant  à  ces  cordes  sont  nécessaire- 
ment situés  du  même  côté  de  l'arc  K2R3-  Les  points 
N,,  N2  sont  donc  des  points  de  contact  de  l'hypo(  v- 
cloïde  avec  Q;  [)ar  suite,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 
la  conique  Q,  est  tangente  à  H3  en  un  troisième  poinl. 


2.  Ceci  pos('',  considérons  une  H:{  et  la  série  de  ses 
triangles  T  qui  admettent  II3  comme  hjpocycloïde  de 
Steiner. 

Une  ellipse,  de  centre  donné  y,  tritangentc  à  H3, 
touclie  lï;,  en  IN,,  JN2,  N3;  on  sait  (jue  les  normales  en 
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ces  points  sonl  concourantes.  Les  propriétés  qui  pré- 
cèdent permettent  de  généraliser  ce  théorème.  Soit,  en 
effet,  un  triangle  T  quelconque;  le  symétrique  de  son 
orthocentre  H  par  rapport  à  y  est  tel  que  ses  projections 
sur  les  côtés  du  triangle  T  appartiennent  à  Q;  d'où  le 
théorème  : 

Une  ellipse  tritangente  coupe  les  côtés  dhin 
triangle  T  quelconque  en  six  points  dont  trois  sont 
tels  que  les  perpendiculaires  élevées  en  ces  points  sur 
les  côtés  du  triangle  T  concourent  en  un  même 
point. 

Ce  point  de  rencontre  est  le  symétrique  de  l'ortho- 
centre  du  triangle  T  par  rapport  au  centre  de  la  conique 
Iritangente. 

On  sait  que  le  triangle  formé  par  les  tangentes  à  H3 
en  J\,,  No,  N;t  est  un  triangle  T;  on  voit  donc  que  les 
normales  à  H3  en  ces  points  sont  concourantes. 

3.  Supposons   maintenant    que    le    centre   y   d'une 

Fig.  2. 


ellipse  tritangente  à  une  H3  se  déplace  sur  une  droite  d 
{fig.  2).  Considérons  la  tangente  d'  à  H3  parallèle  à  d^ 
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el  la  langente  s  perpendiculaire  à  d.  Il  existe  une  infî- 
nilé  de  triangles  T  dont  d'  est  une  hauteur;  tous  ces 
triangles  ont  un  côté  commun  s.  Le  symétrique  de 
l'orthocenlre  du  triangle  ï  par  rapport  à  y  décrit  une 
parallèle  à  d.  Par  conséquent,  la  projection  de  ce  point 
sur  le  côté  s  des  triangles  T  considérés  est  un  point 
fixe. 

On  arrive  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Lorsque  le  centre  dhine  ellipse  tritangente  à  une 
H3  décrit  une  droite^  cette  ellipse  passe  par  un  point 
fixe. 

Ce  point  fixe  appartient  à  la  tangente  à  l'hjpocy- 
cloide  perpendiculaire  à  la  droite  considérée. 

4.  Les  propriétés  énoncées  au  paragraphe  1  con- 
duisent encore  à  une  construction  simple  des  ellipses 
tritangentes  à  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

Reprenons  la  définition  fondamentale  de  l'hvpocy- 
cloïde  :  soient  (//i,'.  2),  sur  un  cercle  fixe  (O,  un  point 
fixe  A  et  deux  points  mobiles  B  et  C  tels  cpie 

a  rc  A  G  =  i  a  rc  AB , 

Si  l'on  ol)serve  que  C  est  la  projection  sur  BC  de  l'or- 
ihocentre  de  l'un  quelconque  des  triangles  T  dont  un 
des  côtés  coïncide,  en  alignement,  avec  BC,  on  |)eut 
dire  que  V ellipse  de  centre  donné  ^  tritangente  à  H^ 
est  le  lieu  du  symétrique  de  G  par  rapport  à  la  pro- 
jection de  V  sur  BC. 

Cette  propriété  permet  de  tracer,  en  môme  temps, 
une  hypocycloïde  n  trois  rebroussements  et  l'ellipse  de 
centre  donné  qui  lui  est  tritangente. 
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[K»12ba] 


suit  LE  PROBLÈME  D'APOLLONIUS; 

Par   m.  R.  BOUVAIST, 

Enseigne  de  vaisseau. 


Laguerre  a  déduit  une  solution  du  problème  d'Apol- 
lonius [Mener  un  cercle  tangent  à  trois  cercles  don- 
nés) de  la  proposition  suivante  :  SI  trois  cycles  sont 
tels  que  leur  axe  de  similitude  ne  coupe  aucun  d'eux, 
on  peut ^  au  moyen  d^ine  transformation  par  semi- 
droites  réciproques^  les  transformer  en  trois  points. 
De  cette  proposition  on  peut  rapprocher  celle-ci  : 
Etant  donnés  trois  cercles.,  on  peut^  au  moyen  d^ une 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciprocjues.,  les 
transformer  en  trois  cercles  égaux.  Je  me  propose  de 
montrer  que  cette  dernière  proposition  peut,  elle  aussi, 
conduire  à  une  solution  du  problème  d'Appollonius. 

i"  Détermination  des  pôles  d'inversion  peiimettaint 

DE  transformer  TROIS  CERCLES  DONNÉS  EN  TROIS    CERCLES 

ÉGAUX.  —  On  sait  que,  pour  que  les  inverses  de  deux 
cercles  donnés  par  rapport  à  un  point  P  soient  égaux, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  puissances  du  point  P  par  rap- 
port à  chacun  de  ces  cercles  soient  respectivement  pro- 
portionnelles au  rayon  de  ces  cercles.  Comme,  d'aulre 
part,  le  lieu  des  points,  tels  que  leurs  puissances  par 
rapport  à  deux  cercles  donnés  soient  dans  un  rapport 
donné,  se  compose  de  deux  cercles  ayant  pour  centres 
les  points  partageant  la  ligne  des  centres  des  deux 
cercles  dans  le  rapport  donné  et  passant  par  l'intersec- 
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lion  des  cercles  considérés,  nous  sommes  conduits  au 
résultai  suivant  : 

Étant  donnéa  trois  cercles  C|,   C2,   C3  de  rayons 

R, ,  R2,  R3,  les  pôles  d'inversion  par  rapport  auxquels 

C,,  Ca,  C3  se  transforment  en  trois  cercles  égaux, 

sont  les  quatre  couples  de  points  intersections  des 

cercles 

Cl      G2     C3 

Fi    ~    r",    -    Kl' 

Cl  I  (^2  Li  3 

—  Ri  R2  R3 

vj  1  '  J  2  v-j  3 

ïï;  ""   rI  ""  -  R3' 

ou  encore,  en  désignant  par  8,0,  S23,  831,  S,o,  8^^, 
S3,    les   centres    de    similitude    des    trois    cercles    Gj, 

Les  cercles  ayant  pour  centre  trois  des  centres  de 
similitude  situés  sur  un  même  axe  de  similitude^  8,27 
^23  7  S31  par  exemple^  en  passant  respectivement  par 
lUntersection  des  cercles  d^Çi.y-)  C2C3,C3G(  se  coupent 
en  deux  points  cjui  sont  tels  qu'en  les  prenant  pour 
pôles  d'inversion^  les  inverses  des  cercles  G,,  G2,  G3 
sont  égaux. 

2"  GoNDITlOJV  DE  RÉALITÉ  DES  POLES  PERMETTANT  DE 
TKANSFORMF.R     TROIS     CERCLES    DONNÉS    EN    TROIS    CERCLES 

ÉG\ux.  —  8oient,  par  exemple,  P|  et  P2  les  deux  pôles 
situés  sur  une  perpendiculaire  à  l'axe  de  similitude  812, 
S23,  Sa,,  et  soit  H  le  centre  radical  des  cercles  G,,  G2, 
G3  ;  les  points  l*,  et  P2  sont  déterminés  par  l'intersec- 
tion des  cercles 

Ci-HXG3=r2,        G,-f-AC2=r,; 
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le  point  R  a  même  puissance  d'une  part  par  rapport 
aux  cercles  G,,  C^,  Fs,  d'autre  part  par  rapport  aux 
cercles  G,,  G3,  F,  ;  la  droite  P,  P2  passe  donc  par  R, 
donc  : 

Les  pôles  permettant  de  transforme?-  trois  cercles 
G,,  G2,  G3  en  trois  cercles  égaux  forment  quatre 
couples  situés  sur  les  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  radical  de  Gi,  Go,  G3  sur  les  axes  de  simili- 
tude de  ces  cercles. 

Nous  avons  de  plus 

RPi  X  RP2=A:2 

(A-^  étant  le  rayon  du  cercle  orthotomique  de  G|,  G2, 
Gs),  ou,  en  désignant  par  1  l'intersection  de  P,  P2  avec 

Ol  2  ^23  ^4  3? 

RP,X   RP2=Fl^  —  ÏP,  =  A2, 

2 

les  points  do  P<  et  P^  seront  donc  réels  si  RI  >>  A-, 
c'est-à-dire  si  l'axe  de  similitude  S<2!523S«3  ne  coupe 
pas  le  cercle  orthotomique,  donc  : 

Onaura,  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
radical  de  R  <ie  G,,  G2,  G3  sur  V un  des  axes  de 
similitude^  deux  pôles  réels  permettant  de  trans- 
former C^,  G2,  G3  en  trois  cercles  égaux^  si  Vaxe 
considéré  ne  coupe  pas  le  cercle  orthotomique  de  G,, 
Go,  G3. 

Remarque.  —  J'ai  cru  bon  d'insister  sur  la  déter- 
mination des  pôles  permettant  de  transformer  trois 
cercles  donnés  en  trois  cercles  égaux,  car  bien  que 
l'existence  de  ces  pôles  soit  un  fait  bien  connu,  les 
Traités  classiques  ne  les  signalent  pas,  me  semble-t-il, 
avec  toute  la  précision  désirable.  G'estainsi  qu'on  peut 
lire  dans  le   Traité  de  Géométrie  de  Rouché   et  de 


(  449  ) 

Comberousse  (t.  I,  p.  191)  :  «  On  peut,  en  général, 
trouver  un  centre  d'inversion,  tel  que  trois  cercles 
donnés  se  transforment  en  trois  cercles  égaux.  » 

Problème  d'Apollonius.  —  Soient  C),  Go,  C3  les 
trois  cercles  donnés,  P  un  pôle  d'inversion,  permettant 
de  transformer  les  trois  cercles  en  trois  cercles  égaux; 
O,,  Go,  O3  les  centres  de  C,,  C2,  G.3. 

Prenons  comme  puissance  d'inversion  la  puissance 
de  P  par  rapport  à  C| ,  le  centre  C,  se  transforme  en 
lui-même,  Co  et  C3  deviennent  les  cercles  G^  et  G'3  de 
centres  O^,  O^. 

Soit  w  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  O, 
O'g,  O',.  Gherchons  les  cercles  tangents   à  G,,   G'^,    G',. 

Nous  avons  immédiatement  deux  solutions,  les  deux 
cercles  de  centre  oj  et  de  rayons  wO|  dz  R,  (R,  étant 
le  rayon  commun  de  G|,  G'.,,  G'^).  Soient  A  la  perpendi- 
culaire au  milieu  de  OO.,,  Mi  et  M^  les  points  d'inter- 
section de  A  avec  l'hyperbole  de  foyers  O^  et  O^  ayant 
pour  longueur  d'axe  focal  2 Ri. 

Nous  aurons 

0';,M,— O'^M,  =  2R,        ou       O3M,-  R,  =  0'aM,-f-R,=r  pi, 

ce  qui  montre  que  le  cercle  de  centre  M,  et  de  rayon  0, 
est  tangent  aux  trois  cercles  G,,  G!,,  G'3  ;  nous  aurons 
ainsi  sur  chacune  des  perpendiculaires  élevées  au  milieu 
des  côtés  du  triangle  O,  O'^,  O',,  deux  poinis  centres  de 
cercles  tangenis  aux  trois  cercles  G,,  G^,  (^j-  Les  points 
tels  que  M,  et  M2  se  déterminent  par  la  construction 
classique;  M,  et  Mj,  parexem|)le,  sont  les  centres  des 
cercles  passant  par  O!,  et  O,  et  tangents  au  cercle  de 
centre  O'.,  et  de  rayon  2  R , . 

Nous  obtiendrons  ainsi  individuellement  les  huit 
solutions  du  problèuje  et,  en  revenant  à  la  figure  primi- 
tive, les  huit  cercles  tangents  à  G,,  G2,  G3. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XIII.  (Octobre  igi^.)         29 
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Remarque.  —  Considérons  les  deux  cercles  ayant 
pour  cenlre  commun  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  G,  O'^,  O3  ;  ces  deux  cercles  sont  orthogonaux 
aux  perpendicnliiires  élevées  aux  milieux  des  côtés  du 
triangle  O,  O.,,  O'g,  qui  sont  les  axes  radicaux  des 
cercles  G|,  C.,,  C'3  pris  deux  à  deux;  en  revenant  à  la 
figure  primitive,  nous  voyons  que  les  deux  cercles  F, 
et  Fo  transformés  de  ces  cercles  sont  orthogonaux  aux 
cercles  passant  par  P  et  les  intersections  des  cercles  C,, 
C2J  C3  pris  deux  à  deux,  c'est-à-dire  orthogonaux  au 
faisceau  de  cercles  passant  pai-  les  points  P  et  P', 
P'  étant  le  sjmélrique  de  P  par  rapport  à  l'axe  de  simili- 
tude de  C|,  C2,  C3  auquel  la  droite  RP  est  perpendicu- 
laire (R  désignant  comme  pins  haut  le  cenlre  radical  de 
C|,  C2,  C3).  F,  et  F^  appartiennent  donc  au  faisceau 
formé  par  les  cercles  avant  leurs  centres  sur  RP  et 
orthogonaux  au  cercle  de  diamètre  Pl^^  Nous  avons  vu 

plus  haut  qu'on  a 

RP  —  R|>'  =  7,2, 

k  étant  le  rayon  du  cercle  orthotomique  de  C,,  C2,  C3  ; 
cette  relation  montre  que  ce  cercle  orthotomique  appar- 
tient au  même  faisceau  que  F^  etF2,  d'où  la  proposition 
suivante  : 

Les  cercles  tangents  à  trois  cercles  donnés  for- 
ment cjuatre  groupes  de  deux  cercles.  Deux  cercles 
formatât  un  groupe  ap partie  mie  nt  au  faisceau  de 
cercles  déterminés  par  le  cercle  orthotomique  des 
trois  cercles  donnés  et  V un  de  leurs  axes  de  simili- 
tude. 

Cette  proposition  ramène  donc  le  prohlème  d'Apol- 
lonius à  un  problème  tout  à  fait  élémentaire  :  «  Mener 
un  cercle  tangent  à  un  cercle  donné  et  passant  par  deux 
points  donnés  ». 
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Les  propositions  précédentess'appliquent  sans  modi- 
fication à  un  système  de  quatre  sphères,  et  Fou  peut 
dire  que  : 

Les  seize  sphères  tangentes  à  quatre  sphères  don- 
nées forment  huit  groupes  de  deux  sphères^  deux 
sphères  d^ un  même  groupe  appartiennent  au  fais- 
ceau déterminé  par  la  sphère  orthotomique  des 
quatre  sphères  données  et  V un  de  leurs  huit  plans 
de  similitude. 


[0'5f] 

SlIU  LES  MÉTACE^TRES  ET  LES  PARAMÈTRES 
DE  DISTRIBU  nOi\  DES  COIRBES  DT^E  SURFACE  ; 

Par  m.  Ch.  PLATRIER, 

Docteur  es  sciences  mathématiques. 


1 .  On  appelle  normalie  relative  à  une  courbe  C  d'une 
surface  S  la  surface  réglée  N  lieu  des  normales  G 
menées  à  S  par  les  points  M  de  C. 

On  appelle  méiacentre  de  la  courbe  C  en  un 
point  M  le  point  central  y  de  la  génératrice  G  de  la 
normalie  N. 

La  distance  a  =  Mv  et   son  inverse  -  sont  respecti- 

vement  le  rayon  de  courbure  métacentrique  et  la 
courbure  métacentrique  de  G  en  M.  Rappelons  que 
ces  quantités  ne  dépendent  que  des  éléments  du  pre- 
mier ordre  de  la  surface  et  sont  les  mêmes  pour  deux 
courbes  G  de  S  ayant  en  M  même  tangente  M^.  Le 
paramètre  de  distribution  K  de  la  génératrice  G  de 
la  normalie  N  jouit  également  de  ces  propriétés.  Nous 
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dirons  donc  indifféremment  dans  la  suite  que,  en  M, 
les  quantités  {jt.,  -»  K.  sont  relatives  à  la  direction  M^ 

ou  relatives  à  la  courbe  G  de  S  tangente  à  M/. 

Dans  plusieurs  questions  de  Mécanique,  et  notam- 
ment dans  l'étude  de  l'équilibie  d'un  corps  flottant,  les 
notions  de  métacentre  et  de  paramètre  de  distribution 
sont  avantageusement  substituées  aux  notions  de  cour- 
bure normale  et  de  torsion  géodésique. 

Je  me  propose  ici  de  reprendre  et  compléter  cer- 
tains résultats  déjà  acquis  concernant  les  mélacentres 
et  les  paramètres  de  distribution.  J'insisterai  particu- 
lièrement sur  les  relations  qui  existent  d'une  part  entre 
la  courbure  normale  et  la  courbure  métacentrique, 
d'autre  part  entre  la  torsion  géodésique  et  le  paramètre 
de  distribution. 

2.  Calculons  |i.  et  R. 

On  sait  que  le  point  central  y  peut  être  défini  comme 
limite  du  pied  m  sur  G  de   la    perpendiculaire    com- 


mune mm'  à   G  et  à  la  génératrice  rectiligne  G'  de  N 
infiniment  voisine  de  G. 

Rapportons    la  surface  S  à  un    trièdre  trirectangle 
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d'origine  M  et  d'axes  MX,  M  Y  tangents  aux  lignes  de 
courbure  passant  par  M. 

a  ne  dépendant  que  des  éléments  du  premier  ordre, 
nous  pourrons  calculer  cette  longueur  en  substituant  à 
la  surface  S  le  paraboloïde 

R  et  R'  étant  les  rayons  de  courbure   principaux  de  S 
en  M. 

G'  est  normale  à  S  au  point  M'  [x^  Yi  ^)  ^^  ^  infini- 
ment voisin  de  M;  ses  équations  sont 

,,  X  —  X        Y  —  y        Z  —  z 

(2)  — T—  =  T^  =  — 


et,  en  vertu  de  (i),  p  et  q  sont,  à  des  infiniment  petits 
près,  définis  par 

(3)  P=^<  ?  =  ^- 

TxSTs'  est  parallèle  à  l'intersection  des  plans  tangents 
à  S  en  M  et  M',  c'est-à-dire  à  la  direction 

(3')  p\-\-qY  =  o 

du  plan  des  XY,  dont  la  position  limite  quand  M'  tend 
vers  M  est  la  direction  M.t'  conjuguée  de  M^. 

Le  Z  du  point  ïït  est  le  même  que  celui  du  point  ts' 
et  est  par  suite  défini  par  (2)  et  (3'),  c'est-à-dire  égal  a 

px-^-qy 

Faisons  tendre  M'  vers  M  et  désignons  respective- 
ment par  cp  et  cp'  les  angles  de  M ^  et  M/'  avec  MX. 
Le  Z  du  point  m  tend  vers  le  rajon  de  courbure  méta- 
centrique  tj..  En  tenant  compte  de  (1)  et  (3),  on  obtient 


(  454  ) 

donc  l'égalité 

^^^  '  ^~  R2sin2cp-+-R'2cos2cp' 

et,  comme  M^  etM^'  sont  des  directions  conjuguées, 

(5)  R  sincp  sincç'n- R' cos(p  coso' =  o, 

si  bien  que  la  formule  (4)  peut  s'écrire 

(6)  [JL=  R  sin-^4.'-l-  R'cos2cp'. 

Remarquons  que  le  plan  tangent  à  la  normalie  N  en  y 
est  la  limite  du  plan  Mctth'  quand  M' lend  vers  M,  c'est- 
à-dire  le  plan  GM^'.  Ce  plan  fait  donc  avec  le  plan 
tangent  GM^  à  la  normalie  N  en  M  l'angle  (cp' —  cp)  et 
une  propriété  bien  connue  du  paramètre  de  distribu- 
tion nous  permet  d'écrire 

K  =  f/cot(cp'—  cp); 

soit,  en  vertu  de  (5)  et  (6), 

(7)  K  =  (R  — R')sincp'coscp'. 

3.  Désignons  par  p^'^  et  tI.  les  rayons  de  courbure 
normale  et  de  torsion  géodésique  relatifs  à  la  direc- 
tion M^'. 

Les  formules  d'Eiiler  etd'O.  Bonnet  donnent  respec- 
tivement 

I  cos^cp'        sin^cp' 

(9)  x^  =  (R'— R)sincp'coso'. 

Les  égalités  (6)  et  (7),  rapprochées  respectivement 
des  égalités  (8)   et  (9),   permettent  donc  d'écrire  les 


(  4Ô5  ) 
deux  relations  : 

(10)  ixp'„  =  RR', 

(11)  K=-4, 

d'où  la  double  proposilion  suivante  : 

Soient  un  point  d^une  surface  et  deux  directions 
conjuguées  dans  le  plan  tangent  en  ce  point  : 

1°  Le  produit  de  la  courbure  métacen trique  rela- 
tive à  une  de  ces  directions  par  la  courbure 
normale  relative  à  V autre  est  é^al  à  la  courbure 
totale  de  la  surface  au  point  considéré  ; 

2"  Le  paramètre  de  distribution  relatif  à  une  de 
ces  directions  est  égal  au  signe  près  au  rayon  de 
torsion  géodésique  relatif  à  V autre. 

\.  De  cette  proposition  fondamentale  et  des  pro- 
priétés connues  des  courbures  iionuales  et  des  torsions 
géodésiques,  on  peut  déduire  des  propriétés  corréla- 
tives des  courbures  métacentriques  et  des  |)aramètres 
de  distribution. 

Ainsi,  les  ibéorèmes  d'Appolonius  appliqués  à  Pin- 
dicatrice  donnent  les  relations 

,    ,  (  o.-i-?;,  =  rh-r', 

\    p.p;,  5in2e  =  RR', 

en  désignant  par  p„  le  rayon  de  courbure  normale  rela- 
tif à  la  direction  M/  et  en  posant  0  =:  -p' —  cp. 

Aces  relations  correspondront,  en  vertu  de(io), 
pour  les  rayons  de  courbure  métacentrique,  les  rela- 
tions 

/   I         I  I         I 

03)  '   '      .    ' 

sin-'i  I 

aa'     ^  RF' 
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en  désignant  par    y.'  le   rajon  de    courbure   métacen- 
trique  relatif  à  la  direction  Mt'. 

5.  Nous  allons,  pour  terminer,  appliquer  la  proposi- 
tion du  paragraphe  3  ou  plus  exactement  les  for- 
mules (6)  et  (7)  à  un  problème  déjà  étudié  dans 
le  Journal  de  V Ecole  Polytechnique  (5^  Cahier, 
1900,  p.   loi  et  suiv.). 

Soient  les  points  M^,  M^-.  •••,  ^n  en  nombre  quel- 
conque/i  décrivant  respectivement  d'une  manière  con- 
tinue n  surfaces  S<,  So,  ...,  S„,  de  telle  façon  qu'à 
chaque  instant  les  plans  tangents  à  ces  surfaces  aux 
points  considérés  restent  parallèles. 

Désignons  par  «<,  a^,  ...,  cin  des  nombres  positifs 
ou  négatifs  dont  la  somme  «n'est  pas  nulle  et  considé- 
rons le  centre  M  des  moyennes  distances  des  masses 
ai ,  «21  '-"i^n  placées  aux  points  M,,  M2,  ...,  M/^.  Ce 
point  décrit  une  surface  S. 

La  surface  S  a  en  M  son  plan  tangent  P  parallèle  aux 
plans  tangents  aux  surfaces  S(,S2,  ...,  8,^  aux  points 
respectifs  M,,  M2,  ... ,  M/^ .  Soient,  en  effet,  M', 
M'p  ...,  MJ^,  n -\- \  points  appartenant  respectivement 
à  S,  S,,  ...,  S//  et  qui  se  correspondent;  supposons-les 
en  outre  infiniment  voisins  des  points  respectifs  M, 
M,,  ...,  M-n.  Projetons  sur  une  droite  quelconque  les 
segments  MM',  M,M;,  ...,  M„M;  : 

(i4)    aprMW=axprMx^\^a2prMM'o^-\-...^anprM,M'n. 

Si,  en  particulier,  on  choisit  comme  axe  de  |)rojection 
une  perpendiculaire  au  plan  P,  tous  les  termes  du 
second  membre  sont  nuls  et,  par  suile,  la  projection 
de  MM'  est  nulle,  ce  qui  démontre  que  S  correspond  à 
S|,  S2,  ...,  S//  par  plans  tangents  parallèles. 

Rappelons  que,   si  deux  surfaces  S<,  So  se  corres- 
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pondent  par  plans  tangents  parallèles,  deux  directions 
M,  ^< ,  iVL^o  correspondantes  dans  les  plans  tangents 
à  Si  et  S2  aux  points  respectifs  M,,  M2  sont  telles  que 
leurs  directions  conjuguées  Mi  ^', ,  M2^2  sont  parallèles. 
Ceci  résulte  immédiatement  de  ce  que  les  plans  tan- 
gents à  S,  et  So  aux  points  M,,  M2  d'une  part^  M'^,  M!, 
d'autre  part,  sont  parallèles  et  qu'il  en  est,  par  suite,  de 
même  des  intersections  des  plans  langents  en  M,,  M'^ 
d'une  pari,  M2,M!,  d'autre  part. 

En  particulier,  on  voit  que,  si  les  directions  conju- 
guées Mi^,  et  M,^',  sont  rectangulaires,  les  directions 
correspondantes  M,  ^4  et  M2^2  seront  parallèles.  Autre- 
ment dit,  sur  les  surfaces  Si  et  S2,  les  lignes  de  cour- 
bure se  correspondent  et  ont  aux  points  correspondants 
leurs  tangentes  et,  par  suite,  leurs  plans  osculateurs 
parallèles. 

L'égalité  (i4)  montre  alors  que  si,  pour  les  surfaces 
S,  S,,  ...,  S,i ,  on  appelle  respectivement  ds^ 
ds^^  ...,ds,i  les  éléments  d'arcs  en  M,  M,,  ...,  M,,  des 
lignes  de  courbure  qui  sont,  en  ces  points,  parallèles  à 
une  même  direction  : 

( 1 5 )  a  ds  =^  ai  dsx  H-  ai  ds^ -{-  .  .  .-\-  a,i  dsn- 

D'autre  part,  la  remarque  précédente  établit  que, 
pour  ces  lignes  de  courbure,  les  angles  des  plans  oscu- 
lateurs aux  points  M,  M,,  ...,  M,^  respectivement  avec 
les  normales  à  S,  S,,  ...,  S^  ont  la  même  valeur  rn  et 
que  les  angles  de  contingence  des  mêmes  courbes  aux 
mêmes  points  ont  également  la  même  valeur  dz. 

Donc,  en  divisant  les  deux  membres  de  l'égalité  (i  5) 
par  cosnîû^e,  on  pourra  écrire 

(  1 0 )  a  R  =  rt  1  R 1  H-  «2 1^2  -t-  •  •  •  -+-  «rt  R«, 

R,  K,,  ...,  Wn  étant  les  rayons  de   courbure  principaux 
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des  surfaces  S,  S^,  ...,  S/i  correspondant  à  une  même 
direction  principale  aux  points  respectifs  M,  M,,  ...,M,i. 

Or,  il  résulte  d'une  remarque  précédente  qu'à  des 
directions  correspondanles  M^,  M^i^t,  ...,M,it,i  dans 
les  plans  tangents  en  M,  M^^  ...,  M„  aux  surfaces  res- 
pectives S,  S<,  ...,  Sa  correspondent  une  même  direc- 
tion conjuguée.  L'angle  o'  de  cette  direction  conju- 
guée avec  une  des  directions  principales  communes 
aux  surfaces  S,  S,,  ...,  8,^  aux  points  respectifs  M, 
Ml,  ...,  Mn  est  donc  constant. 

On  déduira  alors  des  formules  (6),  (7)  et  (16)  les 
relations  : 

(17)  a[a  =  «,  ;j.i+ aa  [^2^.  ..-h  a„fx^, 

(18)  «K  =  «1  Kl -h  «2 1^2  +  - •  •+ <^reK„, 

[i.,  [JL,,  ...,p.//;  K,  K;,  ...,  K,^  désignant  respectivement 
ies  rayons  de  courbure  nu'tacentrique  et  les  paramètres 
de  distribution  relatifs  aux  points  et  directions  corres- 
pondantes des  surfaces  S,  S,,  ...,  S,i.  l^a  formule  (17) 
a  élé  donnée  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut;  la 
formule  (18)  constitue,  croyons-nous,  un  résultat 
nouveau. 


[A3k] 

ÉOllATIO^  AUX  RAPPOKTS  ANHARIIOMOIES  DES  RACINES  ^ 
ÏÏHm  ÉQl]ATIOi\  DU  OlIATRIÈllE  DEGRÉ; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  La  forme  donnée  précédemment  à  cette  équation 
{Noiwelles  Annales^  ^9'^,  p.  539)  n'est  pas  la  plus 
simple. 


(  4^9  ) 
Si  l'on  considère  l'un  des  six  rapports  anhainioniqiies 
de  quatre  quantités,  son  inverse  et  son  conn)lément 
à  I  sont  également  parmi  les  valeurs  des  rapports 
anharmoniques  de  ces  quantités;  les  six  rapports  sont, 
l'un  d'eux  étant  a, 

I  —  a         — (i  —  a)         I 


(i)         a,      I  — a, 


a        \  —  a  a  a 


i"  Si  deux  des  quatre  quantités  sont  égales,  les 
valeurs  du  rapport  anharmonique  sont 

o,      r,      r,     o,     3o,     — co; 

les  valeurs  finies  sont  racines  de  l'équation 

r2(r— i)2=:  o. 

2**  Si  deux  des  trois  termes  de  rang  impair  dans  la 
suite  (i)  sont  égaux,  les  trois  le  sont,  les  trois  rapports 
de  rang  pair  sont  aussi  égaux,  et  l'on  a  l'équation 

(r2  —  /•  -h  i)3  =  o. 

Comme  l'équation  aux  valeurs  des  six  rapports 
anharmoniques  de  quatre  quantités  doit  dépendre  d'un 
seul  paramètre,  cette  équation  est  de  la  forme 


en  effet,  cette  écjualion  ne  change  pas  si  l'on  remplace 

I 
/•  par  -  ou  par   i  —  /•. 

En  tenant  compte  de  ce  que,  pour  /•  =  — i,  on 
a  A=:  —  >  on  trouve  que  l'équation  aux  rapports  anhar- 
moniques des  racines  d'une  équation  du  quatrième 
degré  est,  avec  les  notations  ordinaires, 

(3)  rHr-if     _    \    S=>--27T^ 
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2.   Si  l'on  pose 

,---/' =  6, 

l'équation  (2)  prend  la  forme  très  simple 

^'        -A 

(2')  (6+1)3 

et,  pour  chaque  valeur  de  B,  on  a  deux  valeurs  de  r 
complémentaires  par  rapport  à  i  ;  s.  l'on  pose 


/•+  -  =  p- 


p  —  'i 


l'équation  (2)  devient 
t,  pour  chaque  valeur  de  p,  on  a  deux  volumes  invers 


=  A, 


erses 


et,  p 
de  r. 


On  obtient  facilement  l'équalion  (2)  sous  la  forme  (2  ) 
sans  avoir  recours  à  des  cas  particuliers.  Les  valeurs 
de  r  étant  les  nombres  de  la  suite  (i),  l'équat.on  en  /• 
est,  en  groupant  les  racines  de  somme  1 , 


OU 

ou 
ou 


(e  +  a)(e-i-P)(0  +  T:^=O' 


I        I 


03  +  (a  +  (5  +  T)0'  +  (^^+^-^f'''-^'-°' 


ou 


e3  +  (a  +  3  +  T)e^+3e  +  i  =  o, 

(04-1)3—  B62=o. 

Pour  obtenir  la  forme  (2"),  on  grouperait  les  racines 
de  produit  i,  ce  qui  donnerait 
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OU 

(p_X)(p-  [a)(p— v)=o, 

etc. 

3.  Remarque.  —  Les  valeurs  des  six  rapports  anhar- 
moniques  de  quatre  quantités  peuvent  toujours  se 
mettre  sous  la  forme 

sin^a,     cos^a,     séc^a,     — tangua,     — cot-a,     coséc-a. 


C0\C01RS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECIIMQIJK  E.\  1913. 


Composition  de  Géométrie  analytique  et  mécanique. 

Dans  le  plan  xOv  du  trièdre  des  coordonnées 
Oxyz,  on  donne  le  cercle  de  rayon  r,  tangent  à  Oy 
au  point  O,  du  côté  de  Ox',  sur  la  circonférence, 
les  points  A.  et  B  situés  à  la  distance  r  du  point  O. 

I.  Un  point  quelconque  P  de  la  circonférence  est 
la  projection  d^ un  point  M  dont  la  cote  est . 

^  =  PA-hPB. 

1°  Calculer  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M  en 
fonction  de  l'angle  polaire  POx  =  w  du  point  P. 

2"  Le  lien  du  point  M  est  une  courbe  T.  En  cons- 
truire les  projections  sur  les  plans  xOz^  yO  z. 

II,  Soit  C  le  point  d' abscisse  —  r  pris  sur  le  pro- 
longement de  Ox]  A,  B,  C  sont  les  points  d'appui 
sur  le  plan  liorizontcd,  supposé  rigide.,  de  trois  pieds 
sphériques  identiques  fixés  aux  trois  sommets  d\ine 
lame  triangulaire  homogène. 
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Sous  Vaction  d'efforts  horizontaux^  la  lame  se 
met  à  tourner  autour  d' un  certain  axe  vertical  dont 
la  trace  l  sur  le  plan  xOy  a  pour  coordonnées 
polaires  f  et  to. 

i"  Exprimer  que  la  résultante  des  réactions  de 
frottement  du  plan  sui'  la  lame  est  perpendiculaire 
à  01.  {^On  désignera  par  a,  b^  c  les  longueurs  lA, 
IB,  IC;  par  a^  [B,  y  les  coefficients  de  frottement^ 
supposés  différents^  aux  trois  points  A,  B,  C.) 

2"  On  suppose  a  =  p,  y  étant  rendu  négligeable 
au  moyen  d' un  lubrifiant.  Former  V équation  polaire 
du  lieu  des  points  I  définis  par  la  condition  précé- 
dente. Etudier  ce  lieu. 

3"  Comment  varie  ^  avec  la  position  du  point  1,  le 
moment  résultant  des  réactions  de  frottement  par 
rapport  à  la  verticale  du  point  1? 

Composition  d'Algèbre   et  Trigonométrie. 

On  considère  la  fonction  h  de  x  définie  par  la 

relation  arctane^  = 7-—  oii  le  premier  membre 

représente  un  arc  compris  entre  —  -  et  -{-  -• 

i"  Déterminer  lès  valeurs  limites  de  ^  pour 
.r  =  zt  00     et     ^  =  o., 

2"  Suivre  les  variations  de  la  fonction  ^{x)  quand 
X  croit  de  — ce  à  -{-œ. 

3°  Dans  cette  fonction  9  ( jt),  on  remplace  x  par  nP^ 
n  étant  un  entier  variable  et  p  un  nombre  positif 
donné;  on  considère  la  série  dont  le  terme  de  rang  n 
a  pour  valeur  ^{n£).  Pour  quelles  valeurs  de  p  la 
série  est-elle  convergente? 
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4°  Calculer  1     -^(x)d.x.   Etudier  la   varia- 

'  (i 

lion  de  cette  intégrale  quand  a  augmente  de  — oo 
à  +0C. 

5"  Calculer^    à    V approximation   de    la    règle    à 
calcul^  la  valeur  numérique  de 


I 


0(ar)  dx. 


»/3 


Composition  de  calcul. 

i"  Calculer  une  table  des  valeurs  de  lo  '"  pour 
des  valeurs  de  t  croissant  de  o  à  i  par  échelons 
de  o,  1 . 

2"  De  cette  première  table  en  déduire  une 
deuxième  qui  donne  les  valeurs  approchées  de 
l^  intégrale 


=   f    lo-f' dt, 


U 

0 


pour  des  valeurs  de  t  croissant  de  o  à  \  par  échelons 
de  o,\ . 

3"  Comment  et  dans  quelles  limites  la  deuxième 
table  peut-elle  servir  à  étudier  la  fonction  de  la 
variable  x  déjinie  par  la  formule 

y=  f    e--'dx^-         {e  =  2,yiS...y! 

4"  E/i  particulier^  calculer  la  valeur  de  x  qui 
correspond  à 

y  -  V  (7:=  l,i\...). 
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CONCOURS  D'AD^IISSIO^  A   L'ÉCOLE  NORMALE   SUPERIËVUË 
ET  Alix  BOURSES  DE  LICENCE  EN  1913. 


Composition  de  Mathématiques. 
(Sciences.  —  I.) 

PREMIÈRE    COMPOSITION. 

Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires Ox,  OjK,  0«,  on  considère  la  surface  (S) 
définie  par  l'équation 

et  la  droite  (D)  définie  par  les  équations 

y  =  b,         z  =  c 

oîih  et  c  sont  deux  constantes  données,  la  seconde 
n'étant  pas  nulle.  Dans  tout  ce  qui  suit  cette 
droite  (D)  restera  fixe. 

i"  Montrer  que  la  suif  ace  (S)  est  réglée  et  trouver 
ses  oéfiératrices. 

2"  A  chaque  génératrice  rectiligne  (G)  de  la  sur- 
face (S)  on  fait  correspondre  le  plan  (P)  mené  par 
la  droite  (D)  et  parallèle  à  la  symétrique  de  {G)  par 
rapport  au  plan  xOy.  Déterminer  le  lieu  du  point 
d'intersection  de  (G)  et  de  (P),  quand  la  droite  (G) 
décrit  la  surface  (S 
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Montrer  que  ce  lieu  est  une  courbe  (C)  située  sur 
une  quadrique  (Q)  et  déterminer  cette  quadrique. 

3"  Former  V équation  du  quatrième  degré  donnant 
les  abscisses  des  points  d^  intersection  de  la  courbe  (G) 
avec  un  plan  donné  par  son  équation 

ux  -\-  vy  -\-  wz  -h  5  =  o. 

Calculer  les  fonctions  symétriques  élémentaires 
des  racines  en  fonction  de  u,  ç,  w,  s.  En  déduire  la 
relation  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  abscisses  x< , 
^25  oc^^  ^j,  de  quatre  points  de  la  courbe  (G)  pour 
que  ces  quatre  points  soient  dans  un  même 
plan. 

Cette  relation  sera  utile  dans  la  plupart  des 
questions  qui  vont  suivre. 

4'*  Déduire  de  la  relation  précédente  les  relations 
auxquelles  doivent  satisfaire  les  abscisses  x^^  X2,  Xz 
de  trois  points  de  la  courbe  (G)  pour  que  ces 
trois  points  soient  en  ligne  droite. 

Former  l'équation  générale  du  troisième  degré 
dont  les  racines  sont  les  abscisses  de  trois  points  en 
ligne  droite  de  la  courbe  (G).  Montrer  que  les 
droites  qui  coupent  la  courbe  ((^)  en  trois  points 
engendrent  r une  des  familles  de  génératrices  rec- 
tilignes  de  la  quadrique  (Q). 

5"  Montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  les  plans  oscidateurs  à  la  courbe  ((^) 
en  trois  points  donnés  se  coupent  sur  la  courbe  (G) 
est  que  ces  trois  points  soient  en  ligne  droite. 

6"  Par  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  (G)  il 
passe  deux  plans  jouissant  de  la  propriété  d'être 
tangents  à  la  courbe  (G)  au  point  M  et  en  un  autre 
point  [c'est-à-dire  détre  bitangents  à  la  courbe). 
Soient  M'  et  W  les  seconds  points  de  contact  de  ces 

Ann.  de  Mathemat.,  4'  série,  t.  XIII.  (Octobre  igiS.)         3o 
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deux  plans.  Montrer  qu'il  existe  un  plan  bitangent 
à  la  courbe  (C)  en  W  et  W . 

A.  quelles  relations  doivent  satisfaire  les  abscisses 
de  trois  points  M,  M',  M'^  de  la  courbe  (C)  pour  que 
deux  quelconques  d^ entre  eux  soient  les  points  de 
contact  d^ un  plan  bitangent  à  la  courbe  (G)? 

^°  Former  V équation  générale  du  troisième  degré 
dont  les  racines  sont  les  abscisses  de  trois  points  M, 
M',  M',  de  la  courbe  {(^)  satisfaisant  aux  conditions 
précédentes.  Exprimer  les  coefficients  de  cette 
équation  au  moyen  de  Vabscisse  ^  du  quatrième 
point  d'intersection  [j.  de  la  courbe  (C)  avec  le 
plan  (n)  déterminé  par  les  points  M.,  M',  M''. 

Calculer^  en  fonction  de  ^,  les  coefficients  de 
l'équation  du  plan  (H)  et  les  coordonnées  du  point 
de  concours  A  des  tangentes  à  la  courbe  (G)  aux 
points  M,  M',  W .  Ce  point  A  sera  dit  le  point  associé 
au  point  [a  de  la  courbe  (G). 

8'*  Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  quadriques^ 
ne  dépendant  que  de  betdec,  par  rapport  auxquelles 
le  point  A  est  le  pôle  du  plan  (0);  déterminer  ces 
qaadriques  et  montrer  que  V une  d' elles  est  la  qua- 
drique  (Q)  déjà  considérée. 

Déterminer  le  lieu  (F)  du  point  A,  ainsi  que 
V enveloppe  du  plan  (H),  quand  le  point  y.  décrit  la 
courbe  (G). 

9"  A  trois  points  quelconques  en  ligne  droite  jjl,, 
pL2,  pt-Sî  pf'is  sur  la  courbe  (G),  sont  associés  les 
trois  sommets  A^,  A2,  A3,  d' un  triangle  inscrit  dans 
la  courbe  (F).  Déterminer^  en  supposant  ^  =  o, 
l'enveloppe  des  côtés  de  ce  triangle  quand  la 
droite  ^\^i^i  varie.  Montrer  que,  dans  la  même 
hypothèse  ^  =  o,  le  cercle  circonscrit  de  ce 
triangle  AiA^Ag  passe  par  deux  points  fixes. 
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DEUXIKME    COMPOSITION. 


On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  V on  consi- 
dère V équation  différentielle 

y  —  ixy'  -{-  y^y^  =  o. 

i"  Montrer  que  cette  équation  admet  une  infinité 
de  courbes  intégrales  C,  dont  V équation  est  de  la 
forme  y'^=^f{x)^  f{x)  désignant  un  polynôme  en  x. 
Ecrire  V équation  générale  des  courbes  G;  montrer 
que^  par  tout  point  du  plan^  il  passe ^  soit  une^  soit 
trois  courbes  C,  et  déterminer  la  région  du  plan  oii 
doit  se  trouver  le  point  pour  que  le  nombre  des 
courbes  qui  y  passent  soit  égala  trois;  déterminer 
le  lieu  des  points  tels  que  deux  des  courbes  C  qui 
passent  par  l^ un  d^ eux  soient  orthogonales. 

2"  On  donne  le  point  A(x  =  o,5;jk  =  C)).  Soit  P 
celle  des  courbes  G  qui  passe  par  A  et  tourne  sa 
concai^ité  vers  la  partie  positive  de  Vaxe  Ox\  soit  B 

le  point  de  la  courbe  P  qui  a  pour  ordonnée  y/6. 
Soit  Q  celle  des  courbes  G  passant  par  B  et  qui 
tourne  sa  concavité  vers  les  x  négatifs;  soit  enfin  A' 
le  point  oit  cette  courbe  coupe  Vaxe  Ox.  Calculer 
Vaire  limitée  par  les  arcs  de  courbes  AB,  BA',  et 
Vaxe  Ox. 

3°  Un  point  mobile^  partant  de  A,  parcourt  suc- 
cessivement  V arc  AB  de  P,  puis  Varc  BA'  de  Q. 
Son  accélération  tangentielle  est  constamment 
égale  à  sa  vitesse^  et  sa  vitesse  initiale  est  égale  à  1  ; 
au  point  B  on  supposera  que  la  vitesse  ne  subit  pas 
de  changement  de  grandeur.,  mais  seulement  un 
changement  de  direction.  Calculer  à  0,1  près  le 
temps  mis  par  le  mobile  pour  parcourir  Varc  ABA'. 

4"  Au  point  B,  V  accélération  du  mobile  subit  une 
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discontinuité.  Calcule!^  par  ses  projections  sur  les 
deux  axes  de  coordonnées  la  variation  géométrique 
du  vecteur-accélération  au  point  B. 

Composition  de  Mathématiques. 
(Sciences.  —  II.) 

I.  On  considère  dans  un  plan  deux  axes  de  coor- 
données rectangulaires  Ox,  Oy.  Un  point  ma- 
tériel M,  de  masse  égale  à  i,  est  mobile  dans  ce 
plan  sous  l'action  d'une  force  (F)  dont  les  projec- 
tions IL  et  Y  sur  les  axes  sont  : 

X  et  y  désignant  les  coordonnées  du  point  M. 

x""  Former  et  intégrer  les  équations  différentielles 
du  mouvement  du  point  M. 

2"  Déterminer  le  mouvement  du  point  M  en  sup- 
posant qu'à  l'origine  du  temps  ses  coordonnées 
sont  (a,  o)  et  que  sa  vitesse  a  pour  projections  sur 
les  axes  ( — a,  2a).  Construire  la  trajectoire  (T) 
correspondant  de  ce  mouvement. 

3"  Évaluer  le  temps  mis  par  le  mobile  pour  aller 
d'un  point  quelconque  M  de  sa  trajectoire  (T)  au 
point  W  oii  la  tangente  à  la  trajectoire  est  parallèle 
au  rayon  vecteur  OM. 

4''  Démontrer  que  Vhodographe  du  mouvement 
est  une  courbe  homothétique  de  la  trajectoire  {T)  et 
calculer  à  0,01  près  le  rapport  d'homothétie. 

5"  La  trajectoire  (ï)  passe  par  le  point  O.  Evaluer, 
en  fonction  de  l'abscisse  du  point  M,  l'aire  limitée 
par  l'arc  de  courbe  OM  et  la  corde  OM,  ainsi  que 
le  volume  engendré  par  cette  aire  tournant  autour 
de  Oy. 
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If.   Évaluer  à  o,oi  près  les  intégrales 

dx  C  '  dx 


f    '^  ,,    r 


(2  cosa?  -f-  3)- 
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Théorie  des  nombres;  Tome  I:  Le  premier  degré, 
par  ^.  Cahen.  i  vol.  gr.  in-8°,  de  xii -(- 4o8  pages. 
Paris,  A.  Hermann  et  fils.  Prix  :   \/^^\ 

Il  y  a  quelques  années,  M.  E.  Cahen  nous  donnait  des  Elé- 
ments de  la  théorie  des  nombres  qui  venaient  combler  une 
lacune  singulière  de  notre  littérature  scientifique  et  qui  ont 
obtenu  le  plus  vif  succès.  Le  même  auteur  paraît  maintenant 
avoir  en  vue  un  Traité  complet  et  de  vastes  dimensions 
si  l'on  en  juge  par  l'étendue  du  premier  Volume,  consacré 
seulement  aux  notions  élémentaires,  aux  formes  et  aux  équa- 
tions du  premier  degré.  Ce  Volume  mériterait  mieux  que 
l'analyse  sommaire  à  laquelle  nous  devons  nous  restreindre  ici. 

Comme  le  fait  observer  M.  Cahen,  une  première  difficulté, 
quand  on  écrit  une  Théorie  des  nombres,  est  de  délimiter  le 
sujet.  On  ne  peut  plus  dire  que  la  théorie  des  nombres  a  trait 
aux  propriétés  des  nombres  entiers,  depuis  que  l'on  sait  que 
l'ensemble  des  Mathématiques  peut  être  édifié  sur  la  seule 
notion  de  nombre  entier.  L'auteur  propose  une  définition 
profonde  et  ingénieuse.  La  Théorie  des  nombres  est,  d'après 
lui,  «  la  science  des  calculs  dans  lesquels  la  division  n'est  pos- 
sible que  dans  des  cas  particuliers,  par  opposition  à  l'Algèbre, 
qui  est  au  contraire  la  science  des  calculs  dans  lesquels  la 
division  n'est  impossible  que  dans  des  cas  particuliers  ». 

Dans  les  premiers  Chapitres,  M.  Cahen  n'a  pas  hésité  à 
reprendre  l'exposition  des  théories  les  plus  élémentaires,  en 
commençant  à  la  définition  du  nombre  entier  (pour  laquelle 
l'auteur  suit  Ilelmholt/.).  C'est  dire  que  ces  Chapitres  attireront 
surtout   le   lecteur    curieux  des  principes.   Le  mathématicien 
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désireux  d'acquérir  des  connaissances  d'une  autre  sorte  com- 
mencera plus  loin  la  lecture  du  Livre.  C'est  en  effet  seulement 
à  la  page  90  que  l'on  aborde  la  théorie  des  nombres,  au  sens 
ordinaire  de  cette  expression,  par  un  Chapitre  consacré  aux. 
équations  diophantiennes  linéaires  à  une  et  deux  inconnues. 
Les  équations  à  plusieurs  inconnues  et  les  systèmes  d'équations 
linéaires  font  l'objet  du  Chapitre  suivant. 

Après  un  rappel  de  théories  algébriques  classiques  (Analyse 
combinatoire,  déterminants),  on  revient  aux  systèmes  d'équa- 
tions linéaires.  Le  couronnement  de  l'étude  est  la  démonstra- 
tion d'un  beau  théorème  dû  à  Heger,  et  qui  fait  connaître  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  tel  système 
admette  des  solutions  entières.  Signalons  aussi  des  représen- 
tations géométriques  élégantes. 

Les  sujets  développés  dans  les  Chapitres  suivants  seront 
certainement  nouveaux  pour  beaucoup  de  lecteurs  français. 
Ce  sont:  les  substitutions  linéaires  homogènes;  les  formes 
linéaires  et  les  formes  bilinéaires,  pour  lesquelles  on  établit 
l'existence  des  formes  réduites  et  les  conditions  d'équiva- 
lence; les  systèmes  de  congruences  linéaires  et  enfin  le  calcul 
des  tableaux,  d'une  portée  si  grande  que  plusieurs  auteurs 
anglais  lui  donnent  le  nom  d^universal  algebra.  La  rédac- 
tion de  ces  Chapitres  a  dû  demander  à  M.  Cahen  non  seule- 
ment le  dépouillement  de  nombreux  Mémoires,  de  lecture 
souvent  pénible,  mais  encore  et  surtout  un  travail  personnel 
considérable  de  mise  au  point,  sur  lequel  une  modestie  exces- 
sive l'a  empêché  d'attirer  l'attention.  Mais  on  peut  le  faire 
pour  lui. 

Il  est  impossible  de  tout  signaler  ici,  mais  je  citerai  au  moins 
la  démonstration  élégante  par  laquelle  M.  Cahen  établit  qu'a/i 
système  de  n  formes  linéaires  à  n  variables  n'a  pas  d'autre 
invariant  que  les  puissances  de  son  déterminant. 

On  revient  à  des  sujets  plus  familiers,  tels  que  la  décom- 
position des  nombres  entiers  en  facteurs  premiers  et  la  théorie 
de  l'indicateur.  C'est  par  les  éléments  de  la  théorie  des  con- 
gruences à  module  premier  que  se  termine  le  Volume. 

Je  ne  sais  si,  par  ce  résumé  trop  succinct,  j'ai  pu  donner 
quelque  idée  de  l'importance  de  ce  premier  Tome.  Le  Traité» 
une  fois  complet,  dotera  enfin  notre  littérature  d'un  Ouvrage 
imposant,  au  moins  équivalent  pour  la  richesse  aux  Livres 
analogues  que  possèdent  déjà  les  étrangers.  Nous  attendons 


à 
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avec  une  impatience  particulière  la  partie  qui  sera  consacrée 
aux  nombres  algébriques  et  aux  idéaux.  Il  est  vraiment  déplo- 
rable que  nous  n'ayons  pas  encore  ua  Ouvrage  d'ensemble 
original  sur  ce  Chapitre  de  l'Arithmétique  générale,  que  l'on 
s'accorde  à  considérer  comme  le  plus  beau  de  tous  (  i  ). 

R.  B. 

Lecciones  de  Algebra  elemental  ;  por  Félix  Pernot^ 
ex  alumno  de  la  Esciiela  Politecnica  de  Paris,  director 
de  los  estudios  de  Matematicas  en  In  Escuela  Mililar  j 
Naval  de  Montevideo,  i  vol.  in-8^  de  21 5  pages. 
Montevideo,  191  i . 

Ce  Livre  d'enseignement,  écrit  en  langue  espagnole,  diffère 
assez  profondément  des  nôtres,  bien  que  l'auteur  soit  français 
et  familier  avec  les  méthodes  françaises.  M.  Pernot  paraît 
s'être  donné  pour  but  de  mettre  rapidement  les  élèves  au 
courant  des  faits  essentiels  de  l'Algèbre,  et  cela  grâce  à  une 
largeur  d'exposition  que  les  puristes  de  la  rigueur  trouveraient 
peut-être  excessive.  Ils  auraient  tort,  selon  nous.  La  notion 
de  nombre  négatif,  par  exemple,  est  assez  près  d'être  intui- 
tive... chez  les  élèves  qui  ont  l'instinct  mathématique,  et  ils 
n'ont  pas  besoin  qu'on  leur  légitime  la  règle  des  signes  par 
des  raisonnements  minutieux.  Des  exemples  suggestifs  suf- 
fisent. Plus  tard,  ils  désireront  peut-être  asseoir  leurs 
connaissances  un  peu  empiriques  sur  des  bases  plus  solides, 
mais  le  plus  pressé  était  en  somme  d'apprendre  à  manier  le 
calcul  algébrique.  J'estime  donc  que  M.  Pernot  a  bien  fait 
de  profiter  d'une  liberté  que  ne  lui  auraient  pas  laissée  nos 
programmes  d'enseignement. 

Ses  Leçons  d'Algèbre  élémentaire  vont  un  peu  plus  loin 
que  ne  le  laisserait  supposer  le  titre.  On  y  trouve  en  parti- 
culier les  formules  fondamentales  de  l'analyse  combinaloire, 
la  formule  de  Newton,  l'introduction  des  quantités  complexes. 
Dans   tout   l'Ouvrage,   l'auteur   a    fréquemment    recours   aux 


(')  Il  serait  pourtant  injuste  de  ne  pas  mentionner  ici  \c?,  Leçons 
sur  la  Théorie  des  nombres  de  M.  A.  Châlclel  (i»)i.^),  qui  ren- 
ferment une  ex|)osilion  très  inléressanle  de^  fotuictncnls  de  la 
théorie  des  nombres  alf^ébriques. 
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représentations  graphiques,  et  il  reste  fidèle  le  plus  possible 
à  l'excellent  principe  de  «  hacer  presenciar  al  principiante  la 
invencion  de  la  ciencia  »  (faire  pressentir  au  débutant  l'in- 
vention de  la  science). 

TiiiGOjNOMETRiA  PLANA  ;  poF  Féllx  Pevnot.  1  vol. 
in-S"*  de  98  -f-  m  pages.  Montevideo,  1  91  i  • 

Les  qualités  de  l'Ouvrage  précédent  se  retrouvent  dans 
celui-ci,  qui  renferme,  outre  ce  qu'on  peut  s'attendre  à  ren- 
contrer dans  une  trigonométrie  élémentaire,  la  démonstration 
de  la  formule  d'Euler  (les  imaginaires  sont  introduites  par 
une  méthode  géométrique  fort  intéressante),  la  résolution 
trigonométrique  de  l'équation  du  troisième  degré,  des  notions 

de  calcul  vectoriel. 

R.  B. 


CERTIFICATS  DE  CALCIL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL. 


Paris. 

Epreuve   théorioue.  —  Première  question,   —   On  donne 
deux  axes  de  coordonnées,  rectangulaires  0  x^  O^.  Soient  T 


^^  N  les  points  de  rencontre  de  l'axe  Ox  açec  la  tangente 
de  la  normale  en  un  point  M  à  une  courbe  (G)  située  dans 
le  plan  des  deux  axes. 
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On  demande  de  déterminer  la  courbe  G  de  façon  que  le 
rayon  de  courbure  en  chaque  point  M  de  cette  courbe 
soit  égal  à  la  longueur  TN. 

Démontrer  qu'il  existe  deux  courbes  de  cette  espèce 
passant  par  un  point  donné  du  plan  zOy,  et  tangentes 
en  ce  point  à  une  droite  donnée.  Indiquer  la  forme  de 
ces  deux  courbes. 

Deuxième  question.  —  Soient  y  =  yt(x)^  z  ■=  Z'^{x)  un 
système  particulier  dHntégrales  des  équations  {E) 

(E)  ^  =  Ar+B.,  ^  =  Cr  +  D., 

OÙ  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions  de  la  variable  x.  Démon- 
trer que  les  équations  (E)  admettent  un  autre  système 
d'intégrales.,  distinct  des  premiers.,  repj^ésentées  par  des 
formules 


z 


Zi  = H  ^1 


les  fonctions  f(x),  cp(a7),  '\i{x)  ne  dépendant  que  des  coef- 
ficients A,  B,  G,  D. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  r intégrale  définie 

^ni=    I  — dx, 

J  X"^  —  I 

m  étant  un  nombre  entier  positif  supérieur  à  3. 
Cas  particulier  oà  m  =  j,  5,  6. 

(Octobre  191 1.) 

Poitiers. 

Epreuve  tiiéorioue.  —  I.  Étude  des  intégrales  d'une 
équation  différentielle  linéaire  au  voisinage  d'un  point 
singulier , 
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II.   On  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles 

IX       dt 


d'- 

t 

-h 

I 

d^t 

-^- 

dU 

da 

372- 

-  I 

dz^ 

x"^  —  i   dx 


1°  Montrer  que  cette  équation  admet  une  infinité  de 
solutions  de  la  forme 

t  =z  uvw, 

u  étant  une  fonction  de  la  seule  variable  x,  v  une  fonction 
{transcendante)  de  la  seule  variable  y,  w  une  fonction 
(transcendante)  de  la  seule  variable  z.  et  v  et  w  satisfai- 
sant respectivement  aux  équations  linéaires 

d^v  „  d^w        j^  ^  j  , 

h  /«2  (^  =  o,  — T— r k^w  =  o         (melk  constantes  ). 

dy^  dz^ 

1°  Montrer  que  u  est  alors  solution  d'une  équation  dif- 
férentielle linéaire  du  second  ordre.  Cette  équation  a 
deux  points  singuliers  à  distance  finie.  Etudier  la  forme 
des  intégrales  u  au  voisinage  de  ces  points. 

III.   1°  Développer  la  fonction  y  =  —  en  série  trigonomé- 

trique  dans  l'intervalle  —  ti,  -h  u. 
1°   Trouver  la  somme  de  la  série 

cosa? ;  cossa? -+- —  cos3a7 — ...         pour        — ix  <  a?  <  ir, 

et  démontrer  que  cette  série  converge  seulement  pour  les 
valeurs  réelles  de  x. 

Épreuve  pratique.  —  I.  Intégrer  l'équation  aux  diffé- 
rentielles totales 

(zy  -+-  z)  dx  ^  (z  —  2x)  dy  —  (x  -}-  y)  dz  =  o. 

II.  Calculer,  en  appliquant  la  méthode  des  résidus, 
l'intégrale  définie 

'^"^  d^ 


f 


{a  +  6cos6)2 

(Juillet   1912.) 


Épreuve   théorique.  —  I.   Appelant  F{x)   une  fonction 
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de  xholomorphe  dans  un  cercle  S  de  centre  a  et  désignant 
par  t  une  quantité  telle  que  l'inégalité 

I  /  F(^)|  <  |,r  —  a  I 

soit  satisfaite  en  tous  les  points  du  contour  de  S,  démontrer 
que  Véquation  en  x 

X  =  a  ->r  t^  [x) 

a  une  racine  et  une  seule  à  l^ intérieur  de  S. 

IF.   Désignant  par  y  la  racine  de  Véquation  en  x 

X  =  i  -\-  t  x^ 

qui  se  réduit  à  l'unité  pour  t  =  o,  montrer  que  cette 
racine  est  une  fonction  continue  de  t  au  voisinage  de  t  =^o, 
et  que  Von  a 

/i(/i-h3)    ^       n(/i -4- 4  )  (/i  H- 5)   o 
-^  2  !  3  ! 

n{n  -+-  5)(n-h6){n-^'j) 

tant  que  |  ^  |  <  7  • 

III.  Appelant  F(^)  un  produit  de  facteurs  primaires  de 
genre  3,  et  désignant  par  ï,  to,  co^  les  racines  cubiques  de 
l'unité,  montrer  que 

V{x)?{ixiX)¥{iM'^x) 

est  une  fonction  entière  de  genre  zéro  de  la  variable  x^ 
Donner  un  exemple. 

ÉpRELVE  PRATIQUE. —  Calculer  l'intégrale 

/  g-ÎTl.r I 

(Novembre   1912.) 


dx. 


lipREUVE  Tm':oRiQLi'.  —  I.  Déjinition  des  produits  de 
facteurs  primaires  de  genre  p.  Etudier  la  convergence  de 
ces  produits. 
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II.  On  considère  une  fonction  réelle  F  (s)  nulle  pour  z=^o 
et  holomorphe  pour  |^|^i.  Séparant  dans  z  et  ¥  les 
parties  réelles  des  parties  imaginaires^  on  pose 

F(2)  =  P-t-iQ. 

Donnant  à  x  une  valeur  réelle^  fi^e,  moindre  que  i,  on 
séparera  les  parties  réelles  des  parties  imaginaires  dans 
les  intégrales 


rn^d.         et  f- 

J    z  —  x  J    I 


zx 


le  long  du  cercle  G  de  rayon  i  quia  son  centre  à  l'origine; 
et  l'on  démontrera  que 


£ 


2  7t 


X  sinO 


I  —  IX  COSU  H-  X' 


Q(cosesin6)(^e  =  'irF(;r). 


III.  Démontrer  que  l'intégrale  générale  de  l'équation 
différentielle 

où  p(x)  est  un  polynôme  en  x,  est  la  dérivée  logarithmique 
d'une  fonction  entière  de  x. 

Eprkuve  PR4TI0UE.  —  1°  Trouver  une  famille  de  surfaces 
du  second  ordre  constituant  une  intégrale  complète  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles 

(i)  x^-^  z^  =^  ixzp -\- yzq. 

2"  Trouver  une  famille  de  surfaces  du  second  ordre 
constituant  une  intégrale  complète  de  l'équation 

(2)  x^-\-  z^=  ixzp  -\-  yzq  -\-      ^ 


y' 

3°   Trouver  une  intégrale  de  V équation  {\)  qui  passe  par 

la  courbe 

z  =  o.         f\x^-[-  y'*^=  o. 

(Juin  1913.) 
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Rennes. 


Épreuve  théorique.  —  I.  Partie  analytique.  — Le  mouvement 
d'un  point  M,  rapporté  à  trois  axes  rectangulaires  0:r, 
O^,  O z  et  ayant  pour  coordonnées  semi-polaires  r,  6,  z^ 
est  défini  par  les  équations  différentielles 


d^ 
dt\ 

dz^   _    (^2-^^2)2 

dt  az' 

dr        r  (a^—  z^- 


{a  constant) 


dz        z  (a2-h^2j 


et  par  les  coordonnées  Tq,  6o,  Zq  de  la  position  Mo  que  le 
point  mobile  occupe  à  V instant  t^, 

1°  Trouver  la  relation^  en  termes  Jlnis^  entre  r  et  z^ 
puis  la  relation  en  termes  finis  entre  t  et  z  et  simplifier 
cette  dernière  en  posant 

z  =  a  tangcp. 

2"  5f,  dans  les  relations  précédemment  obtenues^  on 
regarde  t  et  t^  comme  des  constantes^  on  définit  une  cor- 
respondance entre  les  points  Mo  et  M.  Montrer  que^  à  une 
courbe  fermée  (Co)  située  dans  un  plan  parallèle  à  ccOy, 
correspond  une  courbe  fermée  (G)  située  aussi  dans  un 
plan  parallèle  à  xOy  et  que  les  projections  des  courbes  {C^,) 
et  (G)  sur  xO y  sont  homothétiques par  rapport  au  point  0  ; 
trouver  la  relation  entre  les  aires  Ao  et  A  limitées  par  ces 
courbes. 

3"  Soient  (S)  la  surface  engendrée  par  la  courbe  (G),  qui 
vient  d'être  définie,  quand  t  varie  de  tx  à  t^\{  V)  le  volume 
limité  par  la  surface  (S)  et  par  les  plans  qui  contiennent  (G) 
aux  instants  ty  et  te,.  Calculera  en  fonction  de  a,  5oi  ^oi  ^i>  ^t-- 

4"  Calculer  -r-  en  fonction  de  r  et  de  z.  puis  les  projec- 
tions u,v.,w  de  la  vitesse  du  point  M  sur  les  axes  Oa?,  Oy^  O  z. 
Montrer  que  V intégrale 

Ji     u  dx  H-  V  dy  -+-  w  dz, 


(  47»  ) 

prise  le  long  d'une  courbe  fermée  (Y)  située  dans  un  plan 
parallèle  à  xOy^  est  nulle  et  que  lejlux  duvecteur{u^  p,  w) 
à  travers  une  surface  fermée  quelconque  (S)  est  nul  aussi. 
[On  appelle  flux  du  vecteur  (w,  v,  w)  à  travers  une 
surf  ace  fermée  (2)  l'intégrale 


ff 


(  M  cos  a  -h  p  cos  p  -h  w  cos  y  )  d^, 

(S) 

étendue  à  la  surface  S  oit  cos  a,  cos^,  cosy  désignent  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  extérieure  à  (2)  en  un 
point  de  l'élément  <^j.] 

II.  Partie  géométrique.  —  On  considère  la  surface 
réglée  (S)  engendrée  par  les  normales  principales  d'une 
courbe  gauche  (F). 

1°  Exprimer^  au  moyen  de  l'arc  s  de  (F)  et  de  la  lon- 
gueur l  portée  sur  la  normale  principale  à  partir  du 
point  M  de  la  courbe  (F),  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  P  de  (I.),  le  dS'^  de  cette  surface. 

Former  l'équation  du  plan  tangent  au  même  point.,  et 
vérifier  que  la  normale  à  la  surface  (S)  au  point  P  peut 

s'obtenir  en  composant  un  vecteur  égal  à  \  —  —  parallèle 

à  la  binormale  de  {V)  et  un  vecteur  —parallèle  à  la  tan- 
gente de  {V)  au  point  M,  R  e^  T  désignant  suivant  l'usage 
les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  de  (F). 

2"  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  asympto- 
tiques  de  (2);  montrer  que  si  l'on  pose 

Rp  =  i,         Tt  =  i.  /X=i, 

l'intégration  de  l'équation  différentielle  obtenue  pour  \ 
considéré  comme  fonction  de  s  se  ramène  à  la  quadrature 


I 


dp  dx 

ds        ^  ds 


11 


La  courbe  (F)  est  ligne  asymptotique  de  la  surface  CL), 
Éprkuve  pratique.  —  Si  l'on  désigne  par  ou  le  premier 
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memhre  de  V équation  aux  dérivées  partielles 

d'^u        âUi        au 

i"   Vérifier  que  Von  a 

s>/WTx       •«.•NTT        tt:>^  d\  à\^  d\  à\} 

ô(aU)  =  aoU  +  U8a-i-2-- — ^ 1-2- — , 

ox  Ox  oy  ay 

\  et  \}  désignant  des  fonctions  de  x,  y,  z. 
2"  Soit 

U  =  F(X,  Y,  Z), 

X,  Y,  Z  désignant  des  fonctions  de  x^y,  z;  écrire  le  déve- 

loppeinent  de  -——  h — — — — -  ordonne  suivant  les  dérivées 

ax^        oy^        ôz 

de  la  fonction  F(^,jk,  z)  par  rapport  aux  variables  X,Y,  Z. 

3°  Soient 

i^  =  XF(X,  Y,  Z) 
et 

Z  Z  Z  Z 

vérifier  que  l'on  a 

Déduire  de  là  que^  si  l'on  connaît  une  solution  de 
l'équation  ow  =  o,  on  peut  immédiatement  obtenir  une 
seconde  solution  de  la  même  équation. 

4"  Soit  

u=f(r,z)         où         r  =  ^x^-hy^; 

pour   que    u   soit    une  solution   de   l'équation   om=o,   on 

doit  avoir 

r^2  u         I    du         du 

dr^         r  Or         dz 

Chercher  une  solution  de  l'équation  ou  =  o  qui  soit  de 
la  forme 

A  e/  B  étant  des  fonctions  de  z.  (Juin  lyi  i.  ) 
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oiiesTioivs. 


2210.   Prouver  les  inégalités  suivantes  (sans  faire  usage  des 
dérivées) 


I  \  2m-hl 

m  /  \  m 


1        \2m+3 
\  m/      \         im  /       \         m  ->r  1/  \         2  m  H-  2/ 


■  H--iV'ï. 


m/     \         2  /?!  -h  1 

j         \  m+l  i 


<(i  +  T— )        C+rr::^'); 


m  -^  \.  I         \         lin  -\-'i  j 
im  -h  \       ^     ,       /  I  \  2 


4°  : ;  >  log     iH 1  > 

•2  m  { m  -h  i)  \         m  J        im  -\-  \ 

où  m  est  un  nombre  positif. 

T.  Ono. 

2211.  Soient  M  et  M'  les  extrémités  de  deux  demi-diamètres 
conjugués,  F  et  F' les  foyers  d'une  ellipse  E.  Les  droites  M'F', 
MF  se  coupent  en  P,  et  les  droites  M'F,  MF'  se  rencontrent 
en  Q.  Montrer  que,  quels  que  soient  les  demi-diamètres  OM  et 
OM',  le  quadrilatère  PMQM'  est  circonscriptible  à  un  cercle 
de  rayon  constant  (égal  au  demi-petit  axe). 

E.-N.  Barisien. 


ERRATA. 

(4<=  série,  t.  XIII,  p.  384.) 

au  lieu  de  :  lire  : 

Ligne    3 pour  p  est 

»        4 a/'-i— 6/'-'  aS>-\  —  b^>-\ 

»       i5  (  à  la  (in  ) hv-^  liv-- 

»       i'> Si  l'on  n'excepte  Si  l'on  excepte 


(  4«i  ) 


[A3aa] 

SUK  LE  THÉOUËUË  M  D  ALEMBËUT 
ET  LA  COM  IMITÉ  DES  FONCTIONS  ALiJÉBIlIQlES; 

Par  m.   Paul  MONTEL. 


M.  GoLirsat  a  donné  une  démonsliation  des  théo- 
rèmes d'existence  des  fonctions  iin|)llcltes  qui  repose 
sur  la  méthode  des  approximations  successives  de 
M.  Picard  (').  Je  voudrais  montrer  que  celle  méthode 
conduit  aussi  à  une  démonstration  simple  du  théorème 
de  d'Alembert  et  de  quehjues  propositions  fonda- 
mentales relatives  aux  fcaiciions  algébriques. 

1.   J'établirai  d'abord  le  théorème  suivant  : 
Considérons  ^ équation 

qui^  pour  t  =  o^  admet  la  racine  3  =  0;  cette  équation 
admet  aussi  une  racine  lorsque  t  est  voisin  de  zéro. 


Posons,  en  effet, 


-0   =  o, 

Zi  =  o(  Zi  ), 


■5/j  —   9(  3„  -t  ), 

Je  dis  que   la   suite   3,,,  3,,  ...,  z,i,  ...  a  une    limite, 

(')   Sur  la   théorie   des   fonctions   implicites  {Bulletin    île  la 
Société  mathématique  de  France,  t.  XWI,  1903,  p.  i8'|-i92). 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  L  XIII.  (  No- c  nbre  iç)i  î.)      01 
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racine  de  l'équalion  (i),  lorsque  n  croît  indéfiniment, 
à  condition  que  t  soit  suffisamment  voisin  de  zéro.  11 
suffit,  pour  cela,  de  démontrer  que  la  série,  dont  le 
terme  général  est  Un=  ^n  —  ^n-ii  est  convergente.  Or 
on  a 


A"  =  771 


W/l-Hl 


=  ^a^l  —  Za=  o{Zn)  —  ^(Zn-i)  =^  «/.(  5,^"  —  ^f,_,  ) 


OU 


k=zfn 


irt+1 


Un^(^k(^n    ' 


k  —  2 


Désignons  par  /'  un  nombre  supérieur  aux  valeurs 
absolues  de^„  et  ^,i_i,  par  a,,  la  valeur  absolue  de  a^, 
et  par  M  un  nombre  supérieur  à  la  somme 


10L, 


3  a; 


ma, 


On  aura,  si  r  <;  i , 

ii^|<y^a;,,-*-i<Mr. 

Soit  alors  /•  un  nombre  fixe  inférieur  à  l'unité  et  à  — rr» 

•jtM 

donnons  à  t  une  valeur  dont  le  module  soit  inférieur  à  -: 
je  dis  que  Zn  est,  quel  que  soit  7i,  inférieur  à  /•  en  valeur 
absolue.  On  a,  en  effet. 


..|<^, 


-a|<l^|-t-a'2J5,l2-4-, 
|^3J<|fl-4-a;i«2l2- 


a;nl^i|'"<^  +  Mr2<  ^-t-^  =/•, 


^2  1 


<  -  -t-Mr2<r, 

"2 


M/j|<'% 


Donc,    on    a    |  ^/,  |  < /•,    quel    que   soit  /?,   et,   par 


suite, 


Un 
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<;  -•  11  en   résulte    que    la    suite    2„    est 

convergente  :  désignons  par  z  sa  limite,  :;  est  racine  de 
l'équation  (i),  car  si  dans  l'égalité 

on  fait  croître  n  indéfiniment,  il  vient 

La  proposition  est  établie. 

2.  Une  conséquence    immédiate    du    théorème    que 
nous  venons  d'établir  est  la  suivante  : 

Si  t  équation 

admet  pou/'  u  =  Uq  une  racine  simple  Zq,  cette 
équation  admet  aussi  une  racine  lorsque  u  est  voisin 
de  Uq. 

Posons  en  efFel 
l'équation  s'écrit  alors,  puisque /(«„,  z^)  =  o. 


h^ 


=  o 


ou,  puisque  y*2  (^«»  '^o)  est  différent  de  zéro. 


Cette  dernière  équation  possède,  d'après  le  théorème 
précédent,  une  racine  h  lorscjue  t  est  voisin  de  zéro; 
donc  l'équation  considérée  admet  une  racine  z  lorsque 
u  est  \oisin  de  w,,. 
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3.  J'établirai  maintenant  la  proposition  suivante  : 

SI  l'équation  /(z^  u)  =  o  n'admet  pas  de  racine  z 
pour  u  =  Uq,  elle  n  a  pas  non  plus  de  racine  pour 
des  valeurs  de  u  voisines  de  Uq. 

S'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  pourrait  trouver  une 
suite  de  valeurs  de  u  ayant  pour  limite  Wq,  pour 
chacune  desquelles  l'équation  aurait  une  racine  :  soient 

Wj,    M2i    l^Si    .  •  •  )    f^hi,    •  •  . 

ces  valeurs  de  «,  et  ^ 

-2^1)   -^25   ^ii    •  •  •  1    ^n,    •  •  • 

les  valeurs  correspondantes  de  z.  Désignons  par  N  un 
nombre  supérieur  à  tous  les  |  u,i\  et  aux  nombres  |  a,  |, 
\a2l  l^sl,  ...,  |«m_t  [.  On  a  (') 

Les  nombres  z„  ayant  leurs  modules  bornés,  on  peut 
extraire,  de  la  suite  qu'ils  forment,  une  suite  nouvelle 

■^l'i"  ^pi^  ^Pii  •  •  •  '  ^/'«'  •  •  • 
admettant  une  limile  unique  :;o  (')•  ^^  dis   que  3,,   est 

(*)  C'est  ici  que  s'introduit  l'hypothèse  que  le  premier  membre 
de  l'équation  est  un  polynôme  :  le  théorème  précédent  s'applique  à 
une  fonction  transcendante  entière;  il  n'en  est  plus  de  même  pour 
celui  qui  nous  occupe. 

('-)  On  peut  le  montrer  delà  manière  suivante  :  soit  3„  =  ■37,,+  iy„'r 
les  nombres  x,,  sont  bornés  :  apppelons  x^  leur  borne  supérieure, 
par  exemple;  on  peut  extraire  de  la  suite 

'^  11       "^2'       "^3'         •  •  •  >       "^^ii'         •  •  •  > 

une  suite  nouvelle 

•37/^,,      Xq^_,      ^<f3>       •••»      '^(/n^       ••• 

ayant  pour  limile  unique  le  nombre  x^.  Les  nombres 

rqn     r'h^     }'•],>      ■•"     Xqn^      ••• 
sont  aussi  bornés:  appelons^,,  leur  borne  supérieure,  par  exemple; 
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une  racine  de  l'équation /(5,  i{q)=zo.  On  a,  en   effet, 

Or,  si  l'on  fait  croître  n  indéfiniment,  z^,^  a  pour 
limite  ::q  et  ^<^,  a  pour  limite  ««  î  P»"'  suite,  comme 
y(s,  «)esl  continue  en  z  ei  en  «, 

/(-o,  «o)  =  o, 

ce  (|ui  contredit  rhvpothèse.  On  ne  peut  donc  pas 
supposer  que  l'équalion  admetle  des  racines  lorsque  u 
est  voisin  de  Uq. 

4.  Nous  pouvons  maintenant  élal)]ir  le  théorème  de 
d'Alembert.  Considérons  l'équation 

<2  )  /(^.  m)  =  a  H-  «i  «  -h  «2-3^-^-  •  •  •-+-  «m  2"'  =  O 

et  soient  Ç,,  sa,  S35  •••?  sa  toutes  les  racines  de  Téqtia- 
tion  dérivée  en  z 

ai-\-  iaiZ  -h .  .  .-h  m  a„i  z'"-  ^  =  o. 

Pour  que  i^,  soit  racine  de  l'équation /(5,  n)  =  o,  il 
faut  que  u  prenne  la  valeur  w,   donnée   par   l'équation 

f(Xi,iu)  =  o. 

Marquons  dans  le  plan  de  la  variable  n  les  points  O, 
l*,,  P2,  ...,  Pa,  correspondant  lespeclivement  aux 
valetirs   o,  ^/,,  U2-)  .-.,  ff/i  de   n   (').    Pour  ces   valeurs 

on  peul  exlidire  de  la  suite  ^^^  une  suite  nouvelle 

yp,^  yp-,,  yp.^    •••^  y  p.,,    ••• 

ayant  pour  limite  unique  y„.  Alors,  la  suite 

Zpii       Zp.^,       Zp^,        ...,       Zp„,       ... 

<i  pour  limite  uni<fue  ^„. 

(')  Un  ou  plusieurs  points  P,  peuvent  coïncider  avec  le  point  O, 
mais  cela  ne  modifie  en  rien  le  raisonnement  qui  va  suivre,  car 
4'«3(juation  a  toujours  une  racine  sirrtplc  en  O. 
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de  w,  l'équatioii  a  m  ne  racine.  Prenons  une  valeur 
quelconque  de  u  différente  des  précédentes  et  soit  Q 
le  point  correspondant  dans  le  plan  des  w;  je  dis  que 
l'équation  a  une  racine  en  Q.  Supposons  en  effet  qu'il 
n'en  soit  pas  ainsi  et  traçons  le  segment  OQ  ;  ce 
segment  peut  contenir  ou  non  un  point  P,;  admettons 
d'abord  qu'il  n'en  contienne  aucun.  Soit  Qi  le  milieu 
de  OQ  :  si  l'équation  n'a  pas  de  racine  en  Q,,  je 
remplace  le  segment  OQ  par  le  segment  OQ,  ;  si  l'équa- 
lion  a  une  racine  en  Q,,  je  remplace  ce  segment  OQ 
par  le  segment  Q,Q.  Appelons  Q,Pi,  le  nouveau 
segment  et  soit  Q2  son  milieir;  je  remplacerai  de  la 
même  manière  ce  (lerniei  segment  par  un  segment  Q2R2? 
situé  aussi  sur  OQ,  ayant  une  extrémité  en  Q^  et  une 
longueur  deux  fois  plus  petite  que  celle  du  précédent, 
et  ainsi  de  suile.  Je  forme  de  cette  façon  une  suite  in- 
finie de  segments 

Q,R,,     Q2R2,     ...,     Q«R«,     ... 

emboîtés  chacun  dans  tous  les  précédents  et  ayant  pour 
limite  un  [)oint  U.  Considérons  l'un  de  ces  segments  : 
pour  l'une  de  ses  extrémités,  l'équation  a  une  racine  et, 
pour  l'autre  extrémité,  elle  n'a  pas  de  racine;  donc, 
dans  le  voisinage  du  point  U,  il  y  a  des  points  ou 
l'équation  n'a  pas  de  racine  et  des  points  où  elle  a  une 
racine.  Or,  ce  résultat  est  en  contradiction  avec  les 
théorèmes  précédents^  car,  si  Téquation  a  une  racine 
en  U,  cette  racine  est  simple  puisque  le  segment  OQ 
ne  contient  aucun  point  P,,  et  l'équation  a  une  racine 
pour  tous  les  points  voisins  de  U  et,  si  elle  n'a  pas  de 
racine  en  U,  elle  n'a  j)as  de  racine  dans  le  voisinage 
deU. 

Supposons  mainlenantque  le  segment  OQ  conlienne 
l'un  des  points  P^  et  soit  Q'  un  point  du  plan  choisi  de 
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manière  que  ni  le  segment  OQ',  ni  le  segment  QQ'  ne 
contiennent  aucun  point  P,.  D'après  le  raisonnement 
précédent  appliqué  au  segment  OQ',  Téquation  a  une 
racine  en  Q'  et,  en  répétant  sur  le  segment  QQ'  le 
même  raisonnement  dans  lequel  le  point  Q'  jouerait 
maintenant  le  rôle  du  point  O,  on  montrerait  de  la 
même  manière  que  l'équation  a  une  racine  au 
point  Q  (').  Le   théorème  est  donc  démontré. 

o.  Nous  avons  démontré  dans  les  paragraphes  1  et  2: 
que,  si  une  équation  algébrique  (i)  admet  une  racine 
simple  pour  u  =  Mq,  elle  a  aussi  une  racine  dans  le 
voisinage  de  Uq.  En  examinant  de  plus  près  le 
raisonnement  qui  nous  a  conduite  ce  résultat,  nous  en 
tirerons  des  conséquences  plus  précises.  Considérons^ 
d'abord  l'équation  (i) 

(l)  jz  =  t-hCt-iZ^-h  OL^Z^^.  .  .-Ir-  Cli„iZ'"  =  cp  (  ^  )  ; 


lorsque  le  module  de  t  est  inférieur  à  -,  cette  équation 
admet  une  racine  z  donnée  par  le  développement  en 
série 

n  =  l 

dans  lequel  les  termes  sont  des  polynômes  entiers  en  ^,. 
0L.2,  ...,  «m  ;  le  module  du  terme  général  est  inférieur 
à  — >  donc  cette  série    est    uniformément  convererente 

f 

pour  I  ^1  <C  -  et  la  somme  z  est  une  fonction  continue 

de  la  variable  /  dans  le  cercle  U  |  <r  -  * 

'     '        '?. 

(')  On  pourrait  aussi  joindre  le  point  Q  au  point  O  par  un  arc 
de  courbe  ne  rencontrant  aucun  point  P-  et  répéter  sur  l'arc  OQ  le- 
raisonnement  fait  au  début  sur  le  segment  rectiligne  OQ. 
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Celle  racine  esl  la  seule  dont  le  module  soil  inférieur 
à  /•.  Soit  en  effet  Ç  une  antre  racine  de  module  inférieur 

à  /•;  on  a  Ç  =  o(J^),  donc 

fi  r=  fH 

/>  =.  2 

par  suite, 
d'où 

h.+i-r|<^(^i-0; 

donc  la  suite  :;,; — "C,  a  pour  limite  o  lorsque  n  croît 
indéfiniment,  c'est-à-dire  que  :;  =  Ç,  ce  qui  contre- 
dirait l'hypothèse.  La  racine  z  est  d'ailleuis  une  racine 
simple  :  en  effet,  une  racine  multiple  de  1  équation  (i) 

devrait  vérifier  l'équation 

i  =  <f'{zy, 

or,  puisque  |  z  |  est  inférieur  à  r,  on  a 

A-  =  m 


|'f(z)|<2A'a',./-<i 


A- =2 


donc  '^'(s)  ne  peut  être  égal  à  l'unité. 

Le  terme  général  de  la  série  (3)  est  un  polynôme 
entier  en  t,  ao,  a.,,  ...,  a,,^;  supposons  que  les  a/  varient 
de  manière  à  toujours  vérifier  l'inégalité 


A  =2 


on  en  déduit  que  la  racine  z  est  une  fonction  continue 
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lies  variables  t,  a^,  ...,  ^m  dans  le  voisinage  des  valeurs 
initiales. 

Passons  maintenant  à  réqualion  (2);  la  valeur  de 
z  —  Zq  est  donnée  par  la  série  placée  au  second  membre 
de  l'égalité  (3)  dans  laquelle  on  a  fait  les  substitutions 

U  Uq  fz>  (^o,  "0) 


/=(2o,  "0)  '  iî/i('S0,  «0) 


La  racine  :;  est  donc  fournie  par  une  série  dont  les 
termes  sont  des  fractions  rationnelles  par  rapport  aux 
coefficients  w,  ai,  a^^  ...,  a,„  de  l'équation.  Supposons 
que  ces  coefficients  varient  de  manière  à  satisfaire  aux 


inégalités 


k'x',,  <  M, 


.A(«o,  Wo) 


on  en  conclut  que,  si  V équation  (2)  a  une  racine 
simple  pour 

elle  admet  une  racine  simple  unique  voisine  de  la 
première^  lorsque  les  coefficients  w,  a,,  ...,  a  m  sont 
voisins  de  Uq,  a",  ...,  rt"^,  et  cette  racine  est  une 
fonction  continue  des  coefficients. 

Remarquons  enfin  que,  si  les  coefficients  sont  réels, 
les  termes  des  séries  ont  aussi  leurs  coefficients  réels  et 
leur  somme  est  réelle  :  donc,  si  Inéquation  (2), 
supposée  à  coefficients  réels ^  admet^  pour  des  valeurs 
déterminées  des  coefficients^  une  racine  simple  réelle^ 
elle  admet  aussi  une  racine  simple  réelle  et  continue 
pour  des  valeurs  voisines  de  ces  coefficients. 

6.  Le  mode  de  raisonnement  qui  nous  a  servi  dans 
la    démonstration    du    théorème    de    d'Alembert   peut 
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aussi  être  utile  dans  un  certain  nombre  de  questions 
relatives  à  la  continuité  des  racines  d\ine  équation 
algébrique. 

Supposons,  par  exemple,  que  Tes  coefficients  de 
l'équation 

aQ-h  aiz  -^  a^z^ -{-...-}-  a,nZ'"=  o 

soient  des  fonctions  continues  réelles  de  deux  variables 
réelles  x  et  y,  des  polynômes  par  exemple,  et  propo- 
sons-nous de  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles 
de  cette  équation  suivant  la  position  occupée  par  le 
point  P,  de  coordonnées  x,  y  dans  un  plan  rapporté  à 
deux  axes  Ox^  O^.  D'abord,  si  au  point  P  l'équation 
a  toutes  ses  racines  simples,  le  nombre  des  racines 
réelles  est  le  même  pour  le  point  P  et  pour  les  points 
voisins  de  P. 

Construisons  alors  la  courbe  C,  lieu  des  points  P 
pour  lesquels  l'équalion  a  une  racine  double;  celte 
courbe  partage  le  plan  en  régions  et  y.  dis  que,  dans 
chacune  de  ces  régions,  le  nombre  des  racines  réelles 
demeure  le  même.  Soient  en  effet  A  et  B  deux  points 
appartenant  à  la  même  région;  je  vais  démontrer  qtie 
le  nombre  des  racines  réelles  est  le  même  en  A.  et  en  B  : 
supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi  et  traçons  le 
segment  AB.  Admettons  d'abord  que  ce  segment  ne 
traverse  pas  la  courbe  C  et  désignons  par  A,  le  milieu 
de  AB.  L'un  au  moins  des  deux  segments  A  A,  ou  A,  B 
est  tel  que  le  nombre  des  racines  réelles  n'est  pas  le 
même  à  ses  deux  extrémités.  Je  remplace  le  segment  AB 
par  l'un  de  ces  segments,  de  longueur  moitié  moindre, 
que  j'a})pelle  A,  B,  ;  j'opère  de  la  même  manière  sur  le 
segment  A<B,  et  je  le  remplace  par  un  nouveau 
segment  A2B2,  etc.  Je  construis  par  ce  procédé  une 
suite  infinie  de  segments  emboîtés  AB,  A,  B,,  A2B2,... 
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qui  ont  un  point  limite  P.  D'après  la  définition  de  ce 
point,  il  j  a  dans  son  voisinage  des  points  A^  et  B,  pour 
lesquels  les  nombres  des  racines  réelles  sont  dinérenls. 
Or  ce  résiillat  est  en  contradiction  avec  la  remarque 
que  nous  avons  falle  au  début,  car,  le  point  P  n'étant 
pas  situé  sur  la  courbe  C,  l'équation  n'a  que  des  racines 
simples  en  ce  point  et  par  suite  le  nombre  de  celles  de 
ces  racines  qui  sont  réelles  est  le  même  pour  tous  les 
points  voisins  de  P.  Admettons  maintenant  que  le 
segment  AB  rencontre  C,  nous  irons  de  A  en  B  par 
une  ligne  polygonale  dont  les  côtés  seront  assez  petits 
pour  que  cette  ligne  ne  rencontre  pas  C.  Pour  deux 
sommets  consécutifs  de  cette  ligne  polygonale,  le 
nombre  des  mcines  réelles  est  le  même;  donc  il  est  le 
même  aux  deux  extrémités  de  la  ligne.  L'application 
du  résultat  précédent  aux  surfaces  algébriques  est  évi- 
dente. 

7.  Considérons  encore  l'équation 

dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  en  x 
à  coefficients  réels  et  qui  représente  par  conséquent 
une  couibe  algébrique  L.  Marquons  sur  l'axe  des  x 
toutes  les  valeurs  réelles  de  ^  pour  les(|uelles  l'équation 
admet  une  racine  multiple  eu  y.  En  appliquant  aux 
segments  ainsi  déterminés  sur  l'axe  des  x  le  raison- 
nement qu'on  a  ("ait  tout  à  l'heure  pour  le  segment  AB, 
on  établirait  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion en  y  demeure  le  même  lorsque  x  reste  à  l'intérieur 
de  l'un  de  ces  segments.  On  déduit  aisément  de  là,  par 
un  raisonnement  classique,  que  le  nombre  des  branches 
de  la  courbe  L  qui  aboutissent  en  un  point  simple  ou 
multiple     de     cette     courbe     est    toujours     pair.    La 
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même  méthode,  appliquée  aux  coefficients  angulaires 
des  tangentes  en  un  point  quelconque  de  la  courbe, 
montrerait,  de  la  même  manière,  que  le  nombre  des 
branches  tangentes  à  une  même  droite  en  un  point 
donné  est  toujours  pair.  On  démontre  ainsi  qu  une 
courbe  algébrique  .n^a  ni  point  d'arrêt  ni  point 
anguleux. 

On  voit  que  ces  démonstrations  ne  supposent  pas 
qu'on  ait  établi  au  préalable  le  théorème  généial  de  la 
continuité  des  fonctions  algébriques,  mais  seulement 
la  proposition  relative  à  l'existence  d'une  racine  simple, 
c'est-à-dire  le  théorème  d'existence  des  fonctions 
implicites. 


SIR  OllEIOUES  APnJCATIOAS  DES  COORDONNÉES 
INTRIXSÈOIES; 

Par  m.   L.   BRAUDE,  à  Bieistadt-Wiesbaden. 


I. 

1.  En  divisant  les  rayons  de  courbure  d'une  courbe 
plane  (G)  en  un  rapport  constant  donné  ().),  de  sorte 
que  )v  =  00  corresponde  à  la  courbe  (G)  elle-même, 
A  =  o   à    sa    développée,   on   aura  (')   comme  lieu   du 

(' )  L.  BïiAUDE,  Ueber  einige  VeraUgemeinevungen  des  Be  griffes 
der  Mannheimschen  Kurve  (  Heidelberg,  191 1  )  ;  Ueber  die  Ai/rven, 
unter  deren  Zwischenevoluten  sich  Kreise  bejinden  {Monatskefte 
fdr  Math,  und  Physik^  V^ienne,  t.  XXIII,  1912,  p.  283-288).  — 
F.-G.  Teixkira,  Sur  les  courbes  à  développée  intermédiaire  cir- 
culaire {Monatshefte,  t.  XXIV,  1913,  p.  347-334).  —  E.  Turrikre, 
Généralisation  des  courbes  de  Ribaucour  {Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  J^*  série,  t.  XIII,  juin  191 3).  —  L.  Braudk,  Le*  rf^Ve- 
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point  diviseur  une  courbe  associée  que  j'ai  désignée 
comme  développée  intermédiaire  (a)  [Zwischenevo- 
lule  (a)].  On  peut  se  servir  de  ces  dérivées  pour  sim- 
plifier la  consli'ucûon  du  rayon  de  courbure,  pour  rec- 
tifier des  courbes  bien  connues,  enfin  comme  bases 
curvihgnes  pour  une  génération  uniforme  de  (G)  infinie 
de  l'ordre  2  ou  pour  une  autre  génération  de  (G)  infinie 
du  premier  ordre  ('). 

Gomme  la  normale  delà  développée  intermédiaire  (a) 
de  (G)  contient  toujours  le  point  diviseur  correspon- 
dant du  rayon  de  courbure  H(  de  la  développée  (G,) 
et  comme  la  normale  d'une  roulette  passe  toujours  par 
le  point  de  contact  du  profil  générateur  et  de  la  base 
curviligne,  nous  allons  déterminer  la  courbe  Mx, 
cjuUl  convient  de  faire  rouler  sur  la  développée 
intermédiaire  (X)  de  (G)),  pour  avoir  comme 
roulette  d'un  point  immobile  la  développée  inter- 
médiaire ().)  de  la  courbe  (G). 

2.  La  normale  du  point  courant  A  de  (G)  forme  avec 
celle  du  point  correspondant  Px  de  la  développée 
intermédiaire    (a)  de  (G)    un   angle    j,    pour    lequel 

ona(^) 

R,         d^ 

(0  tang?  =  T-i7  = 


X  K        X  ^5 

De   même  l'angle  C0|  de   la  normale  du    point    divi- 
seur l*>  de  Ri  avec  celle  de  (G|)  est  déterminé  par 

W  ^«"^^'^XRl^xTm^ 

l^a    tangente    1*àQ    ^^^     ^*«     forme    donc    avec     l'i\ 


loppéea  imparfaites  des  api  raies  sinusoïdes^  des  courber  de 
Jiibaucour  et  des  coniques  {Giornale  di  Mat.  di  Dattaf^lini,  t.  I^, 
1912,  p.  3io-32<S). 

(')  L.  Braude,  Tlièse,  p.   i\  et  4^. 

(-)  L.  lÎRAUDE,   Thèse,  p.  i'), 
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l'angle 

(3)  Sr  =  <PxPxQ  =  ?!-?. 

Pour  la  courbe  Mx  on  a  donc  les  Irois  propriétés 

A 


i"  L'arc  Si  est  égal  à  celui  de  (  Px),  savoir  ('  ) 

(4)  si=-^J^\'^dR^-^dR]', 

2^  L'angle  entre  le  ravon  vecteur  et  la  tangente  est 

(5)  2r  =  cçi  — cp; 

S""  Le  rayon  vecteur  PxP'x=  px,  où 


(6^ 


(^)  L.  Braude,  Thèse,  p.  i4- 
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On  aura  doJic  les  coordonnées  polaires  p,  to  de  Mx 
par  application  de  deux  équations  de  ces  trois  ;  on  a, 
par  exemple, 

tangS  =  p^ 

ou,  en  appliquant  (i)  et  (3), 

dto         ).(RR2—  R?) 


(7)  P^  = 


dp  R,(X2R2-K   R2,' 

en  introduisant  encore  p  et  dp  suivant  l'équallon   (6), 

on  aura 

^   ,.  ,         ds  X(RR2-R?) 

d'où  il  résulte  (') 

(8)  oj  =  arc  tang  ^-5-* 

A  R 

Suivant  les  coordonnées  polaires  de  Mx,  représen- 
tées par  (6)  et  (8),  on  aura  facilement  les  coordonnées 
cartésiennes,  savoir  : 

^    .  XR  R, 

(9)  ^= — -y       y  = ^• 

^  I  -h  A  -^  I  -^  A 

Soil  l'équation  intrinsèque  de  (C) 

(10)  /(5,  R)  =0; 

celle  de  (C,  )  : 

(11)  /,(R,  Ro  =  <>; 

On  appelle  (^)  donc  la  courbe  à   l'équation  carié- 


(')  L.  Bhaudb,  Thèse,  p.  2j. 

(')  A.  Mannmeim,  Principes  et  développements  de  Géométrie 
cinématique,  p.  5o).  Paris,  Gauthier- Villais,  1895.  —  II.  Wieleitnf.r, 
Spezielle  ebene  Kurven  {Sammlung  Schubert,  l.  LVI,  p.  327; 
Leipzig,  Gœschen,  1906). 
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sienne 

(12)        ,  f,{x,y)  =  o 

la  courbe  de  Mannheim  à  base  rectiligne  de  (C). 
De  là  il  résulte  : 

Quand  on  fait  rouler  sur  la  développée  intermé- 
diaire ()v)  de  (C|)  [(C()  étant  représentée  par 
J\  (5,  R)=  o]  la  courbe  à  Inéquation  cartésienne 

(i^)  -^M  "S^ — -'r(i-+->)J  =  O' 

on  aura  comme  roulette  d^un  point  quelconque  de 
V axe  des  x  la  développée  intermédiaire  (A)  d^ une 
développante  de  (Ci  )  ;  V enveloppe  de  Vaxe  des  x  est 
la  courbe  (Gj)  elle-même  (').  Sur  les  développées 
intermédiaires  (X)  et  ( —  X)  on  fait  rouler  deux  courbes 
semblables  dans  le  rapport  1  —  \:  i  +  A. 

3.  L'équation  intrinsèque  de  (G)  étafit  (*) 

(14.)  S  =  m      -_. 

V(r-' 

on  peut  la  remplacer  par  les  deux  équations 

(i5)  < 

/  R  =  c  sin     "(—  o\. 

Alors,  sur  la  développée  intermédiaire  (  A)  de  la  dé- 


(  '  )   Thèse,  p.  48. 

(^)  G.  LoRiA,  Spezielle  ebene  Kurven,  2"  édition,  Leipzig,  G.-B. 
Teubner,  191 1,  t.  II,  p.  395. 
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velop|)ée,  il  faut  faire  rouler  la  courbe 


(16) 


X  =  r-  sin     "to, 

I  -+-  A 


\  c  .  -(--^1)  (n  \ 

I    Y   =  r—  SI  n      \  «        /  10  COS  00  (  —  (o  =  cp  )  - 

\  -^        mil  -^  A)  \m  V 


Si  A=  zt  —  »  celle  courbe  esl  une  courbe  muULpli- 
m  * 

calrice  de  Clairaut  (*). 

En  faisant /i  =  I ,  on  aura  comme  courbe  (i4)   ""^ 

épicycloïde^  qui  a  la  représenlation  usuelle  (^) 
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(17) 


=  r    COS  m  z>  —  cos  (  [  -+-  /n  )  cp  I  , 

r  iH-  /n    .  .    ,  1 

sin  mo  —  sin(r  -H  m  )cp    . 

l     m  '  ^J 


y  =  r 


Celie  de  la  déi^eloppée  intermédiaire  (a),  c'est-à- 
dire  d'une  épitrochoïde  (^)  de  même  module,  est 
alors 

[                r  n-  m                   hx  1 

l  a?!  =  /'i     COS  m  (p cos  (  1  H-  m  )  cp    , 

(18)  '-   '"  .'''  :[ 

r  I  -f--  /;?    .                 ^'1    •    /  X     I 

I  ^i  =  /'i     sin/n(p ^  sin(  I  -+-  «0  f  J- 

OÙ 

,   „, ,                     X i'  2  m  -+-  I )  -f-  I  ,  ).( -i. m  A-  i)  —  \ 

(18)       /',=  /•-: — -,  hi  =  r 


(À  -+- 1  )  f  ■>.  /;<  -T-  I  )  ('  X  -4-  I  )  (  'i  ^/t  -t-  I  ) 


(')  G.  LoiuA,  loc.  cit.,  t.  II,  p.  379.  — C.  OK  Jans,  Les  niullipli- 
tions  de  Clairaut  (Gaiid,  191a).  —  L.  Buaudk,  Ueber  Roll-  itnd 
Fusspunktkurven  {Rend.  Cire.  mat.  Pal..^  t.  XXXIV,  igiS,  p.  286); 
Die  Teilkurven  der  Polarnorniale  und  Polarlangente  {/bid., 
t.  XXXIV,  1913,  p.  127-139). 

(^)  Skrret-Scheffers,  Differential-  und  fntegralrec/inunff, 
2"  édilion,  l.  I,  p.  390.  Leipzig,  Teubner,  igo'). 

(^)  H.  VViKLKiTNEii,  loc.  cit.,  p.  23o.  —  F. -G.  TEiXErnA,  Traite' 
des  courbes  spéciales  remarquables  planes  et  gauches,  l.  II,  p.  202 
(Coïinbre,  1909).  —  L.  Braude,  Thèse,  p.  2r». 
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La  courbe  (17)  étant  semblable  à  sa  développée,  on 
aura  le  théorème  général  : 

Quand  on  fait  rouler  C ellipse 

,      .  ^^  «/  xo       \ir{m-\-\)'\'^ 

(19)  -+^H^^»  H- 1)^3^1^       \^^     ^J 

sur  Vépicycloïde  allongée  ou  raccourcie  (18),  on 
aura  comme  roulette  du  centre  une  trochoïde  sem- 
blable à  la  base  curviligne;  en  remplaçant  (X)  par 
( —  X),  oîi  aura  une  seconde  génération  par  le  roule- 
ment d\ine  ellipse  semblable  sur  une  autre  épitro- 
choïde. 

Exemples.  —  a.  Si  2m  +  i  =  3,  c'est-à-dire  /?7i=  i 
ou  /?22  =  — 2,  la  courbe  (17)  est  une  cardioide  (^), 
dont  les  développées  intermédiaires  sont  des  limaçons 
de  Pascal  ;  de  là  il  résalle  : 

En  faisant  rouler  r  ellipse 

(20)  0C^^^\ly^^     (tTt)' 

sur  le  limaçon  de  Pascal 


a 


(21)  p  =  _^_^-^[3X-M  -4-(3X  — i)coscp], 

ce  gui  est  la  développée  intermédiaire  Çk)  de  la  car- 
dioide 

(21')         ;•  =  — (i-i-cGso)         ou         9R2-h^*  =  a2^ 
4 

on  aura  comme  roulette  du  centre  u?i  limaçon  qui 


(')    G.   LORIA,   lôc.   Cit.^  t.   I,    p.     162.    —     H.   WlELEITNER,    loC.   Cit., 

p.  i33.  —  R.-C.  Archibald,  The  cardioide  and  someof  its  reJated, 
Curves,  p.  2S  {Thèse.,  Strasbourg,  1900). 


(  ^m  ) 

est  à  (21)  comme  3  :  i  ;   ^ enveloppe  de  Vaxe  des  x 
est  la  cardioïde  (21  '). 

b.  La  cjcloïde  (m  =  o)  étant  congruente  à  ses  déve- 
loppées successives,  il  résulte  : 

Quand  on  fait  rouler  V ellipse 

sur  la  trochoïde  (  '  ) 

(•22')  X  =  r(^  —  /isin»,  j^  =  /-  —  /<  coscp, 

la  roulette  du  centre  de  (22)  est  une  trochoïde  con- 
graente^  représentant  la  développée  intermédiaire 

A  =  -; — -  de  la  cycloïde 

<2?/')  X  =  r{^  —  sincp),  y  z=  }{\  —  cos(p). 


c.  Les  développées  intermédiaires  des  para-  et 
des  hyper  cycloïde  s 

sont  des  para-  ou  des  hypertrochoïdes^  sur  lesquelles 
il  faut  faire  rouler  des  hyperboles^  pour  avoir 
comme  roulette  du  centre  des  hyper-  ou  des  para- 
trochoïdes. 

i.  Le  théorème  général  au  n"  2  conlient  encore 
quelques  autres  cas  remarquables.  Si  A  =  o  ou  A  =  od, 
l'équation  (9)  représente  l'axe  des  y  ou  des  x,  {\u'\\ 
faut  faire  rouler  sur  la  développée  pour  engendrer  la 
<léveloppanle  comme  roulelle  d'un   point  situé  sur  cet 

(,  '  )  I^.  Uhaudi;.  (Jiorn.  di  Batt.  {loc.  cit.). 


(  5oo  ) 

axe.  Sur  la  développée  moyenne  (X  =  i)  de  G,  on  fait 
rouler  une  courbe  semblable  à  la  courbe  de  Mannheirn 
de  G  dans  le  rapport  i  :  2.  En  posant  x'  ^=  x  {\  -\-X)y 
y'  =  y(iH-X),  et  alors  liin  X  =  —  i,  on  aura  par  un 
passage  à  la  limite  la  radiale  —  lieu  des  points 
extrêmes  des  rayons  équipollents  aux  rayons  de  cour- 
bure —  ;  la  courbe  (9)  est  alors  la  courbe  de  Mann- 
heirn et  nous  aurons  le  théorème  dérivé  d'une  autre 
manière  par  l'auteur  dans  un  autre  article  (  '  )  : 

Quand  on  fait  rouler  la  courbe  de  Mannheini  de 
Ça  sur  la  radiale^  de  sorte  que  V axe  des  x  passe  tou- 
jours par  le  pôle^   on  aura   comme    roulette   d^un 
point  de  V axe  des  x  la  radiale  d^ une  développante 
de  G. 

Pour  les  épi-  ou  les  liypocycloïdes  on  fait  rouler  une 
certaine  ellipse  (E)  sur  une  rhodonée  (R),  alors  la 
roulette  du  centre  est  une  rhodonée  semblable  (R'), 
celle  d'un  autre  point  de  l'axe  des  x  est  une  conchoïde 
de  (R').  Mais  comme  (-)  la  dévelo[)pée  intermédiaire 

\^= —  ; de  (17)  est  une  rhodonée  semblable 

(  2  7/1  H-  r  ;2         \    >  / 

à  la  radiale,  on  aura  encore  une  autre  génération  des 
rhodonées  et  de  leurs  conchoïdes  toute  semblable  à  la 
première. 

Si  X  =  ib  1   la   développée  intermédiaire  (') 

est  le  cercle  fixe,  sur  lequel  il  faut  faire  rouler  comme 


'1 


'q 


courbe  (9)  une  circonférence,  pour  avoir  la  cycloïdale 
elle-même  comme  enveloppe  de  l'axe  des  x^  c'est-à-dire 


(')  L.  liuAUDE,  Rend.  Cire.  mat.  Pal.,  t.  XXXIV,  iqiS,   p.   i38. 
(')  L.  Braude,  Thèse,  p.  26. 

(')   Thèse,  p.  i5.  Voir  aussi   E.   Turrikre,  Swr  la  courbure  des 
lignes  et  des  surfaces  {Rend.  Cire.  mat.  Pal.,  t.  XXXVI,  igiS). 


(  5oi  ) 
d'un  diamètre  (').  La  roulette  du  centre  est  un  cercle 
concentrique,  mené  par  les  rebrousscments  de  la  déve- 
loppante semblable,  celle  des  points  extrêmes  de  ce 
diamètre  est  une  cycloidale,  qui  est  la  développée  inter- 
médiaire a  =  dz  de  la  dêveloppanle  à  points 

1  /n  -h  i  '  ' 

tjnples  (-). 

La  roulette  d'un  point  quelconque  du  diamètre  étant 
une  trochoïdale  du  nicme  module,  il  résulte  : 

Les  développées  intermédiaires 


■i  m  ->r-  i    \  a 


des  courbes  parallèles  de  la  cycloïdale  (17)  sotit  deux 
Irochoïdales^  sur  lesquelles  il  faut  faire  rouler  tou- 
jours deux  limaçons  de  Pascal  ou  deux  cycloïdes 
allongées  ou  raccourcies  pour  engendrer  ta  déve- 
loppante comme  roulette  du  pôle  ou  comme  enve- 
loppe de  V  axe  des  x. 

Pour  les  développantes  de  la,  néphroïde  de  Proctor 
(épicycloïde  à  deux  rebroussemenls),  les  développées 
intermédiaires  sont  deux  limaçons  de  Pascal^  dont 
nous  en  avions  trouvé  V un  dans  un  autre  ar- 
ticle {^). 

De  même,  pour  les  astroïdes  obliques  (développantes 
do  l'astroïde  régulière)  la  développée  intermédiaire 
À=  —  'i    est    une   cerlaine    Irocboïdt*,    la    développée 


(')  A.  Manniikim,  Géom.  cinentul.,  p.  11.  —  II.  WiKLi:rrM:R, 
toc.  cit.,  p.  206. 

(^)  L.  BuAUDE,  Tkèse,  p.  43;  Ueber  Parnllelhiirven  von  I\pi- 
iind  Hypozyktoïden  {Monatsiiefte,  Vienne,  t.  WIN,  i^iS,  suilout 
p.  K)2);  Question  dans  Vlntermédiaire.  l.  \l\,  i<»i:s  p.  217; 
l^éponses,  t.  \X,  1913,  p.  Si  et  108. 

( ')    Voir  la  note  piécéflcnle,  Monatsiiefte.  p.   nj'). 


(   5o2  ) 

intermédiaire  X=2  est  une  ellipse^  sur  laquelle  on 
fait  rouler  le  limaçon  pour  engendrer  V astroïde 
oblique  comme  roulette;  pour  l'astroïde  régulière 
l'ellipse  est  un  cercle,  pour  l'astroïde  à  deux  points 
triples,  on  aura  un  diamètre,  sur  lequel  on  fait  rouler 
une  cardioïde  (  '  ). 

Enfin  pour  les  para-  ou  les  hypercycloïdes  (-)  les 
développées  intermédiaires  sont  des  para-  ou  des  hjper- 
Irochoïdes  ;  pour  le  roulement  mentionné  le  profil 
générateur  est  une  hj'perbole,  la  roulette  du  centre  est 
une  iîjper-  ou  une  paratroclioide. 

Si,  par  exemple,  la  base  curviligne  est  une  Summen- 
ou  Differenzenspirale  (') 

(24)  r  =  rt(e"'9±  e-'«?), 

la  roulette  est  une  Di fferenzen-  ou  Summeiispi- 
rale. 

IL 

o.  Regardons  quelques  exemples  d'une  génération 
uniforme  des  courbes,  mentionnée  dans  un  autre  ar- 
ticle ('•)  : 

Nous  allons  déterminer  pour  quelques  courbes  (C) 
la  courbe  ^Xj  qu'il  faut  faire  rouler  sur  le  lieu  du 
point  Pi^  divisant  la  normale  polaire  de  (G)  dans  un 
rapport  constant  k\  \,  pour  avoir  comme  roulette 
la  courbe  (G)  elle-même. 

Les  coordonnées  polaires  de   <ï>>    sont   [après    deux 

(')  H.  \Viklp:itnkii,  loc.  cit.,  p.  802. 

(-)  G.  LoiiiA,  loc.  cit.,  t.  H,  p.  119.—  F.-G.  Teixeiha,  loc.  cit.,. 
t.  II,  p.  218.  —  H.  Wuii-EiT.NKu,  loc.  cit.,  p.  211. 

(3)  G.  LoRiA,  loc.  cit..,  t.  II.  p.  68.  —  H.  Wieleitner,  loc.  cit.^ 
p.  262. 

(')  L.  Braude,  Rend.  Cire.  mat.  Pal.^  t.  XXXIV,    1913,   p.   i38. 


(  5o3  ) 

corrections  des  é(|ualions  (66)  et  (69)  de  l'article  que 
nous  venons  de  citer]  ' 


(25)  p=  :^ — »  Ci  =  Ato  H- arc  tanff  — , 

d'où  l'on  aura  les  coordonnées  cartésiennes,  savoir  : 

,    ..^  rcosAto  —  r'sinXo)  r  sinXco -h  r' cosXto 

(•25)         X=    r ,  V=  r 

Soit  donc  (C)  la  rliodonée 

(26)  r  =  a  sin  ma»; 

les  coordonnées  polaires  de  {^\)  sont 

C  ^        r~- » 

(•26')  j  '        i-+-X^  '  ^' 

'   .3  =  Xto -?- arc  tang(m  cot  mco)  ; 

les  coordonnées  cartésiennes 


(^6") 


a  .  .    . 

X  =  ^(cosAto  sin  mw  —  ni  sin  Aco  cosmto  ), 

i  -+-  >. 

y  =  r-  (  sinXu)  sin//io)  H-  m  cosXw  cosmw). 

I  -\-  A 


Par  décomposition  des  produits  de  fonctions  en 
sommes,  on  les  reconnaît  bien  comme  celles  d'une 
épitrochoïde  {^). 

Les  coordonnées  intrinsèques  sont  : 

1   5'  = ^   /  doi  v/(X  —  r  )2  ni-  cos-  m  10  -h  {X  —  ni'^y^  sin''  m  oj, 

(27;  '  a     [(  X  —  I )2  m2  cos»  m  to  h-  (X  —  m^ )2  sin^  m 0)^/^» 

i       "  iH-  X  r  (  X  —  I  ;2  /n2  cos2  ^i  w  '  H  / 

'  L      -i-(X  — m2)'îin2/;M.)-f-(X  — i)(X— //?2)m"^ 


(')  G.  LoiUA,   /oc.  (77,   t.  1,   |).  .158.  —   F. -G.  Tkixf.iua,  loc.  cit.,- 
t.  II,  p.  211. 


(  5o4  ) 
d'où  il  résulte  : 

Quand  on  fait  rouler  sur  la  trocJioïdale 

y  =  — ^^^^(X  sin  m^^  sin6  H-  m  cos  m'\i  cos^), 
1  -f-  A 


la  trochoïdale  (27),  on  aura  la  rhodonée  (26) 
comme  roulette  du  centre  de  la  base  circulaire.  Si 
\z=z\^  on  aura  comme  base  curviligne  et  comme  profil 
générateur  deux  c/c/o^V/a/e'^  congruenles,  représentées 

En  faisant  de  même  \  =  m^,  on  aura  comme  courbe 
fixe  la  cjcloïdale 

<.9)  m^s^^R^-^Y        ^^^.^        J    , 

^ur  laquelle  il  faut  faire  rouler  la  courbe  (C),  repré- 
sentée, suivant  les  équations  (2^),  parles  coordonnées 
intrinsèques  : 

._    ,         „       a(i—m'^)m    .                         ,       a{\  —  m^-) 
<3o)      5=  r — sinmcp,  R   = — cosmcp, 

ou  par  Téqualion  intrinsèque 

^    ^  L     '  +  ''^      J 

Cette  courbe  (C)  est  donc  une  .symétrique  intrin- 
sèque (•)  de  (29). 

(')  L.  BuAUbv,  Tlièse^  p.  20;  inversement,  par  le  roulement  des 
radiales  de  ces  courbos,  c'est-à-dire  des  deux  rhodonées  r  =  csin  «9 

■et/\=  — sin->  on  aura  v'onjme  roulettes  des  pôles  les  cycloïdales 

•       n^        Al 
correspondantes  (voir  Thèse,  p.  '^o). 


(  5o5  ) 

Exewpi.es.  —  a.  Si  m  =^i^  on  fait  rouler  sur  l'as- 
iroïde  (  *  ) 
<3-2)  452-+-R2=aî 

une  courbe  congruenle,  pour  avoir  comme  roulette  du 
centre  la  rosace  à  quatre  feuilles;  en  faisant  rouler  la 
néphroïde 

(33)  4*2_+_,6K2^«2^ 

on  aura  de  même  celte  rosace  ;  en  Taisant  rouler  l'as- 
troïde  sur  la  népliroïde,  on  aura  la  rosace  du  mo- 
dule -• 

'2 

b.  Quand  on  fait  rouler  (/??  =  -),  la  cardioïde 


3. 
<34)  *2+9R2=.«2^ 

sur  riiypocycloïde  trlcuspklale  (-)  (en  couibure 
opposée),  on  aura  comme  roulette  un  trifoUum  régu- 
lier; par  inversion  du  roulement,  on  aura  une  rhodonée 

du  module  ->  qui  est  en  même  temps  un  limaçon  de 

Pascal. 

c.   Sur  la  campyle    d^Eudoxe  (')    (radiale   de    la 

chaînette) 

a 

il  faut  faire  rouler  la  parabole 
(3ï)  y  =  a  -\ 

(  ')    H.    WlELEITNEH,   loc.  cit.,   p.    129.    —     G.     LoiUA,   loc.  Cit.,    t.    I, 

p.  266.  —  K.-G.  Tkixeiua,  toc.  cit.,  t.  I,  p.  828. 

(^)  G.  LoniA,  loc.  cit.,  t.  I.  p.  i.')i.  —  F. -G.  Teixeira,  loc.  cit., 

t.   I,    p,    174.   —    H.   WlKI.EITNER,    loc.  cit.,   p.   l42. 

(3)  G.  LoiUA,  loc.  cit..   i.  l,  p.  3H3.  —  11.  Wielbitner,  loc.   cit., 
p.  71. 


(  5o6  ) 

pour  engendrer  comme  roulette  de  Torigine  la  courbe 
de  Cappa  (radiale  de  la  tractrice)  ('  ) 

d.  Quand  on  fait  rouler  la  trochoïde 
(36)  X  ^=  r^  —  Asincp,  y ^^  r — Acoscp 

sur  le  limaçon  de  Pascal 

(36')  p  =  r  —  h  coscp, 

de  sorte  q«ie,  suivant  le  théorème  de  Habich^  l'axe  des  x 
passe  toujours  par  le  pôle  du  limaçon  (2)^  on  aura 
comme  roulette  d'un  point  immobile  sur  l'axe  des  x  la 
podaire  d'une  développante  du  cercle 

(36")  p'=rcp  —  /isincp. 

De  même  quand  on  fait  rouler  le  limaçon  (36')  en 
courbure  opposée  sur  la  trochoïde  (36),  la  roulette  du 
pôle  est  une  développante  de  la  cjcloïde,  pour  la- 
quelle (36)  est  la  développée  moyenne  (X=  1);  le  cas 
spécial  /•  =  h  est  traité  dans  notre  article  cité. 


III 


6.  Regardons  encore  une  autre  application  àes  déve- 
loppées intermédiaires  pour  engendrer  un  système 
de  00^  courbes  dérivées.  Sur  la  développée  intermé- 
diaire (X)  de  la  courbe  à  l'équation  intrinsèque 

(37)  (G)^/(R,cp)  =  o, 


(')    G.  LORIA,    loc,    cit.,    t.   I,    p.    19G,   —   H.     WlKLEITNKR,    loc.    Cit., 

p.  74.  —  F. -G.  Tkixeira,  loc.  cit.,  t.  I,  p.  274. 
(^)  H.  WiELEiTNER,  loc.  cit.,  p.  3o8,  3ll. 


(   5o7  ) 
faut  faire  rouler  la  courbe  d'équation  polaire 

(37')  (R),)^/[^r(.  +  X),|j  =o, 

pour  avoir  (C)  comme  roulette  du  pôie  (').  C'est  la 
radiale  d'une  courbe  à  courbure  proportionnelle  {Oy)^ 
dont  nous  avoris  appliqué  la  courbe  de  Mannheim  Mx 
dans  la  première  partie  de  cet  article.  L'angle  polaire 
de  (3^')  correspondant  au  point  de  contact 

/  R 

P/.(^  =  o,  JK= 


est  égal  à  Àcs  ;  une  droite  g  menée  par  le  pôle  de  {'^"]') 
forme  donc  avec  la  tangente  de  (C)  l'angle  Xcs  —  a,  où 
a  est  une  constante  arbitraire,  déterminée  par  le  choix 
de  g.  L'équalion  de  g  dans  le  système  (tangente,  nor- 
male) de  (G)  est  donc  (-) 

(38)  ^=7  — ^tang(X9  — a)  =  o. 

Pour  avoir  les  coordonnées  x^  y  du  point  de  contact, 
il  faut  dériver  cette  équation  /[x^y^  5)  =  o  sous  la 
forme 

(39)  (_y_R)^_^!^  +  Rf;/=o, 

^  ^-^  ^  âj:  ôy  as 

la  déviation  cp  étant,  suivant  l'équalion  intrinsèque 
de  (G),  donnée  comme  fonction  de  l'arc  5.  On  aura 
donc 


40)        (j/—  U)  lang(Àcp  —  a)-+-r    iH —- =  o  ; 

'^  *  |_  cos^(  Acp  —  a)  J 


(  '  )    Thèse,  p.  \H. 

C)  Cesàho,  Lezioni  di  Geometria  irUrinseca,  p.  20  (Napoli, 
1906);  édition  allemande,  par  G.  Kowalewski  (Leipzig,  Tcubner, 
1900,  p.  >i).  —  W.  VViKi.KiTNEn,  loc.  cit.,  p.  173. 


(  5o8  ) 
de  (38)  et  (4o)  il  résulte 
R 


<4.)  ,  ^ 


X  =  Y  ^*"  (^'?  —  °')  cos()vcp  —  a), 

I  -+-  A 

y  =■  ^sin2(X',p  —  a). 

^  1  -h  A 


La  distance  /du  point  de  contact  P  (^,  y)  et  du  point 
correspondant  Po(x  =  o,  y  =  o)  de  (G)  étant 


R 


{/il)  r  =  \/x-'^y^=  y-^sin(Xcf  —  a), 

on  aura  P(^,  y)  comme  projection  du  point 

R     \ 


P'lx  =  o,y  = 


l 


sur  la  droite  g.    P'  est  le  point  correspondant  de  la 
développée  intermédiaire  (A). 

Par  application  des  formules  de  Cesàro,  il  résulte 

(43)         ^  z=z /i:cos(Xcp— a),  -^  =  A- siii(Xo  —  a), 

OÙ 

A:=  -3  V     .  JR)  sinfXcp  — a)-^('2X-+-i)Rcos()/f  — a)J, 
K(  I  -h  A) 

;?  =  arc  tang ^^^^  =  Ao  —  a. 
^  ÙX  ^ 

Les  coordonnées  intrinsèques   s,   R   de  l'enveloppe 
E),  a  de  ^  sont  donc 

s  =       k  ds  =  Y    /  c?.p[Ri  sin(Xcp  —  a) 

-h(2X-H[)  R  cos(Xcp  —  a)], 

-4-  (2X  +  1)  R  cos(Xcp  —  a)], 


fh  =z      I    -^^r     =(X  +  l)cp  —  a. 

J     R 


(  5o9  ) 

Oq  a  disculé  cette  dérivée  coinme  caiisticoïde  de  (C) 
en  appliquant  l'équation  magique 

X  coscp  -^ y  siii  o  — y*('-?)  =  o 

de  (C)  (  '  ).  Si  À  =  I  on  aura  la  caustique  proprement 
dite  pour  laquelle  la  construction  du  point  de  contact 
est  bien  connue  (-);  si  A  = y  on  aura  \dL  catacaus- 

tique;  si  X  =  o  la  dérivée  est  une  déi^eloppoïde  {^)y 
alors  la  construction  du  point  P(.r,j^)  est  celle  de 
Réaumur. 

Nos  recherches  sur  les  développées  intermédiaires 
no«is  font  déterminer  les  courbes,  pour  lesquelles  le 
rayon  de  courbure  de  la  causticoïde  Ex^^  est  divisé 
dans  un  rapport  constant  par  r intersection  de  la 
normale  avec  celle  de  (C)  ^  pour  ces  courbes  une 
certaine  développée  intermédiaire  de  (G)  est  une 
autre  développée  intermédiaire  de  Ex,a- 

Par  application  de  la  transformation  de  M.  Koestlin 
(rotation  constante  de  la  tangente  variable  de  Ex, a 
aulour  de  l'interseciion  avec  une  autre  courbe)  ('•), 
cette  propriété  ne  cesse  pas  d'avoir  lieu  ;  ici  cette 
courbe  de  transformation  (axe  curviligne)  est  la 
courbe  (C).  Soit  donc 

(r-Ha)Px=  ïï 


ou 


(46)  -T '—- h  ,-^ Kcos(Acp  — a) 

^  (X  -^  1)2  (A  H-  I)  ^    ^  ' 


a  H-  I 


T \\  co8(Xcp  —  a), 

>.  H-  [  ' 


(')  NiLS  Grank,    Ueber  Kurven   mit   gleicliartigen   successiven 
Développoiden,  p.  [\>.  (  Thèse,  l.iind,  iHg'i  ). 
(■')  G.  LoiuA,  loc.  cit.,  t.  II,  p.  3o3. 

C)    G.   I.OIUA,  /oc.   C/7.,  t.   H,  p.    261.    —   II.    \\  Ilil.KITNKR,   p.   177. 

(*)  E.  Koestlin,  Mitteilungen  des  Math.  /S'atunvissenscha/t- 
liclien   Vereins  Wiirttemberg,  2*  série,  t.  VIII,  190G,  p.  72-99. 


(   ^lo  ) 


d'où  il  résulte 
Ri 


(46') 


r     /•\  .        -  T  cos(Xcp  —  a) 

K  -"  sin(Àcp  —  a) 


Gomme   R,  =  -7-j    on    aura,    par    une    intégration 
simple, 


(47) 


R'=Csin        >^ 


X 


X 


7^) 


comme    équation    inlrinsèque    (R, 'i;)    de    (C).    L'arc 
étant 


(4;')  s'=fY{'d^, 

l'équation  intrinsèque  (5',  R')  est 


(48) 


a{\  -H  i) 


=1/ 


dK' 


V 


C'est  donc  la  même  famille  de  courbos  remarquables 
dont   les   développées  intermédiaires  (zh).)   ont   une 

pro|)riélé   correspondante   (').    Si    X= —  -  ■>   on   aura 

les  courbes  de  Ribaucour  (2)  ;  si  a  (i  +^)  —  (1  — A)  =  o, 
(48)  est  une  spirale  sinusoïde  (^)  ;  en  faisant  enfin 
'î\  —  rt  ( A  -f-  ])  =  o,  on  aura  une  cjcloïdale  représentée 

|)ar 

R  =  c  sin(Xcp  —  a), 

la  développée  intermédiaire  correspondante  est  la  base 
circulaire. 


(')   Thèse,  p.  2.3.  —  G,  Loria,  loc.  cit.,  t.  Il,  p.  295. 
(^)  G.  Loria,  loc,  cit.,  t.  II,  p.  29'). 

(^)  G.  Loria.  loc.  cit..,  t.  II,  p.  470-  —  H.  WiiiLEiTNER,  loc.  cit., 
p.  i3^.  —  F. -G.  Teixeira,  loc.  cit.,  t.  II,  p.  269. 


(   5..  ) 
Hegardons  comme  combe  (C)  la  cjcloïdale 

(49)  R  =  sinwcp, 
alors  on  aura 

(50)  R  = -; :r-— [m  cosmcp  sin  (Xco  —  a) 

(i  -H  A)2  ■■  '         '    ' 

-4-  ('iX  -1-  i)  sinm<p  cos(Xcp  —  a)] 

=  — ;— -  \(fn  -h  il  -+-  ï)  s\n\(7n  -h  X)o  —  a] 

-+-  (i\  -h  1  —  m)  s'in[(m  —  X)cp-f-a]  |. 

L'éqiialion  intrinsèque  est  donc 

ô  I        F/  ^       X  •   /  '^^  ^-  ^^  .       \ 

(il)      K  =  ; — -    (  /?i  -r-  2  A  -+-  I  )  SI  n      T 7  —  a 

-f-(2A-+-i  —  m)  sin  I  -TT (]> -h  a  1     . 

La  causlicoïde  est,  suivant  la  dénomination  de  l'abbé 
Aoust  (*),  la  résultante  de  deux  cjcioïdales,  dont 
l'extension  ne  dépend  pas  de  a;  on  l  aura  par  le  rou- 
lement de  la  rhodonée 

(52)  p  =  —, —  ^  sin 


(  À  -h  I  )  (  2  m  -h  I  )        X  (  2  m  -t-  1  ) 

correspondant  à  r  ellipse  (19),  sur  la  trochoïdale  (18) 
comme  enveloppe  d^ une  droite^  menée  par  le  pôle. 

Si    }^  :=  zb  m,    on    aura    deux    développantes    d'une 
cycloïdale,  représentées  [)ar 

_.  3m-f-i       .     /    'im     ,  \  sin  a 

R  =  — sin     ,L  _  a     H ; 

■i(ni-^\y        \m-i-i   ^         /        2(m-hi) 

( 53 )    {ou 

,,           ')//?  —  I       .     (    '\ni      ^  \  sin  a 

R  =  — ;-  SI  ri     ']; 


2  (  m  —  I  )"-^  '      \m  —  \  ^         )        i(  m  —  ])' 


(  '  )  Aoust,  Analyse  infinitésimale  des  courbes  planes,  p.  53. 
Paris,  Gauthier-Villais,  1873.  —  P.  Ehnst,  Die  Aoustsche  Resul- 
tantenkurs'e  {Jahresbericlit  der  K.  K.  Staatsoberrealsckule,  XV, 


(   5i2   ) 

en  faisant  a  =  o,  on  aura  deux  cjcloïdales.  Pour  la 
cycloïde  proprement  dite  (m  =  i),  la  dérivée  est  une 
autre  cycloïde,  qui  est  à  la  première  comme  1:2. 

Chaque  deuxième  rebroussement  de  la   dérivée  est 
situé  dans  un  rebroussement  de  la  première  courbe  (*  )^ 

Pour  la  néphroïde  {-)  lm  =  -\,  on  aura,  en  général,. 

une  astroïde  oblique  ;  elle  est  régulière 


ar'^ -h  j  ^  =  G-v  sia=o; 

si  m  =  zh  -  »  les  déiivées  de  la  cardioïde  sont,  au  pre- 
mier cas,  les  développantes  d'une  néphroïde^  par 
exemple  une  Caytey-Sexlik  (^)  ;  au  deuxième  cas, 
on  aura  un  cercle  dont  le  centre  est  le  rebroussement 
réel.  Pour  l'hjpocjcloïde  tricuspidale  (m  =  3),  la  dé- 
rivée est  une  courbe  congruente. 

De  même,  si  2X  H-  i  dz  m  =  o,  on  aura  deux  autres 
cjcloïdales   représentées  par 

(/M  -h  i)^  \  //i  -+-  i     ^  / 


(55)  R  =  - — '- ^sin 


\  m  •     I  ^  'fi  -+-  ' 


(  m  —  I  j2         y  ,fi  —  I 


-L  _ 


Suivant  ce  ihéorèmeon  aura  pour  la  cycloïde  (mr=i) 
une  cycloïde  congruente  ;  pour  V  hypocycloïde  stei- 
nérienne^  on  aura  une  astroïde  droite;  la  dérivée  de  la 
cardioïde  est  une  circonférence  ou  une  hypocycloïde 


Vienne,  1909).  —  Voir  aussi  noire  article  Rend.  Cire.  mat.  Pal.,. 
t.  XXXIV,  1912  :  Ueber  Roll-  und  Fusspunktkurven. 

(')  G.  LouiA,  loc.  cit.,  t.  II,  p.  3o5. 

(-)  H.  WiELEiTNER,  loc .  cit.,  p.  i39.  —  F.-G.  Teixeira.  toc.  cit.,. 
t.  II,  p.  170. 

(^)  Arghibald,  Tlièse,  p.  i3.  —  II.  Wieleitner,  toc.  cit.^'p.  i36. 


(  •^'■i  ) 

ti'icuspldalc  (').  En  appliquant  la  Iran  s  forma  li(3n  (45) 
à  une  spirale  logarithmique,  on  aura  des  courbes  trans- 
cendantes très  intéressantes,  qui  sont  à  regarder  comme 
généralisations  des  cj^c/o^'6/a/(?6"  (-).  On  les  aura,  en  fai- 
sant rouler  une  certaine  spirale  logarithmique  S,  sur  une 
autre  spirale  S2,  comme  enveloppe  d'une  droite  immo- 
l)ile  menée  par  le  pôle  de  S,,  si  les  arcs  des  deux  spi- 
rales mesurés  des  deux  pôles  jusqu'aux  points  de  con- 
tact sont  égaux.  L'équalion  intrinsèque  de  ces  courbes, 
que  nous  appellerons  épilogarithmoïdes on  hypologa- 
I  ithmoïdes  suivant  que  l'équation  intrinsèque 

(56)  R=  G  e'"?  sinncp  (/i>i), 

nous  fait  reconnaître  comme  cas  spécial  les  cjcloi- 
dales(m  =  o),  la  logarithmoïde  de  M.  E.  Koesllin 
i^n  z=r  1),  qni  correspond  à  la  cjcioïde  i^in  =  0,  /?  =  1) 
eJ  une  autre  courbe  bien  intéressante 

(57)  R  =  Gcp  e'«'-p 

(|iii  est  une  généralisation  de  la  développante  du 
cercle.  Nous  avons  mentionné  plusieurs  générations 
de  ces  courbes  dans  un  article  (•■^)  (pii  paraîtra  bientôt 
dans  les  Annules  de  C Académie  de  Porto  ('•). 


(')  (1.  LOIUA,  loC.  cil.,  l.  I,  p.  IJI.  —  n.  WlELKITNKR,  loc.  fit., 
p.    l4>. 

(*)  Elles  sont  lueiitionnées  par  G.  Loiua,  loc.  cit.,  t.  Il,  p.  260; 
(le  mèrne  par  N.  Grank  dans  sa  Tliéso.  v.     . 

(*)  L.  Bkaude,  Sur  (fuelqiies  généralisations  des  transfornia- 
tiom  de  M.  Koestlin. 

(^)  Voir  (le  mètne  notre  petite  œuvre,  qui  paraîlra  luentôl  dans 
la  colleclion  Scienlia  (l'aris,  (iaulliier-Villars),  intitulée  :  Les  coor- 
données intrinsèques,  théorie  et  applications. 

Ann.  de  Matliéinal.,  4*  série,  t.  XIII.  (  Novembre  »<j«3  )       33 


(  5i4  ) 

[Dl] 

SIR  lllVE  FORMULE  D'APPReXliMATIO]\  D'UNE  FONCTION 
OË  GRAND  NOMRRE; 

Par  m.   J.  MALAISE. 


On  doit  à  Olinde  Rodrigues  la  formule  suivante  : 

1 

d''(\  —  X^)"^^         ,  ,     I.3.5...(2/H-l)     .     r/  V  1 

__1 L =  ( —  i)" ^ ^sinT  n  H-  i)  arc  cos^r  |. 

Il  est  aisé  de  l'établir  en   partant  de  la  formule  qui 
donne  la  /i'""'"  dérivée  d'une  fonction  quelconque  de  ^^ 

^^"'^y^^  =  /^^a^yi  çp„(a72)  +  n  (n  —  i)  (2a:)«-2  cp„_,  (x^) 
dx'^ 

nin  —  i)  (/i  —  2)  (/i  —  3)  .    , 


I  .1 


^^^-'^'••^?-^^^'\2^y-'^v^cp.-,(^-^)+..., 


p' 


où  cp,(^2)  désigne  la  dérivée  t'^'"*  de  cp(/<)  par  rapport 
à  u^  dans  laquelle  on  a  remplacé  u  par  x^. 

D'autre  part,  M.  Darboux  a  démontré,  dans  son 
-célèbre  Mémoire  Sur  V approximation  des  fonctions 
de  grands  nombres^  que  si 

OÙ  k  t^l  fractionnaire,  on  peut,  pour  la  recherche  du 
coefficient  de  s",  substituer  à  f{x)  l'une  des  fonctions 

<p(a)(5-a)/S 


(  5-5  ) 

L'erreur  commise  eslde  l'ordre  — • 

ni' 

On  a  alors  pour  la  valeur  aj^  approchée  du  coefficient 

de  z"  de/{z)  : 

,    w       ,           A-(A— !)...( A^-/i -4-  0 
oc^'-na,[=  cp(a)(-i)«  ^, 

c3'(aM— 0"-^'      ^^ \ 


a   cp'(a)(—  i)' 


n  : 


2  !  ni 


Considérons  la  fonction  génératrice 

1 

,  1 

a"^  «  -+-  - 

et  remarquons  que-T-;^(i  —  x^)      "^  est    le    coefficient 

mulliplié  par  ni  de  t"  dans  le  développement  de  cette 
fonction. 

Supposons  que  (i  —  ^)  et  (i  -j-  :r)  aient  des  modules 
différents  et  que  |  i  —  ^1  <;  |  i  -i-  .r  |.  Il  y  aura  un  seul 
point  critique  sur  le  cercle  de  convergence  de  la  fonc- 
tion génératrice,  à  savoir  :  i  —  x  qui  joue  ici  le  rôle 
de  a  dans  la  formule  (i).  On  trouve  alors  aisément  : 

=  (—1)"    22(2/i-i-i).  .  .  3(i  — :r)2 

-  ^  (  -m-^i)  A 

—  2     2(2/i+  3)  (2/1 -h  l)  (-.m  —  l)  ..  .  !) i(,_;r)2 


- 4  /  ► X  ( 2  /n-  I  )  ( 2  n  —  1  )  , 


-^r--  ] 


(')  Celle    formule    est    mal     imprimée    dans    le    Mt-inoire    cilé 


(  5.0  ) 
Pour  Ji  tiès  grand   on  a,   en  se  bornant  au  premier 


terme, 


rfa?'» 


îi/i 


et  si  l'on  emploie  la  formule  de  Stirling 


n'* 


En  comparant  ce  résultat  avec  celui  de  Olinde 
Rodrigues,  on  trouve  la  formule  curieuse  où'  z  tend 
vers  zéro  quand  n  grandit  : 

sin  \{n  -h  j)  arc  cos  a?] 


i.3.5...(2/i-+-i)  /i" 


AVÎS. 


Au  cinquième  Congrès  international  des  Malliéma- 
ticiens,  à  Cambridge,  il  fut  décidé  que  le  sixième  Con- 
grès se  réunirait,  en  1916,  à  Stockholm.  Sa  Majesté  le 
roi  Gustave  V  fit  annoncer,  à  cette  occasion,  qu'il 
serait  disposé  à  mettre  ce  Congrès  sous  son  liaut  patro- 
nage. 


{Journal   de   Liouville,    1878).    Il   eu    e>t   de    même  de  quelques 
autres  formules;  ainsi,  page  i,5,  il  faut  lire  : 

iç,^  f(~^-  A,(A-i)!      A,(/i-2): 


(  5i7  ) 

En  oiiJre,  Sa  Majesté  a  lésolu  d'IioiHjrer,  par  «ne 
médaille  d'or  portant  l'image  de  Karl  Weierslrass  et 
par  une  somme  d'argent  de  3ooo  couronnes,  quelque 
importante  découverte  dans  le  domaine  de  la  théorie 
<les  fondions  analytiques. 

Ceux  qui  désireront  concourir  pour  ce  prix  devront 
envoyer  leurs  manuscrits  au  rédacteur  en  chef  des 
Acta  malliematica  avant  le  3i  octobre  191;),  cente- 
naire de  la  naissance  de  Karl  Weierstrass.  Les  Mé- 
moires, qui  pourront  tiaiter  un  sujet  se  rapportant  soit 
à  la  théorie  générale  des  fonctions  analytiques,  soit  à 
la  ihéorie  d'une  classe  importante  de  fondions  parti- 
culières, devront  porter  une  épigraphe  et  être  accom- 
pagnés du  nom  d  de  I  adresse  de  l'auteur,  indiqués 
ouvertement  ou  sous  pli  cacheté.  Ils  ne  devront  point 
^voir  été  publiés  antérieurement. 

Sa  Majesté  a  décidé  qu'un  rapport  sur  la  valeur 
scientifique  des  iNiémoires  envoyés  pour  répondre  à  la 
question  mise  au  concours  doit  être  présenté  à  Sa 
Majesté  par  les  membres  de  la  première  classe  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Suède.  Ces  membres  sont 
actuellement  :  MM.  Mittag-Lefller,  Falk,  Phragmén, 
Wiman,  Bendixson  et  von  Koch.  Aux  dits  membres 
sera  encore  associé  M.  Fredholm. 

Le  Mémoire  couronné  ainsi  que  les  Mémoiies  qui 
pourraient  être  jugés  dignes  d'êlre  signalés  comme 
particulièrement  remarquables  seioiit  imprimés  dans 
les  Acta  inathematicn.  Ils  ne  devront  pas  élre  aulre- 
ment  rendus  j)ublics  antéiieuremenl. 

Les  aulres  Mémoires  seront  renvoyés  à  l'adresse  que 
l'auteur  aura  indiquée  dans  ce  but. 

Les   Mémoires   pourront  être  écrits  en  alleujand,  v\\ 
;i»nglais  ou  en  français,  au  choix  de  l'auleur. 


(  ^)^^  ) 


SOLITIOXS  DE  OlESriO\S  PROPOSÉES 


2165. 

(  1910,  p.  527.) 

Soit  ABGDEF  un  hexagone  inscrit  ou  circonscrit  à  une 
conique;  soient  L,  M,  N  les  points  de  rencontre  respectifs 
des  couples  de  côtés  CD,  FA;  BG,  EF  ;  AB,  DE.  Démontrer 
la  relation 

AL.Dl.   BN.EN   CM. FM 


FL.CL  A^.D^^  BM.EM 


=  \ 


(Klug.) 


SOLUTION 

Par  M.  T.  Ono  (  Kagoshima). 

Soient  L',  M',  N'  les  points  de  rencontre  respectifs  des 
couples  de  droites  AG,  MN;  GE,  NL;AE,  LM.  Les  trois 
triangles  AFE.  EDG,  GBA  sont  coupés  respectivement  par  les 
transversales  LM,  NL,  MN.  On  a  donc 

AL  FM  EN '  _ 

^'^  FL  ËM  AN'  ~^' 

DL  G^  EN  _ 
^'^'  GL  ËÂf  ÏÏN  "^  '' 

CM   BN  AL'  _ 

^^'  BM  AN   CL'  ~^' 

lo  Dans  le  cas  de  l'hexagone  inscrit,  d'après  le  théorème 
de  Pascal,  les  trois  points  L,  M,  N  sont  en  ligne  droite;  ainsi 
donc  L',  M',  N'  sont  sur  cette  droite.  Alors  le  triangle  AEG 
étant  coupé  |)ar  la  transversale  L'M'N',  on  a 

EN'  AL'  GM'  _ 

^^  AN'   GL'  EM'  "  '' 

Ces  relations  (i),  (2),  (3),  (4)  donnent  de  suite,  par  multi- 
plication, la  relation  indiquée  en  question. 


(  5.9) 

2°  Dans  le  cas  de  l'hexagone  circonscrit,  d'après  le  théo- 
rème de  Brianchon,  les  droites  AD,  BE,  GF  se  coupent  en  un 
point  P;  ainsi  on  a  trois  systèmes  de  triangles  homologiques  : 

AFE,  BGD;       EDG,  FAB  ;       FED,  ABC. 

Donc  les  droites  BD,  BF,  FD  passent  respectivement  par 
les  points  N',  M',  L';  et  aussi,  les  deux  triangles  AEG,  DBF 
étant  homologiques,  ces  points  L',  M',  N'  sont  en  ligne 
droite;  on  a  donc  de  même  la  relation  (4).  Ainsi,  on  arrive 
au  même  résultat. 

2168. 

(  1910,   p.  r.28.  ) 

m  et  p  étant  deux  entiers  quelconques  et  G^j  désignant 
le  nombre  de  combinaisons  de  m  lettres  p  à  p^  on  a 

I  C*  G- 


m        m-i-p  —  (         m-^  p  —  2 

G 


(-0'"^=(-0 


2" 

S 

i 

m 

ip. 

1 
P 

— 

I 

G, 

>  - 

\ 

m 
-  I 

\- 

= 

( 

— 

..)/- 

-1 

P  p     C^i+;/ 


ri  rv-\ 


/>  —  2 


'         +...+ -!-)«,. 


m  —  />  -t-  i         nx  —  p  -\-  1  m  '     "' 


(Letierce.) 


SOLUTION 
Par  M.  T.  Ono  (Kagoshima). 


Au  moyen  de  la  méthode  de  décomposition  d'une  fraction 
en  fractions  simples  ou  bien  en  ayant  recours  à  l'induction 
complète,  on  peut  facilement  vérifier  l'identité  suivante  : 

G  2  ('"' 


I 

— 

( 

'  1 

X 

X 

—  I 

= 

(- 

-1)' 

X  —  2                                X  —  m 
in\^ 

x{x  —  I  )  ( -^  —  '.>.)...  ( X  —  m  ) 

Alors,  en  posant  a?  =  m -f- /?,  on  obtient  l'identité  1". 
Nous  allons   de    même   appliquer   la    méthode    d'induction 


(    52()    ) 

pour  établir  l'identité  î".   Supposons   qu'on  ait,  pour  quelque 
entier  m, 

p     P  —  i      p  —  1  1 


I 


yr?  4-  I         /n  —  p  -\-  1 

I  I 


/«  —  I         m 


on  peut  substituer  jt>  —  i  au  lieu  de  />,  et  l'on   aura 
î  ri  C'i  cp-i 

(2)       —- ^1^    +   _!li^^    _...  +  (_  ,)p-2^1^iL_ 

P  —  I  p  —  -i         p  —  i)  1 

=  (-.)"-■        ' 


c  ■ 


m  —  p  -\-  1        m  —  />  -h  o 


'     +-)G/r'. 


m  —  1         ni 
En  retranchant  membre  à  membre  et  en  remarquant  qu'on  a 

rp  _,    rp-\  —  rp  '"^    .      _  __!__  r/^ 

^-m  -^-  ^m      -  ^/»+i ,  ,^^  _^  -4-  ,    "    m  H-  I       '"+" 

on  obtient 

p  p  —  l  p  -—  •?.  '  '  '  I 

I  I 


=   (—  ^)^'~ 


m  —  p  -+-  j.        f/i  — /»  -+-  3 


m        ffi  -t-  1 


Donc,  etc. 

2185. 

(  li'l-i,  p.  4S.  ) 

Les  points  de  rencontre  des  ^génératrices  perpendi- 
culaires d'un  paraboloide  hyperbolique  sont  sur  une 
hyperbole  ;  les  plans  de  ces  génératrices  enveloppent  un 
cône  du  second  ordre  dont  les  lignes  focales  sont  perpen- 
diculaires aux  plans  directeurs  du  paraboloide. 

(Klig). 


j 


((    ^2tll     )) 

Paur  .H.  B^..  B(5«i]Waih?f- 

Soit  M  un  poiiBli  (ilm  |p6Hirab)®)llffi>ù(l«;  paiit  ©xm  gSK»$sftnitt  «ficuix  peine- 
ra trices  MA  et  MB  inÊ(cttam«gwillatiinites;„  scoxiif  JMd  lia  ii®itTiuaJI<e  em  9i 
à  la  surface,  le  tiirnèxfiinfe  ttitiii{i(K(t:naiBi<flle  iMABC  «»tt  din««S)iB35oriitt  an 
paraboloùle,  le  jpxîwiiiBft  M  a»n))jp)autt)u«nnt  dl©)«i<£  à  ThjfmihmM  H, 
intersection  de  1'»  SFODurflaHCtt  awe«:  M>m  ^^ùsm  flB«  iM®>n)ge;> 

Quanti  M  varie,  llœ  [pllaun  iMAK  (eaivdlffl^)g>)«  ll«  «xo)iii«  diB«:«S)iis«rrBl 
au  para  bol oiVle  1*  llfMng  flte  irihiy.ipHj'nttxî^lte  H..  S(8)ii«nili  S  Dr  sffl)ffl»iiiicl 
de  ce  cône,  SD  u iiKt  |pt£tr||wfiii(dliitt'nilinttiiiiff  à»  li'iiiii)dte«gi)llaîUB*dliiiiœ«'tUfnur*; 
un  plan  tangent  a.ni  |jttainaH»5)lb«[die;  iiB«nié  jpwbir  SB)) eMMii|{Dft  Ba scniiface 
suivant  deux  gé  ni«'ir<»ttiriKae$  uœ(cBa»m«iiillaù(uiees  MA  œil  MB>^  MI  A  ||»)»r 
exemple  est  perpeimâmnlbiniiff  à  ÎSP„  IMK  «stt  piœiiaillllèliff  à^î;;  ®>ts\, 
si  les  plans  direclîeinins  m<£  msmw.  |)ii«is  imxKltauw^iiilbiiii«s,,  iill  m*  geeiulty 
avoir  sur  la  surPacœ  aHe  <gfënDéua»tlinia«»  [paurcBDlIète  à  SP;;  dauns  Be 
€88  général  iVJA  ettMBaaaDnottdko^itG  ii*(5)Buis>yi«»«1t  S©  «stt  uunwe ff©««ll« 
<ln  cône  de  somiiuEtiS  tettofe  lloisœ  Bl.. 

Dans  le  cas  oui  ll«  ||DeRiraJlDG»li®iÏj«li<?'  eiesmfiidiéiiœ  œsft  fftgiiiiilbttftuff,,  De 
pliin  de  Monge  dte-vwiantt  Ite  |p)Ikaii\  BauitpsroU  awu  SBMifciiwfftî  ^  <ï««II« 
surface  et  le  cône  S  «bse  inKdliiiiilt  ai  œœ  |pU»iii„ 

Autre  solution  pnnr  Uft.  BP/»iWMW>.. 

WÊê.. 

(llHUZi.m'WH)) 

nombre  /:>*,  a  pouM<tuvtt  tètUrw  nuuiUy  Rs:  lumtnHvnw 


est  multiple  de  p.. 


<;_„.- «-"F 


IP.tti  TfL.  IL«.  (G'iutHmcii(Muai>.. 


((«;..  F. 


On  voit  tout  d.'aJtxixi(ti  (qim  lf1kivy]px»>ulkM:^Hrv  (^iixe  ^  (tM  uiut  iiK9)ruft)K« 
premier  impair  iitt  uiMmiditiui  uuiKnuiiM'iiei^HliiiHLtliiira),. (i'<i>n  |p<(«Miur^=n 
les  deux  valeu.r«^  |pxi«niliilitït  «tis;  ^  ((<«>  tttl  u)}  ipxuniuit'ltlittiiiU  luiint  wttitv- 
ficalion  directe. 


(    322     ) 

La  divisibilité  de  Cp    ^_     —  ( —  i)°,  comme  celle  de 

P(/>— 1)  "^  V  5 

par/?  est  évidente;  on  peut  donc  supposer  o  <  ^  </>  —  i.  En 
remarquant  qu'on  a 

V^  P(/'-i)       (P^)!.[P(^_,)_  PA-]I' 

on  voit  aisément  que,  dans  le  second  membre,  p  figure  à  la 
même  puissance  au  numérateur  qu'au  dénominateur.  C'est  ce 
que  l'on  constate  grâce  à  l'expression  bien  connue  (*) 


-iKp) 


t=:l 

qui  donne  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  p  divisant 
le  produit  m  !  =  1 .2.3  . .  .m.  [On  a  désigné,  suivant  l'usage, 
par  E(x)  le  plus  grand  entier  inférieur  ou  égal  à  x.] 

En  appliquant  cette  formule  au  numérateur  N  =  [P(p  —  i)]!, 
on  trouve 

et  pour  le  dénominateur 

P  —  r  P  —  r  P  —  I 

hj)  =  k h  (p  —  I  ) A 


p  -i  p  —  i 

donc  hji=  liD.  Les  puissances  les  plus  hautes  de  p  qui 
divisent  l'une  le  numérateur,  l'autre  le  dénominateur  de  la 
fraction  (i)  étant  les  mêmes,  ceci  aura  encore  lieu  pour  la 
fraction. 

(^.  pP.A-  _   P(^-,)...[P(;>-,)-P/.+.] 

^^  ^Pip-^)-  (P. A)! 

Ainsi,  en  supprimant  dans  certe  fraction  (i)   la    plus   haute 


(')    Voir,    par    exemple,    DirichliiT  -  Dedkkind,    Zahlentlieorie, 
p.  27. 


(  s^-^  ) 

puissance  de  p,  on  arrive  à  la  forme  suivante 

où  r  et  5  sont  premiers  avec  p. 

Cela  étant,  on  voit  que  la  congruencc 

(3)  r  =  (— 1)^-5         (mod/?) 

est  équivalente  à  la  congruence  proposée. 

Vérifions  cette  congruence  (3). 

Soit  t  ^  p  ^  a  —  1  ;  on  aperçoit  tout  de  suite  que  les  facteurs 
du  produit  1 .2. .  .  PA,  qui  sont  divisibles  par  /?^-^^  ont  la 
forme 


\p^  +  a,/?a-i  H-  .  .  .-+-  aa-p-i  pf^^'  +  «a-p/?^  =/p, 


ou 


o^X^/r  — i;     o^a,!/?  —  I  (f  =  I,  2,. .  .,  a  —  (3);     a  —  ^  7^  o. 

A  tout  facteur   de   cette   espèce  correspond   un  facteur  du 
numérateur,  à  savoir 

En  divisant  par  ^P  les   facteurs   qui   se   correspondent,    on 
trouve 

fa 

pour  les  uns  et 

pour  les  autres. 

D'autre  part,  il  est  clair  que  les  seuls  facteurs  des  produits 
considérés,  qui  contiennent/^*,  sont 

\p^,     2/?*,      ...,     (A— i)/^*,     kp^ 

pour  le  dénominateur  et 
P(/>-i),     !>(/,_,)-,/,«,      ...,     V{p-.i)-{l,-i)pc^ 

pour  le  numérateur. 


(  5^4  ) 

iiCS  termes  «lonnenl  après  division  par  p°^  : 

I,     -1,      ...,     A  — r,     k 
et 

Ces  préliminaires  établis,  on  est  conduit  à  Tégalité 
r=(p       .)  {p-i)...(p  —  k)AU  ïpo^'Pip  -  ')  -  ^ 

où  A  désigne  Je  produit  de  ceux  des  facteurs  de   r.    qui    sont 
de  la  forme  P(p  —  i)  —  p,  où  p  est  premier  avec  />. 
Pour  la  même  raison  on  trouve 

où  B  signifie  le  produit  des  p,  qui  figurent  dans  A. 

Enfin,  si  nous  tenons  compte  de  ce  que  /?« — i  est  pair  et 
que  Je  nombre  total  des  facteurs,  qui  se  trouvent  dans  r, 
€st/?"X,  les  raisonnements  précédents  montrent  qu'on  a 

C.    Q.    F.    D. 

Autres  solutions  par  MM.  E.-A.  Egervary,  T.  Ono. 


2187. 

(  I9I2,    p.  18.  1 

La  somme  des  produits  qu'on    obtient    en    multipliant 
trois  à  trois  les  entiers  inférieurs  à  n  est 

n(?i  —  ï)  (n  —  2 )  ( /î  —  3 )        n( n  —  i ) 
_  X  • 

'24  2 

(G.   F.) 
Solution. 

Par  M.  R.  Bouvaist. 
On  connaît  la  formule 

(a-f  6-;- 0  4-.  .  .-f-  /)•*=  v^3_^  :iSrt26-h6Srt6c; 
si,   d'autre   port,    a,  6,   c,  ...,    /  sont   les  entiers  consécutifs 


(    025    ) 
I,   2,   .  .  .,   /i  — 1, 

(a-hb-h...-^l)^=  — ^- ^-,-  Sa3=  — 1— ^ 

»  4 


/*  ( /i  —  i)  (-in  —  I )        n(n  —  i )        ( n  —  1)2^12 

—  y^  - 


cl  'o  ù 


6 


1    n^(n  —  i)        n^ — 5/^-4-6 
64  2 

n(  n  —  \)  n  —  'i)  (n  —  3)        n(n  —  i) 

2^  Clt/C  —    "    xK.    • 

24  2 

Autres  solutions  par  MM.  Barisien,  Lemaire,  Parrod,  G.  Polya, 
T.  Ono. 

2188. 

(  1912,  p.  <»6.) 

Si  les  côtés  d'un  angle  droit  sont  tangents  à  deux  coniques 
honiofocales^  la  droite  qui  Joint  les  points  de  contact 
enveloppe  une  conique  homofocale  aux  deux  premières . 

(Klug.) 
solution 
Par  M.  J.  Lemairk. 

Cet  énoncé  est  un  sim|>Ie  cas  particulier  de  la  proposition 
corrélative  de  la  question  2190. 

Autres  solutions  par  MM.  Bahisikn,  Bouvaist,  Egan,  T.  Ono. 

2189. 

(  1912,  p.  06. t 

Si  par  les  ext/éniités  d'un  diamètre  d'un  cercle  on  mène 
deux  tangentes  non  parallèles  à  une  conique  concentrique 
au  cercle,  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  enve- 
loppe une  conique  homofocale  à  la  première. 

(Klug.) 

SOLUTrON 
Par  M.  J.  Lemaiuk. 

Supposons  que  la  conique  donnée  soit  une  ellipse  de  rentre  O, 
et  soient  A  et  A'  den  \  points  symétriques  par  rapport  à  O,  tels 


(  526  ) 

que  OA  =  OA'  =  r;  menons  de  ces  points  deux  tangentes  non 
parallèles  qui  se  coupent  en  T,  et  qui  touchent  l'ellipse  en  B 
et  B'  :  la  droite  OT  passant  aux  milieux  de  AA'  et  de  BB', 
ces  deux  dernières  droites  sont  parallèles. 

Ceci  posé,  soient  F  et  F'  les  foyers,  G  et  G'  leurs  projections 
sur  la  tangente  AB,  D  et  D' leurs  projections  sur  la  droite  BB'; 
joignons  OG,  FB,  F'B;  OG  est  parallèle  à  F'B;  posons 

a=  FBG  =  F'BG'=  OGG', 
P=OAB  =  B'BT. 


La  figure  donne 
d'où 


FG.F'G'=  FB.F'B'sin'a, 


FB.F'B'  = 


sin^a 


b  désignant  le  demi-petit  axe  de  l'ellipse. 
D'ailleurs 

FD.F'D'=  FB.F'B'sin(a-+-P)sin(a-  [3) 

^2 


sin^a 


=  b^—b^ 


(sin2a  — sin^S) 

sin^p 


sin2  (X 


Mais  le  triangle  OGA  donne,  a  désignant  le  demi-axe  focal  de 

l'ellipse, 

sin  ^  _  OG  _  a 

sina        OA        r 
Donc 

FD.F'D'=  b^-b^^' 

L'enveloppe  de  BB'  est  par  conséquent  une  conique  de 
foyers  F  et  F'. 

Nous  avons  supposé  /•  >  a,  d'où  a  >  p,  BB'  laisse  les  foyers 
d'un  même  côté,  l'enveloppe  est  une  ellipse. 

Si  /•  <  a,  BB'  passe  entre  F  et  F',  on  a  alors 

FD.F'D'=  ^(«2— /-i); 


l'enveloppe  est  une  hyperbole. 


(  52:  ) 

Dans  Je  cas  particulier  oii  r  =  a,  l'enveloppe  se  réduit  aux 
cleu\  foyers. 

Autres  solutions  par  MM.  Barisien,  Bouvaist,  Egan,  T.  Oxo. 

2190. 

(  1912,  p.  96.) 

Étant  données  deux  coniques  dans  un  même  plan,  on 
leur  mène  des  tangentes  aux  points  où  elles  sont  rencontrées 
par  une  droite  quelconque.  Les  sommets  du  quadrilatère 
ainsi  formé,  qui  ne  sont  pas  les  points  de  rencontre  de 
tangentes  à  une  même  conique^  sont  sur  une  conique 
appartenant  au  faisceau  ponctuel  déterminé  par  les 
deux  coniques  proposées.  (Thié.) 

SOLUTION 
Par  M.  T.  Ono  (Kagoshima). 

Soient  S  =  o,  Si  =  o  deux  coniques  et  P  =  o  une  droite.  Si 
l'on  désigne  par  {x',y'),  {x" ,y")  les  pôles  de  cette  droite  par 
rapport  aux  deux  coniques,  on  aura  les  équations  des  deux 
systèmes  des  tangentes 

SS'— P2=o         et         S,S';  — P2=o, 

où  S'  et  S'I  sont  les  puissances  respectives  de  {x  ,y' ),  {x",y') 
par  rapport  à  S,  Sj.  Donc  les  points  d'intersection  de  ces 
tangentes  sont  sur  une  conique  représentée  par  l'équation 

SS'— s,s';  =  o. 

Autres  solutions  par  MM.  Bouvaist,  Egan,  Klug,  J.  Lemaire. 

M.  Lemairë  ajoute  la  remarque  suivante  :  Corrélativement^ 
si  d'un  point  on  mène  des  tangentes  à  deux  coniques,  les 
quatre  droites  obtenues  enjoignant  leurs  points  de  contact, 
autres  que  celles  qui  joignent  les  points  de  contact  appar- 
tenant à  une  même  conique,  sont  tangentes  à  une  conique 
du  faisceau  tangentiel  déterminé  [xir  les  deux  coniques 
proposées. 

!M.  Klug  fait  observer  que  l'énoncé  de  la  question  2190  se 
trouve  dans  le  Traité  des  sections  coniques  de  Cliasles 
(p.  279),  où  il  ap|>arail  comme  conséquence  d'un  théorème 
plus  général. 


3191. 

Oufi  ^&mMidièr^  mm  r^cimm^its  ABC©  wmtrn/mJbl e ,  circonscrit 
à  mne  elHpse  d^mt  F  mm,  (dsss  fmy«srfs  ^sff  F- 

L^  centra  dm,  issr^le  <cn,r^mm,<se2ini&  <mm,  tt/ra/mmgle  FAB,  son 
K»rih&€emtire  st  l«  €einMjr^&  de,  %(mm,  €^ff'(EBi^  dtes  jneiif  points  ont 
Q^w-^lex.  ({E--M.  Bakisien.) 

Vwc  fM..  BS- 


S«»B«enBtt,  A  «tl  B  Iles  iiiDKtteir^sificitiioîms  «ii"i]nnn(e  ilam^ente  à  une  ellipse 
de  asenaftim  O  «tt  «fl®  fey(eii'S  F  «it  F'  aw®^  lie  (casirdie  de  Moiige  de 
ccitit®  c®narl»e„  soiieiBiit,  <f  «tt  ©"  llœs  pirejcasttibims  J(C  F  et  F'  sur  AB. 
S<a>il  H  roiiitlb(®aeBBttjr«  «fle  FAB^  oim  a  -wiisiilbfliKmKenii  t 

<ç>A-fB  =  <»®Hh&3!_Ocjp   =&3>=^F-flH  =  Fcp.F'cp', 

F"f".-=eïp; 

la  diir®Bft«  F' H  rstt  é<®Bnc  jpwsnp^ffiiJaciuillffliir©  saiir  Fep  et  le  lieu  deH 
est  E«  cœrdle  de  «fliiainnaéttBKe  FF'„ 

S®Bt  K Bffi p®iimtt. diianraéftit-aJîeaiateraitt  ;<î)pp(S)(^  F  «ur  le  cercle  FAB, 
c«  jp)®niiBtt  «sJt  siair  F'(|p"  pinikfljirae  A.o(p  =  (^"ig;  ((«"mjtre  part, 

K  (CStt.  é®HDC  îc  »fiBBiénir-n(in«n<,e  «Hte  F"  ipaïf  rdaj^fxwnit  a  AB;  si  a  est  le 
dlieanai-gTraimd  axe  dtf  rdlBiiH))»<e„  FK  ==  ^«',;  Hœ  nay-on  du  cercle  FAB 
«stl  «ll®iia«;  ccoumsaamtt  ett  Ike  BiieiBi  ém  (oenatuiife  Je  (ce  ©ercJe  est  le  cercle 
de  «cenaïire  F  «tt  «fle  ray®!»  a. 

L"axe  iia«llii<!^  «Bwu  (c^,irœllc  «««  «flii;»iM>ëfiitif  FF'  «t  du  cercle  FAB 
cstt  Ib  jpiiT-aMèle  k  AB  imieimée  n)K»r  F;  «ti-tltl*  droite  coupe  le 
œmclle  FF'  ett  j}»ar  saniitte  Ile  ccrdle  FAIÎ  ««j  gixîwiiiit  W  diamétrale- 
mciJMlt  ®)p)jp®sé  à  H  »ior  te  asffcB©  FF',  Ike  ««'htcII*  des  neuf  points 
de  FAB  jp)assc  gwair  siœiill*'  pair  Ile  miiilliiœui  0  J-e  f\\\\  et,  connrne 
swMi  irîsy®iiB  essL  cx£»ioi.«lfc»iintt.  ©tt  '%all  »  —  »  »®i»  ©œaMttre  décrit  le  cercle 

de  cffmture  O  <et  de  iraf(j»iiB  — - 

âwltiC!»  swllwttii'®!»*  BBsr  MM.  Ktt.iii)«„  Sii'CMœ»)^  T..  ®«o. 


(  529  ) 


[C2c] 


SUR  L'INTEGRALE 


dx 


2+  ibx  -h  c 
Par  m.  g.  FONTENÉ. 


I. 

1.  Soit  {fig.  i)  la  conique  représentée  avec  des  axes 
rectangulaires  par  l'équation 

nous  voulons  considérer  l'intégrale 

le  point  {x^  y)  se  déplaçant  sur  la  courbe,  de  Mq  en  M, 

Fiff.  I. 


.'/ 

î 

i\ 

s 

\mo 

w 

'^\ 

o 

\ 

il 

A" 

.£/ 

dans  un  sens  déterminé  lorsque  la  courbe  est  une  ellipse, 
sans  passer  d'une  branche  à  l'autre  lorsque  la  courbe 
est  une  hyperbole  ;  on  peut  écrire 


dx 


M„    £  \j a  x'^  -h  7.0  X  -h  c 
Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  XIII.  (Décembre  1913.)      34 


(f-'  o     TN 

£  élant  le  signe  de  >'  (jui  peiil  varierenlre  les  limites  de 
l'irilégralion  lorsque  le  trinôme  ades  racines  ('). 

2.  Cette  intégrale  représente^  à  un  facteur  cons- 
tant près^  Le  double  de  V cdre  du  secteur  (Q  Mo,  0  M), 
il  étant  le  centre  de  la  conique;  dans  le  cas  de  l'ellipse, 
il  s'agit,  bien  entendu,  de  l'aire  balayée  par  un  rayon 
vecteur  qui  va  de  la  position  iî  Mo  à  la  position  11  M 
en  suivant  le  mouvement  du  point  (x^  y).  On  a 
en    effet    pour    cette     aire,     l'abscisse     du     centre    il 

—  b 

elant » 

a 

—  ~    I      [(cij: -\- b)   dy  —  ay  dx]\ 

en  multipliant  et  en  divisant  parysous  le  signe     /  ,  et 
en  remplaçant  jK  dy  par  {^ax  +  b)  dx^  y-  par 

ax'^  H-  2  bx  +  c, 
on  a 

i     r^'^  \{ax  -\-  by  ~  ajax'^  -\-  b  X  -^  c)\  _. 


ac  —  b'     /"  '   dx 


«A,  L 

—  6^    r  "•  dx 

iS  __  r 


y 


ou 

2S  Z*^  dx 


i^i        Jm.  y 


M  représentant  le   carre  ±:  B-    de    la   moitié  de  Taxe 
perpendiculaire    à    x' x.    Dans    les    conditions    de   la 

fi  IT 

figure    I,    par  exemple,   Télément  —  de  l'intégrale  est 


Y 


(')  On  sait  que  rinlégralioii  dune  lonclion  ratiunnolle  de  la 
variable  x  cl  du  radical  \i ax'--\-  ibx  -^  c  se  ramène  au  calcul  de 
l'inLégrale  considérée  ici. 


(  53.  ) 

M 


2S 
négatif,  Tinlégrale  a  une  valeur  négative,  -rr-  est  positif, 


S  est  positif. 

Si  le  trinôme  a  des  racines  x'^   x",   c'est-à-dire   si 

l'axe  x' X  est  transverse,  la  fonction    /    ,  ,,  ,  ^ 

'  \/a(x—  X  ){x  ~  X  ) 

est  un  infiniment  grand  lorsque  le  point  (:r,  y)  traverse 
l'axe  jt'^;  l'intégrale  reste  finie,  parce  (jue  cet  infini- 
ment grand  est  d'ordre-  par  rapporta -1  et  l'on 

£é  OC  3u 

peut  le  voir  encore  en  prenant  y  comme  variable  indé- 
Dcndante  : 


J  y     J  yy'       J  (y')'    J  « 


c(X 


x-hb' 


d'ailleurs  l'aire  S  reste  finie.  Ce  fait  prend  plus  de 
relief  sous  la  forme  suivante  :  si  l'on  considère  la  courbe 
qui  a  pour  équation 

M  _  M 


y         £  y/aar^-h  26a?  -f-  c 

(le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure  en  parlant  de  la 
figure  i),  on  a  pour  l'aire  A  comprise  entre  l'axe  des  x, 
la  courbe,  une  ordonnée  fixe  Pq^o  et  une  ordonnée 
variable  PN,, 


A=   f\dx=  M  f—  = 


J  J    y 

ou 

aire  (Po No,  PN)  =  —  2  x  secteur  (Q  Mo,  iiM), 

les  points  N,,  et  N  étant  ceux  qui  correspondent  aux 
points  Mo  et  M  ;  si  P,,  ^^jt  l'un  des  deux  points  A',  A", 
où  la  courbe  primitive  rencontre  x'x.,  à  supposerqu'il  y 
ait  rencontre,  l'ordonnt'îe  correspondante  Y  est  infinie, 
mais  l'aire  A  resie  (inie. 
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Je  rappellerai  à  ce  propos  la  formule 


/ 


\/—(x  —  x')(x  —  x") 


sur  laquelle  nous  reviendrons;  la  conique  est  ici  un 
cercle,  comme  on  l'a  supposé  pour  faire  la  figure,  et 
comme  on  intègre  de  x'  à  x'\  avec  y  >-  o,  on  a  bien 

2  S  =  —  t:  R2  ; 

on  va  en  effet  de  Q  A'  à  Û  A''  dans  le  sens  contraire  au 
sens  direct  (O^,  Oy).  Un  changement  de  variable  ramène 
d'ailleurs  <;ette  formule  à  celle-ci,  qui  en  est  un  cas 
particulier, 

dx 


f 


_i    v/ï  — ^' 


=  TT. 


U interprétation  géométrique  de  C intégrale  I  qui 
vient  d^être  donnée  permettra  de  se  rendre  compte 
des  diverses  formes  que  peut  recevoir  V expression 
de  cette  intégrale^  du  moins  dans  V  hypothèse  a  <io  ^ 
c' est-à-dire  lorsque  la  courbe  est  une  ellipse^  et 
permettrait  même  de  les  écrire  a  priori;  l'aire  du 
secteur  de  cercle  [a  =^  —  i)  se  mesure  en  effet  très 
simplement,  et  l'on  a  par  projection  l'aire  du  secteur 
elliptique. 

3.  Avant  de  calculer  l'intégrale  1,  je  rappelle  les 
formules  suivantes  : 


il 
h. 


dx 

arc  taiiiga7, 


-h  x"- 

dx  I  X 
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et 


/ 

/ 


dx                               ,                !    _    I  -+-  ^ 
=         arg  lu  cr  =    -   L 


dx 


\                   .  X  \      ^    l  -\-  X 

=  -  arîrt h  —  =  — ;  I^ -; 

2  __  ^2            /             ^  /  2i         l  —  X 

dx 


I  I     ,    3?+  I 

=      ar»  coth  x  =    -  L 

I  —  a?-  2       X  —  I 


(-r  <:r  <i), 

(—  /  <:f  <  /); 

(  X  < —  I  ou   r  >  i), 


r        dx  I  ,37  Ir^-'-^/^/  ^/^ 

/  7Î^^  =  7''S''"''T=W'^J^     te<-/our>/); 


on  peut  écrire  dans  tous  les  cas 


/ 
/ 


dx 


i  —  x' 


=    -  L 


I  H-  O? 


1  —  X 

l  -h  X 


dx      _    I   , 

/2  —  a-^  ""  17    I  /  — a- 


la  variables  restanl   bien  entendu   dans  l'un  des  trois 
domaines  (  —  'y:^,   —  i),  ( —  i ,  +  i  ),  (+  i ,  H-  oo). 

4.  Gela  posé,  la  courbe  étant  unicursale,  on  peut 
exprimer  x  et  j)^  en  fonction  rationnelle  du  coefficient 
angulaire  t  de  la  droite  CM,  C  étant  sur  la  courbe  un 
point  fixe  de  coordonnées  a  et  j3,  M  étant  le  point  de 
coordonnées  :r  et  y;  cela  permettra,  soit  dit  en  passant, 
de  faire  franchir  au  point  M  l'axe  x' x  sans  renverser  le 
sens  de  variation  de  la  variable.  Nous  supposerons  d'ail- 
leurs que  le  point  Mo  est  déterminé  d'après  le  point  G  en 
menant  GMo  par.dlèle  à  x' x^  de  sorte  que  l'intégrale  I 
sera  nulle  par  /  r=  o  ;  la  valeur  de  t  est  infinie  lorsque 
le  point  M  est  diamétralement  opposé  âU  point  Mo-  Soit 
donc 


or 


po 


sons 


^ — ^  =  t. 


X  —  a 


On  a,  en  retranchant  de  l'expression  de  j^-  en  j"  celle 
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de  p2  en  a, 

OU,  en  divisant  par  x  —  a  et  en  introduisant  t^ 

{y  -\-  PK  =  a{x  -\-  y.)  -V-  ^h. 

ou,  en  remplaçant  j)^  par  son  expression  générale  en  x 

et  t^  qui  est  [^  -|-  (^  —  a)  t^ 

2^^-+-  {x  —  a)/2=  a{x  -\-  a)  -\-  o.b^ 
el^  en  difféventiant  sous  celte  forme ^ 

iY^  -\-  {x  —  a.)t\dt  =  {a  —  f^)  dx, 
ly  dt  =  {a  —  /2 )  dx ; 


on  a  par  suite 


r^^  dx__      r^^     dt 


IL 


5.  Soit  d'abord 


a  <;  o 


auquel  cas  la  conique  considérée  est  une  ellipse  ;  le 
trinôme  ax- -\-  ibx-hc  doit  avoir  des  racines,  et  les 
limites  d'intégration  (en  x)  doivent  être  comprises  entre 
les  racines.  On  a  alors 


__     r  __di__ 


J=  — 


ou 


,         —I 

1  =  — X  2  arc  ta 


y/—  a 


la  notation  arc  lang  désignant  un  arc  compris  entre 
O  et  71,  ou  entre  O  et  — tï,  selon  que  le  point  variable 
est  supposé  avoir  été  de  Mq  en  M  en  se  déplaçant  dans 
le  sens  direct  ou  en  se  déplaçant  dans  le  sens  rétrograde; 
l'intégrale  a  une  valeur  nulle  pour  /  =  o. 
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Lorsque  c  est  posilif,  on  peiil  faire  a  =  o,  [^  =  -f-y  c, 
le  point  C  étant  ainsi  l'un  des  deux  points  où  la  courbe 
est  coupée  par  l'axe  des  y;  on  a  alors,  avec  un  indice 
destiné    à    rappeler    la    limiJe  inférieure    de    l'intégra- 

lion  (  l'o  ==:\/c,  .ro=  ^^—\y 


I  V  —  \J  c 

z=  À  a  rc  ta  n  ^  " 


y/ —  a  "  .r  \/ —  a 

On  se  rend  aisément  comple  de  la  formule  générale 
ci-dessus  en  considérant  le  cas  où,  a  étant  égal  à  —  i, 
la  conique  est  un  cercle  (fig'-   i)  ;  on  peut  écrire  alors 

y-  ==  —  x-^  '>.  h  T  -t-  /: . 
r^a  formule 

_  =— 1  =  '2  /      -—p;=  u  aie  rang/, 

*^  «   Mo       "^ 

si  l'on  tient  compte  du  théorème  de  l'angle  inscrit, 
exprime  en  effet  un  résultat  élémentaire  :  si  l'on 
désigne  par  u  l'angle,  compris  entre  O  et  ti  ou  entre  O 
et  — t:  selon  le  sens  de  circulation  du  point  (x,y), 
dont  il  faut  faire  tourner  x' x  pour  l'amener  sur  CM  ou 
sur  son  j^rolongement,  et  par  to  l'angle  (QM„,  iîM) 
(|ui  est  double  du  précédent,  et  (pii  est  par  suite  compris 
entre  O  et  2  -  ou  entre  O  et  —  271  selon  les  circons- 
tances, cette  formule  donne 

2  S  o  I    . 

— -    r=  2//  =  w  on  S  =  -  K2,,). 

K-  •>. 

6.    [^e  point  C  [)eut  être  un  sommet  de  la  courbe. 
Si  l'on    prend  d'abord  comme  point  G  un  sommet  H 
sur   l'axe  perpendiculaire  à   x' x  (fig.  2),    on   fera   [)ar 


sfb^ 


ac 


exemple  a=  ,  .S  =: -|-      .  .,  et  Ton  aura 

,      "          ,           —  I                         —y  J  —  a  -V-  s/  h^ — ac 
( I )  1 1  =  —^=  9,  a VQ  ta riii  — '- — 
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l'aire  S,  qui  est  de  signe  contraire  à  I  dans  le  cas  de 

Fig.   2. 
B 


l'ellipse,   est  alors  comptée    à    partir   du    rayon    vec- 
teur QB. 

Si  l'on  prend  comme  point  C  un  sommet  A'  sur  l'axe 

des  X  {fig.  3),   on   fera  cf.  =  x\  ^  =  o,x'  étant  l'une 

Fig.  3. 


quelconque  des  deux  racines  du   trinôme,  et  l'on  aura 


Io  = 


—  I  tJ—aJ — {x  —  x'){x  —  x") 

-j=  2  arc  tang , 

yj—a  {x  —  x)\/—a 


£  étant  toujours  le  signe  dey;  le  signe  de  la  diffé- 
rence x^^  —  x^  étant  désigné  par  s',   comme  la  difle- 
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rence  x  —  x'  di  aussi  le  signe  s',  on  a 


j  /       X  —  x" 

(2)  I2  =  -1=='^  arc  tangsô'  y  —  ^  _  ^,', 

l'aire  S  est  alors  comptée  à  partir  du  rayon  vecteur  QA'\ 
(La  vérification  géométrique  de  cette  formule  est 
aisée.) 

Pour    rt  =  — I,    et    eu    intégrant   de    x^'   à  x^  avec 
x' <^oc"^  et  î  =  -h,  on  a 

ce  qui  donnerait  d'ailleurs  ^ 

2  S  ='!:R2; 

en  renversantiès  limites  de  l'intégration,  on  a  la  formule 
donnée  à  la  fin  du  n"  2. 

D'après  la  définition  de  s',  on  a 

,       —  6  -h  s'  Jb'^—ac  . 
X  = . 


a 


7.   On  obtient  directement  des  formules  équivalentes 
aux  formules    (1)  et  (2)  en  partant  des  formules 


r""       dx  .  r^'       dx 

j       =  arr  sin.r,  /       — ^ 


—  =  arc  cos^r  ; 
x^ 


y,  représente  dz  i ,  et  change  quand  le  radical  s'annule. 

Pour  la  première  Intégrale,  nous  supposerons  que 
l'on  part  avec  y)  =  4-.  L'arc  sinus  est  compris  entre 
O  et  2TC  si  X  varie  de  manière  à  prendre  les  valeurs 
successives  o,  -f-  i ,  o,  —  1,0,  entre  O  et  —  2-  dans  le 
cas  contraire,  et  le  cosinus  de  cet  arc  a  le  signe  yj. 

Pour  la  seconde  intégrale,  la  dérivée  du  cosinus  étant 
le  sinus  changé  de  signe,  lors((ue  x  varie  de  -}-  i  à  —  i , 
puis  de  —  I,   à   +  '7  l'arc  cosinus  est  compris  entre  O 
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el  14  7:  si  l'on  part  avec  Tt  =  — ,  en  Ire   O   et  —  27:  clans 
le  cas  contraire,  et  le  sinus  de  cet  arc  a  le  signe  — r^, 
Soit  alors 

o  dx 


Sf—aJ 


£  s/h"^  —  ac  —  {ace  ■+■  b y^ 


Si  l'on  écrit  d'abord,  en  vue  de  l'intégrale  (i)  qui 
correspond  à  la  figure  (2), 


(ax-^  b) 


1,=. 


b'^—ac 


l'indice  o  correspondant  à  l'hypothèse  «:r -f- ^  =  o  et 
le  signe  t  étant  le  signe  -+-  au  départ  (S>  o),  on  a 


(3) 


Ii  = 


V^ 


I  .      ax  H-  b 

X  arc  sin 


a 


s/W^ 


ac 


le  cosinus  de  laïc  sinus  ayant  lesigne  s,  c^  est-à-dire 
le  signe  de  y  y  et  cet  arc  étant  par  exemple  compris  entre 

ax  -h  b  ,   .  ,       .        .  b 

O  et  271  si    /,,       est  d'ahord  positif,  c'est-à-dire  si  ^  H 

sjb^ac  1  '  a 

est  d'abord    négatif  :  l'intégrale  1,    est   alors  négative, 
l'aire  S,  est  positive. 

Si  l'on  écrit,  en  vue  de  l'intégrale  (2)  qui  correspond 
à  la  figure  (3), 

^        cl 


t'  étant  toujours  le  signe  de  la  différence  od'  —  x^  et 
rindice  i  correspondant  à  l'hypothèse 


ax 


-%'  sfb 


(ou  o*  =  X*), 


ac 


(  -i9  ) 


on  a 

(4) 


y/—  a 


I  ax  -i-  b 

arc  cos 


;'  v//^2  _  ac 


le  sinus  de  l'aie  cosinus  ayant  le  signe  zt'^  c'est- 
à-diré  le  signe  de  t'y,  et  cet  arc  étant  par  exemple  com- 
pris entre  O  et  27:  si  l'on  |)ait  avec  zt  ^=-{-^  c'est-à-dire 
avec  £  =-h  pour  x'  <:^x'\  avec  î  = —  pour  œ' >  x"  : 
l'intégrale  L   est  alors  négative,  l'aire  So  est  positive. 

8.  On  a,  avec  la  formule  (3), 
ax  -r-  b 


arc  sin 


=.  arc  cos 

y/è2  _  ac  yjb'^—  ac 


y  J  —  a  ax  -^c-b 

^  =  arc  tang  — 


rv--« 


cet  arc  est  nul  si  l'on  a 
b 


X  =  >         y  \/—  a  =  sjb'^ —  ac^ 


a 


c'est-à-dire  au  point  B;  l'intégrale  (3)  est  bien  identique 
à  l'intégrale  (i).  La  formule 


(5) 


I 


I  Y  si —  ^ 

arc  cos 


y/ —  a  \/b' —  ac 


est  intéressante. 

On  a  de  même  avec  la  formule  (/j), 


arc  cos 


ax  -h  b 


—  e'  ^b'^  —  ai 


arc  sin 


arc  tanîr 


-:  s/b^'—ac 

—  ysT^^a 


ax  -\-  b    * 
cet  arc  est  nul  si  l'on  a 

^  =  o,         ax  -\-  b  =z  —  z  ^/b- —  ac-         ou         x  =  x", 

c'est-à-dire  au   point  A";  l'intégrale  (4)  est  bien  iden 
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tique  à  l'intégrale  (2).  La  formule 

/c\  r  —  ï  •         y  sJ —  CL 

(6)  l2=-r=arcsin     -^  ^ 


s/—  a  z'  sjb^—ac 

est  intéressante. 

On  peut  d'ailleurs  déduire  (1)  de  (3).  Si  l'on  pose, 
en  ayant  soin  de  considérer  deux  lignes  trigonomé- 
Iriques  pour  l'arc  delà  formule  (3), 

vr                                         2X  ax  4-  b 

2arctangX        ou         arc  tang =r- =  arc  tang —  . 

^       ^  y  sj —  a 

et 

V                                .       9-X  .      ax-\-h 

2  arc  tangX        ou  arc  sm v7  =  arc  sin 


i-hX*  yjh'^—ac 

on  obtient  la  valeur  unique 

-,  _  — y  yj —  a  -\-  \Jb^  —  ac 

A  — , 

ax  -\-  0 

ce    qui    donne    bien   la   formule  (i)-,   on   peut    encore 
employer  le  cosinus. 

On  déduirait  de  même  (2)  de  (4),  mais  il  vautmieux 
faire  l'inverse  en  écrivant 


9,  arc  ta 


ii2££  1  / 7  =  arc  tan£f...=  arc  sin...=  arc  cos.... 

\  -X —  X  o         . 


Voici  d'autres  vérifications.  Si  to,  et  too  sont  les  ai'cs 
des  formules  (3)  et  (4),  on  a 

sin( — (o,  )  =  £' cos  W2,      cos( — Wj)  =  î' sina>2,      W2 — tOi  =  £'-« 
Si  li  est  1  arc  de  la  formule  générale  du  n^  5,  on  a 

arc  tansf -==  =  u. 


(x  —  a.)^— 


a 


nx  -\-  b  Y  s/ —  Ci 

arc  sin  —  =  arc  cos  —  =  oj\  ; 

v/62 — ac  y/62  —  ac 

(Oj  étant  la  valeur  de  to,  qui  correspond  à  a?  =  a,  y  =  p, 
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cela  donne 


COSWi  —  COSa>,  W,-4-(0i 

tangw  =  —. ; : =  tanfif > 


et  par  suite 


sina>i  —  sin  wj 


:>,  u  —  a>i  =  const. 


Observons  que  les  figures  2  et  3,  pour  lesquelles  on 
suppose  a  =  — f,  donnent  directement  les  formules 
(3)  et  (4).  L'équation  du  cercle  étant 

y^  =  —  x^-i-  ihx  -\-  k^ 

de  manière  (|ue  l'abscisse  du  centre  est  li^  on  a 

2S1 


R2 


arc  sm 


h  —  X 


le  cosinus  ayant    le  signe  de  y,  ...;on  a    également, 

avec  x'  <^x", 

2  S2  X  —  h 


=  arccos— — == 
R2  ^/h^TJ 


le  sinus  ajantle  signe  dey,  


m. 


9.  Soit  maintenant 


a  >  o 


auquel  cas  la  conique  considérée  est  une  hyperbole; 
nous  désignerons  cctie  hyperbole  par  (H,  )  ou  par  (H2), 
selon  que  les  sommets  réels  sont  B'  et  B  sur  l'axe 
perpendiculaire  à  x^ x,  ou  A'  et  A"  sur  l'axe  x'x  {fig.  4 
et  5).  On  a  alors 

et  il  faut  distinguer  deux  cas  selon  qu'on  a  l-<^a 
ou   t'-'^a.   Comme   les   asymptotes  de   la  courbe   ont 
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pour  coefficients  angulaires  dr  y  a,  on  a  ceci  : 

b^ — «c<o  i  M  sur  la  branche  qui  contient  G,  t'^<ici, 

(Hi)        (  M  sur  la  branche  qui  ne  contient  pas  G,     ^^>«; 

b^  —  ac^o  [  M  sur  la  branche  qui  ne  contient  pas  G,  t-<ici, 
(H2)        (  M  sur  la  branche  qui  contient  G,  t'^'^^a. 

Selon  qu'on  a^-<C«,  comme  dans  les  ligures  4  et  5, 
ou  t^  >  a,  on  a 


ou 


'  i     ^ 

\  =  -—  X  '2  arg  th  —2 

^a  y  a 


I  1      t 

J  =  -p  X  2  arg  coth  — : 

y/a  V  a 


iP  —  a 


O, 


/a  première  intégrale  étant  nulle  pour  t=^o^ce  qui 
correspond  à  GMq  parallèle  à  x'x^  la  seconde  inté- 


Fig.  4. 


Fig.  5. 


grale  étant  nulle  pour  t  infini,  ce  qui  correspond  à  CMo 
parallèle  Siy'y  (il  y  a  ici  une  dérogation  à  la  convention 
faite  au  n"  4  sur  la  position  du  point  Mo  mais  cette 
seconde    intégrale   ne  sera    pas  maintenue)  ;   on    peut 


(  543  ) 
écrire  d'une  manière  générale 


1  =  -4;L 
\l  a 


t 


\fa 


Lorsque  c  est  posilif,  on  peut  faire  a  =  o,  ^  =  H-y/c  ; 
on  a  alors,  selon  les  cas. 

1.)  =  — =  X  arg  th  ■■ —-  y 

sj  a  xsja 


OU 


In  =  —=^   X  'i.  ai'iJ  COtll 


y 


-/~c 


\/a 


X 


\f~â 


10.  Prenons  comme  point  C  un  sommet  de  la  courbe. 

Dans   l'hypothèse   b'^ — ac<<o,   l'axe   transverse  est 

Taxe   perpendiculaire  à  x' x  \  en   faisant,  par  exemple, 

s/  ac  —  b- 


a=-^.   3  = 


a 


y/a 


OU 


Ii  =  -—  X  2  arg  tli 

y/a 


Il  =  —~  X  -i  arg  COtll 

y  a 


,  on  a 

ysfâ  —  \l  ac  —  6- 


ax  -h  6 
ysfâ  —  \J  ac  —  6' 


ax  -h  b 


selon  que  y  est  positif  ou  négatif;  l'aire  S  est  alors 
comptée  à  partir  du  rayon  vecteur  QB  pour  la  for- 
mule (i'),  à  partir  de  lîlV  pour  la  formule  (i"). 
D'ailleurs  on  peut  écrire,  avec  y  <;  o, 


d") 


/â  ax  ^b 


,  ,    ,.  •        ,                                      \Jac  —  62    ^, 
ce  qui  revient  a  laire  dans  ce  cas  />  =  — = .  l\ 

sJ  a 


ou  S 


ferons  dès   lors   3=  "^ 


\J  a 


,    <''est-à-dire   que  nous 
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prendrons  toujours  comme  point  C  le  sommet, 
B  ouB',  située  sur  la  branche  de  V hyperbole  (H,)  qui 
contient  les  points  M;  nous  aurons  ainsi 

(i  ,  i")  Ii=  -—  X -larglb^^-î^ î— , 

y/a  ax  -\-h 

l'aire  S  étant  comptée  à  partir  du  demi-axe,  ÙB  ou  QB', 
qui  atteint  la  branche  décrite  par  le  point  M. 

Dans  l'hypothèse  6^  —  ac  >  o,   l'axe  transverse  est 
dirigé  suivant  x^  x\  en  faisant  a  =  :r',  p  =  o,  on  a 

t     _  tsl{oc  —  x'){x  —  x")  fx  —  x" 

y/^  X  —  X  y    X  —  X 


Qi,  par  suite, 


(2')  12=  J^X2argth££'^^-— 1 

ou 


(  2" )  !■>  =  — =  X  2  arg  co ih  es'  i  / -; , 

sfa  y    X—  X 

t'  étant  le  signe  de  la  différences  —  x',  c'est-à-dire  le 
signe  de  la  différence  x'^  —  x'  par  la  formule  (2'),  et  le 
signe  de  la  différence  x'  —  x''  par  la  formule  (2"); 
l'aire  S  est  alors  comptée  à  partir  de  ÙA"  pour  la 
formule  (2'),  à  partir  de  QA'  pour  la  formule  (2"). 
D'ailleurs  on  peut  écrire 


(2")  l2=  -^  X  2argth£e'i/^^ ^, 

y  X  —  X 


I 

y/a 


ce  qui  revient  à  faire  dans  ce  cas  <x  =  x".  Nous  pren- 
drons dès  lors  comme  point  G  le  sommet  situé  sur  lu 
brandie  de  V hyperbole  Ho  qui  ne  contient  pas  les 
points  M,  sommet  que  nous  désignerons  par  A'  ;  nous 
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écrirons  donc,  a  étant  positif, 

—  b —  z' \/b'^—ac 

X  =  i 

a 

et  nous  emploierons  la  formule  (2'). 

H.  Si  l'on  remplace  l'argument  hyperbolique  par  un 
logarithme,  d'après  la  formule 

2  arsr  tha:  =  L y 

°  I  —  X 

la  formule  (i',  i'^),  relative  à  l'hjpothèse  b^ — ac<io, 
est  remplacée  par  celle-ci  : 

I  ^ax-i-b-\-y\/a  —  t\J  ac  —  6^ 

Ii=  -7=  X  L ^-^^— ' 

\j a  ax-\-b — y\J a  -^r  z-sl ac  —  6^ 

Or  l'identité 

(«37  4-  6  +y\/a)  {ax  -h  b  —  y\/a)  =  b^ —  ac 

donne 

a  a;  -h  6  4-  jK  /«  —  £  y/ac  —  b'^ 

e \/ac  —  62  aa;  H- 6 — ^/^ 

ax  -\-  b  -\-ysla  —  £y/ac  —  6^ 


aa7-i-6 — ysfa-\-t\Jac  —  6^ 
on  peut  donc  écrire 

[i',  1"]  I,=  — ^xL ,  y      ' 

v/a  zy  ac  —  o^ 

Pour  la  formule  (2')  relative  à  Tliypothèse 

62 —  acy'  o, 

on  avait  d'abord  ( en  faisant  a  =  ^',  ^i  =  o) 

I  Y 

I2  =  —^  X  •}.  arg  ih  *^ 


y/rt  (x  —  x')\/a 
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cela  donne 

l2=  —:=.  X  aarg  th  -^ 


\/a  ax  -{-  b  ^  z'\/b^  — 


ac 


I          ^  a X -h  b -h  y  \/ a -+- z' \/ b"^  —  ac 
=  — tr  X  L •       _ '^         ; 

\/a  ax-+-b — y  \/ a -h  s,' \^ b'^  —  ac 

mais  l'identité  ci-dessus  donne 

ax -[- b -ir-y\/a  z'yb'^  —  ac 

^jsJb-^  —  ac      ~  cLx-\-b—y^â 


ax  +  b  -\-y  \/a  h-  e'  s/ b^ —  ac  ^ 
ax-\-b — y^/ci  +  e'/^^ — "^ 
on  peut  donc  écrire 

['2  J  I2  =  — =  X  L  .  — • 


v/a  ô'v/è^^ 


«c 


lî2.  On  obtient  directement  des  formules  équiva- 
lentes aux  formules  (i',  i'^)  el  (2'),  ou  [i',  i"]  et  [2'], 
en  partant  des  formules 

Jf      r=i  =  arg  sh  T^  X  ^=-  \\t\x  -\-  \/x^  -1-  1) , 

Jf      =  arg  cha?    =  L(;r  -h  ■/)  /a;^  —  i), 

X  étant  positif  par  celte  seconde  intégrale,  et  le  sinus 

hyperbolique  de  arg  ch  ^  ajant  le  signe  t,. 
Soit  alors 

i      r  Ci  dx 


s/aj    z\/{ax  ^  by^^iac  —  b'^) 

Si  l'on  écrit,  dans  l'hypollièse  b'^  —  ac  <  o, 

-  a  X  -h  b 
a 
I       r  \J  ac  —  62 


«Jo 


A'^o   .i   /{ax^by 


/{ax  -{-  i 
\/     b^—a 


-+- 1 
c 
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l'indice  o  correspondant   à    l'hypothèse   ax  -\-  b  =  o, 


on  a 


(3  )  I,  =  -—  X  argsh 


\/a  tsj  ac  —  62 

I  _  ax  -\-  h  -\-  yJ a 

=  --=  XL ■        y    ; 

y/a  z\J  ac  —  6^ 

de  même  si  l'on  écrit,  dans  l'hypothèse  6^  —  ac^  o, 

,     ax  -\-  h 
a 


y/       62 — ac 

e' étant  Je  signe  de  la  différence  x"  —  x\   ou  le  signe 

de  ^  —  x\  ou   le  signe  de  ^ >  ou  enfin  le  signe 

de  ax  -\-  6,    et  l'indice    i    correspondant  à  l'hypothèse 

ax  -h  6 


=  I  (ou  .r  =  37"), 


on  a 


^  sjb'^—  ac 

ax  H-  6 


(4')  l2=  -f:  X  argch-     

y/a  e  y/62 —  ac 

I  .  aa?  -h  6  H-  Kv/^ 

y/a  t'  \J  b'^  —  ac 

le  sinus  hyperbolique  de  l'argument  ayant  le  signe  ee' 
ou  le  signe  de  t' y. 

13.  Les  intégrales  (3')  et  (4')  sont  identiques  aux 
intégrales  (i',  i")  et  (2'),  comme  le  montre  la  forme 
logarithmique  des  unes  cl  des  autres,  mais  on  |)ent 
vérifier  cette  identité  iiidéjîcndamment  de  cette  forme. 

On  a,  avec  la  formule  (3'), 

,      ax -\- b                   ,         Kl/a                      ,   ax-hh 
arg  su  —  •  =  aig  en  — •^  =  arg  fh ^-  ; 

c  y/<7c  —  b-  t\Jac — 62  y^<^ 
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cet  argument  est  nul  si  l'on  a 

-  ^  /-  j r- 

a  "^ 

c'est-à-dire  au  point  B,  ou  au  point  B';  l'intégrale  (3') 
est  donc  bien  identique  à  l'intégrale  (i',  i^').  La 
formule 

(3)  Ii=-—  xargcli      *^ 


\fâ  z\J  ac  —  62 

est  intéressante. 

On  a  de  même,  avec  la  formule  (4)? 

,       ax -{- b  ,         y\fa  ,       Y\fcL 

arg  ch .  =  are-  sh  —  =  are  th  -^^—^ — ;-; 

t'^b^—ac  z'^b^—ac  ax^b* 

cet  argument  est  nul  si  l'on  a 


jK  =  o,         a^-f-è  =  £'v/62  — 


ac         ou        X  ^=  X 


c'est-à-dire  au  point  A'';  l'intégrale  (4')  est  donc  bien 
identique  à  l'intégrale  (2').  La  formule 

(6')  l2=  -—  X  argsh       *^ 


y/ a  z'  s/b^ —  ac 

est  intéressante. 

On  déduit  facilement  (1',  i^^)  de  (3'),  en  écrivant 

,  ^                             ,       2X                  ,  ax  -\-  b 
1  arg  th  A         ou         arg  th ^  =  arg  th rr—; 

ï  +  ^  y\/a 

les  deux    valeurs  de  X   ont    pour  produit  i ,  et  il  faut 
prendre  la  plus  petite  en  valeur  absolue,  ce  qui  donne 

^  _  y  \fci  —  £  yj ac  —  62 
ax  -h  b 

On  déduirait  de   même   (2')    de    (4)5  mais  il    vaut 
mieux  faire  le  contraire. 
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14.  Revenons  à  l'emploi  du  paramètre  t.  La  conique 
étant  une  hjperbole^  le  point  fixe  C  de  coordonnées 
a  et  3  peut  être  rejeté  à  l'infini,  dans  la  direction  dont  le 

coefficient  angulaire  est  — y/rt,  par  exemple;  on  exprime 
alors  X  et  y  en  fonction  rationnelle  de  l'ordonnée  à 
l'origine  d'une  sécante  variable  parallèle  à  une  asym- 
ptote. 

La  formule  générale  du  n"  9  est,  avec  ^- <!  ^'^  par 
exemple, 

f  =  ^  X  2  arg  th-— ,  /  J^~  P  _^\  . 

si  Ton  veut  déduire  decette  formule  générale  la  formule 
particulière  qu'on  a  en  vue,  on  écrira 

y  =  tx  -^{^  —  a^), 

on  désignera  par  z  l'ordonnée  à  l'origine  de  celte 
sécante  variable 

on  remplacera  t  par >  et  l'on   aura  à  faire  a  et  jB 

infinis,  sous  la  condition 

Uni—  =  —  sfa. 
a. 

11  faut  toutefois  employer  ici  un  artifice  analogue  à 
celui  que  l'on  emploie  pour  déduire  de  l'inlégrale 


/ 


x"^  dx  = 


m  -t-  I 


r  dx 
l'intégrale   /  —    relative    au    cas    /??  =  —  i;    on   écrit 

dans  ce  cas 


/ 


x"^  dx  = h  G  , 

//i  -t-  I 


de   telle  sorte  que  l'expression   prenne   la  foiine  illu- 
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soire  -    pour   m 
0    ^ 


—  I    et  l'on    fait   alors   tendre   m 

h. 


vers  —  I  ;  or  on  sait  que  1  expression  — 7 — >  lorsque  n 

tend  vers  o,  tend  elle-même  vers  \^x. 

Oh  écrit  de  même  ici,  en  supposant  qu'on  a  primiti- 
vement f^  <C  a, 

^  =  ('argthi=^-argth-LUc', 

de  telle  sorte  que  l'expression  prenne  la  forme  illu- 
soire 00  —  00  pour  a  et  p  infinis  avec  -  =  —  \/a  ;  on 
remplace  la  différence  d'arguments  par  un  argument 
unique,   on  fait  a  el  (3  infinis  avec  -=  —  y/ô^  et  l'on 

trouve 

z  sj  a 


-—XI  arg  th 

y/a  zya  -\-  10 


C: 


si  l'on  suppose  que  l'on  a  d'abord  V^  >*  a,  on  a  coth  au 
lieu  de  th. 


Les  formules 


,  I  ^  I  -t-  a? 

arg  tna:  =  -  L ? 

^  1      \  —  x 


permettent  d'écrire 

\/  a 


arg  colh^ 


1  X  -\-\ 
—  L j 

2  X  —  I 


\fa 


G'-; 


et  c'est  à  cette  formule  que  l'on  arrive  par  un  calcul 
direct.  On  coupe  la  conique  par  une  parallèle  à  une 
asymptote,  JK  =  —  Xs^a  -h  5,  ce  qui  donne 

aa72-f-  26ir  +  c  =  aa72 —  ixzsj a  -+-  z^; 
on  a  en  différentiant  sous  cette  forme 

\J) -\- z\fa)  dx  =  \— x\J~â -\- z)  dz  ■==^  y  dz^ 


(  "^5t  ) 


et  par  suite 


J     y       J    b-\-z\Ja        \J  a 

comme  ci-dessus  (  *  ). 

En  remplaçant  z  par  y  —  ix,  c'est-à-dire  y  -\-  x^a^ 
on  a  donc 

\  =  -^xh\ax^  b  -^y\fâ\  -+-  C", 
y/rt 

et  l'on  eu  déduit  les  formules  [i',  i^']  et  [2'],  dont  les 
seconds  membres  sont  nuls  en  même  temps  que  les 
arguments  des  formules  (1',  i'^)  el  (2').  Il  est  facile  de 
vérifier  directement  que  les  expressions  sous  le  signe  L 
dans  les  formules  [i',  i'^]  et  [2']  sont  positives  :  en 
effet,  selon  que  l'on  a  b'^  —  ac  <^o  ou  /;-  —  ac  >  o,  la 
quantité 

{ax-\-b)-h  y\fâ     ou     {ax-^  b)-^z^{ax  -^  bY^{ac—  b'^) 

a  le  signe  de  son  second  terme  ou  celui  de  son  premier 
terme  ;  or,  dans  le  premier  cas,  on  la  divise  par  z,  ce 
qui  donne  un  résultat  positif;  dans  le  second  cas,  on  la 
divise   par  z'  qui   est  le  signe  commun  des  difîerences 

X  —  x' ^  X  —  x\  X .  ou  encore  le  signe  de  ax-\-b^ 


et  le  résultat  est  toujours  posilif. 


/INT.             .                                          ■                      cix  +  b 
(')  Lasyrnptole  ayant   pour  équation  JK  = — — ?  on   pour- 
vu'' 
rait  prendre  l'équation  de  la  parallèle  sous  la  forme 


a  X  H-  b 

y  = 7= ^  ", 


ce  qui  conduit  a  I  intégrale     / 

.  '    //  \  A 
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15.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  veut  intégrer 

dx 


f 


£  \/cp^  -+-  k 


le  calcul  direct  du  n°   14  est  très  simple.  On  coupe  la 
comc[ue  y^  =  x^ -\- k  par   la    droite  y  =  —  x -\- z^   ce 

qui  donne 

k  =  —  icrz  -h  z^  ; 

on  a  en  différentiant 

z  dx  =  (z  —  x)  dz  =  y  dz,         —  =  — ; 


on  a  par  suite 

dx 


f 


£  \/x^  -+-  k 


=  h\x-\-e^x^-hk\^C". 


En  faisant  k  =  -{-  i^  ou  encore  k  =  —  i  avec  :r  >>  o, 
on  a  les  formules  écrite  au  début  du  n°  12. 

16.  La  formule 

dx 


f. 


.  / 


=  arc  sina?. 


I X' 


écrite  au  début  du  n°  7,  est  connue  par  la  difTérentiation 
de  la  fonction  arc  sin  x  ;  on  l'obtiendrait  natiirellemenl 
en  posant  ^  =  sin  cp.  Les  formules  écrites  au  début 
du  n°  12, 

/  — ^=r=  =  arg  sha?  =  L{x  +  \/x^-h  i), 
^0  \/x^  -+- 1 

J—^=^  =  arg  ch.r  =  L(x  -h  s/ x"^ —  f), 
1  /a72— I 

sont  de  même  connues  par  la  difTérentiation  des  fonc- 
tions 

argsh^r  ou  L(a7  + /a;^^-!),  ...; 
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on  les    obtiendrait     naturellement    sons    Ja    première 
forfne  en  posant 

X  =  shu  ou  .X  =  ch  II. 

On  vient  de  voir  comment  on  arrive  directement  aux 
expressions  logarithmiques  de  ces  intégrales;  on  va 
voir  qu'on  y  est  également  conduit  en  introduisant  un 
angle  9  qui  est  le  complément  de  l'amplitude  hyper- 
bolique de  l'argument  u. 

Pour  la  première  intégrale,  on  posera  donc 

cr  =  cotO  (o  <  0  <  tt); 


rintésrale  devient 


'» 


,       0 
d  col  - 


-  /  ^— r  =  /  —  =  Lcot-  z=L(cc-^  \/x^ -h  » ) . 

J   sinb      J  6  2 


cot  - 

2 


On    introduit  ici    la  variable    auxiliaire    cot  -  ==  ^, 

2  ' 


de  sorte  que  l'on  pose  en  somme 


z^  —  I 
X  =  cotô  =  

2Z 


cela  donne,  en  désignant  y/^^-+  i  par^, 

y  -h  X  =  z, 

et  l'on  retombe  sur  la  méthode  du  n"  lo. 
De  même  pour  obtenir 


/dx 
\/x^  —  i 


avec  ^  >  o,  on  posera 

X  =  coséc  0  (o<^<  —  ); 


(  554  ) 
l'intégrale  devient 


/,,              a  cot  -  . 

^—77  =  /  pr-  =  L  cot-  =  L(^  4-  Jx'^—  i)- 
sinfi      J  ^  1 

cot  - 

n 

On  introduit  encore  ici  la  variable  auxiliaire  cot-  =  ^, 

2 

de  sorte  que  l'on  pose  en  somme 


X  =  coséc6  = 


iz 


cela  donne,  en  désignant  sj x-  —  i  par  y, 

y  ^X  =  Z, 

et  l'on  retombe  sur  la  méthode  du  n"  lo. 
17.  Voici  une  dernière  remarque.  Soit 


y  z=  ^x^—l, 

et  considérons,  comme  au  n^  2,  le  double  a  S  de  l'aire 
du  secteur  hyperbolique  AQM;  on  a 

1  dS  =  X  dy  —  y  dx  ; 

or,  à  cause  de  ^^  — y-  =  i ,  on  a  aussi 

o  =  X  dx  —  y  dy  ; 

on  a  donc,  en  additionnant, 

id^  =  (x—y)d(x-^y)=     (^+^) 
V  ./  /      .  ./  /  X  -^y 

iS  =  L(x-hy), 

l'aire  S  étant  nulle  pour  ^  =  i ,  y  =:  o.  C'est  la  formule 
de  Mercator  pour  le  double  de  l'aire  du  secteur  hyper- 
bolique, et  j'en  ai  donné  la  démonstration  précédente 
dans  une  Note  relative  aux  fonctions  hyperboliques. 
(A^.  A.,  1910,    p.  481  ).  Or  on  a  vu  au  n"  2  que  l'aire 
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doublée  2  S  aaussi pour  expression   /  — ;  on  a  donc 


/; 


dx 


\l  x^—  I 
18.  Soit  toujours 


=  L(a7+  /a72_  f) 


2  —  -r2  _ 


y-zzz  X 


L'intégrale  1=  /  —  représente  le  double  de  l'aire 
du  secteur  M^QM  de  l'hyperbole  équilatère  de  la 
figure  6,  et  l'on  a 

J    \  —  t^  \  —  t  \x  —  %  j 

D'autre  part  si  l'on  mène  Q  P  parallèle  à  CM,  et  si 
l'on  désigne  par  x'  el  y'  les  coordonnées  du  point  P, 
on  a,  pour  l'aire  S'  du  secteur  A'^QP, 


d'où 


2S'=L(x'-^y)=-L{x'~y), 

y 


2S'=-lA 


l         l  -h  t 

—    M-i 


2       X  — y  '2       I  —  t 

l.'aire    M'ùP  est  donc  moitié  de  l'aire    Mq^M.    La 
généralisation  est  immédiate,  et  l'aire  PQP'  est  moitié 

Fig.  6. 


de  l'aire  MQM',  les  droites  ilV  et  UP'  ('laiil  parallèles 
à  CM  el  à  CM'  ;  les  points  M  et  M'  étant  donnés,  l'aire 
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PQP'  conserve  ainsi  une  valeur  constante  quand  le 
point  C  se  déplace  sur  la  courbe.  Ce  théorème  est 
l'analogue  du  théorème  de  l'angle  inscrit;  on  en  trouve- 
rait une  démonstration  dans  la  Note  relative  aux  fonc- 
tions hyperboliques   dont  il  est  question  plus  haut. 

NOTE  I. 

Lorsque  le  trinôme  ax-  +  '^hx  H-  c  a  des  racines,  de 
sorte  que  l'on  a 

^  =  £  \J a{^x  —  x'){^x  —  07"), 

l'application  d'un  procédé  qui  s'emploie  lorsque  le 
nombre  des  facteurs  binômes  est  quelconque  (Hermite, 
Cours  d'Analyse  de  V Ecole  Polytechnique^  p.  i5, 
294,   3o4)  conduit  à  écrire 


/a{x  —  x") 
et  à  poser 


a(x  —  x") 


X  —  X 


on  a  ainsi,  en  disposant  du  signe  de  ^, 

y 


X  —  X 


-,  =t, 


et  l'on  retombe  sur  la  méthode  générale  avec  a  =  x' ^ 
P  =  o. 

On  s'explique  ainsi  comment  on  a  obtenu  au  n°  6 

(2)  I2  =  -;=  X  2  arc  tangee 

y/ —  a 

el  au  n°  10 

(2.')  [3=  -pi  X  2  arg  thse'i 


\/- 

X  — 

-x" 

X  — 

-x' 

A- 

-x" 
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NOTE  II. 

Considérons  la  conique  représentée   par  l'équation 
générale 

fi^i  y)  =  ax^-\-  ibxy  -\-  cy^-\-  2  dx  -f-  ley  -r-f=  o, 

eL  soit  S  Caire  du  secteur  Mo^iM,  Q.  étant  le  centre 
de  la  conique.  La  relation 

f'x  dx  -1-/;.  dy=zo 

donne,    en  désignant  fpar  p   el  q  les  coordonnées  du 
point  Q, 

—  dx        dy        (x  —  p)  dy  —  {y  —  q)  dx 

le  dénominateur  du  dernier  rapport  peut  s'écrire 

-ipfx-^qfy^f'z)  ou  -  (^/;+7/;+/;), 

et  il  se  réduit  à  — /,.,  le  point  ù  étant  le  centre  de  la 
courbe.  On  a  donc 

id^  _  dx  _  —  dy 

r  J  y  J  X 

ou,  avec  les  notations  habituelles, 

(•)  2Û^S  =  -   —    =..., 

la  notation  y*' représentant  une  demi-dérivée. 
Soit 

—  t, 

X  —  a 

a  et  ,3  étant  les  coordonnées  d'un  point  G  de  la  coni(|ue. 
L'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

aix—  a)(.r-H  a)  -H  2  6[(./;  —  a)^  -h  a (  j  —  [i )  | 
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et  l'on  a,  en  divisant  par  x  —  a, 

a(a7  +  a)-f-2è(y-l-a^)-f-c(jK-t-p)?-4-2<^+2e^  =  o, 

OU 

on  a  donc 

dx{a  -^  iht  -\-  et-)  -\-  1  dt{b X  -\-  c y  -\-  e)  —  o. 

La  formule  (i)  prend  alors  la  forme  suivante  : 
AT  dt 


S  = 

6 


-\-ibt-^  ct^ 


[I13ba] 

SIR  IN  THÉORÈilIE  COMl  D'AIIITHMÉTIOIIE; 

Par  m.  R.  BRIGARD. 


1.  Ce  théorème  est  le  suivant  :  Tout  nombre  pre- 
mier de  la  forme  l\q  -\-\  est  somme  de  deux  carrés. 
La  démonstration  très  élémentaire  que  voici  utilise, 
d'une  manière  peut-être  nouvelle,  les  considérations 
géométriques  que  plusieurs  auteurs  et  surtout  Min- 
kowski  ont  introduites  avec  succès  dans  la  Théorie 
des  nombres,  sous  une  forme  d'ailleurs  bien  plus 
générale  {voir  par  exemple  les  Leçons  de  M.  A..  Ghâtelet, 
p.  io8). 

2.  Soit  p  le  nombre  premier  considéré.  On  déduit 
facilement  du  théorème  de  Wilson,  comme  on  sait, 
la  congruence 

(i)  />i--Hi^o         {ïwoà  p), 
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en  posant 


m  —  ' 


Multiplions  successivement  par  i-,  2^,  ...,  (/?  —  1)2 
les  deux  membres  de  la  congruence  (i)  et  désignons 
par  Xi  le  reste  minimum  de  mi  (mod/?),  de  sorte  qu'on  a 

Xi^mi        (mod/))         (o<a7/</?). 

On  formera  ainsi  les/?  —  i  congruences 

(2)  x}-\-i-=:0         (mod/?)         (t=  1,  2,  . . ., /? — [). 

Prenons  maintenant  deux  axes  rectangulaires  et 
marquons  les  p  —  i  points  M/,  de  coordonnées  xi^  i. 
Chacun  d'eux  a  son  abscisse  et  son  ordonnée  au  moins 
égales  à  i  et  au  plus  égales  'dp  —  i .  Tous  ces  points  sont 
donc  contenus  (au  sens  large)  à  l'intérieur  d'un  carré  G 
de  côté  égal  à  /?  —  2. 

Le  carré  de  la  distance  M/  My  de  deux  quelconques 
de  ces  points  est  divisible  par  p.  En  efî'et,  si  l'on 
désigne  par  dij  ce  carré,  on  a 

(3)  dij~  (xi  —  Xj-y-i-  (i  — /)2  =  (ml  —  mj)^-^  {i  —  j f- 

=  (i —j)^(rti^-\-i)^  o         (mod/)), 

d'après  la  congruence  (1). 

Soit  maintenant  0  la  plus  petite  des  quantités  dij. 
Nous  allons  montrer  que  0  est  plus  petitque  2/>,  du 
moins  si  p  dépasse  un  certain  nombre.  En  effet,  décri- 
vons les/?  —  I  cercles  1\  ajant  pour  centres  les  poinls  M/ 

et  pour  rayon  commun  — •  Tous  ces  cercles  sont  au 
plus  tangents  et  n'ont  pas  de  [)arties  communes.  Menons 
d'autre   part  (Jig'.  i  ),   extérieurement  au  carré  C,  des 

parallèles  à  ses  côtés,  à  une  dislance  égale  à  — j  et 
raccordons-les  par  (jualre  quarts  de  cercle,  ayant  leurs 
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centres  aux  sommets  du  carré.  Tous  les  cercles  Ti  sont 
contenus  à  l'intérieur  de  la  région  limitée  par  le  con- 

Fig.  I. 


tour  ainsi  constitué.  La  somme  de  leurs  aires  est  donc 
inférieure  à  l'aire  de  cette  région,  ce  qui  fournit  immé- 
diatement l'inégalité 

(/?—  i)tI  -  <  (p  —  2)2 -H  4  (/?  —  2)  ^  +  II- . 

4  24 

On  peut  faire  passer  le  dernier  terme  du  second 
membre  dans  le  premier  et  diviser  ensuite  par/?  —  2. 
11  vient  ainsi  : 


et,  a  fortiori^ 


^-^<P 


2/8, 


ou 


—  </?-l-2v/ô, 


8    /"^       4 


L'équation  du  second  degré  en  y/o,  obtenue  en  annu- 
lant le  premier  membre,  a  ses  racines  de  signes  con- 
traires. Il  faut  donc  que  y/o  soit  inférieur  à  la  racine 
positive,  ce  qui  donne 


^r<^ 


v/? 


3^- 


Le  second  membre  sera  inférieur  à  S/ip-,  si  l'on  a 


16       4     / 

H-/?< 

9        ^ 


ip 


»  / — 

=  2/>  —  r,\fy^p  -h 


16 


ce  qui  se  réduit  à 


ou 
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•2  »      / 

/>>32, 


En  résumé,  il  existe  un  nombre  o,  somme  de  deux 
carrés  et  multiple  de  />,  d'après  la  congruence  (3),  et 
inférieur  à  2/?,  si/?  est  plus  grand  que  32.  Ce  multiple 
est  donc  /;  lui-même. 

Nous  avons  ainsi  démontré  la  proposition  rappelée 
au  début  de  cette  iNote,  pour  les  nombres  yo  supérieurs 
à  32.  Pour  les  nombres  inférieurs  (5,  i3,  17,  29)  la 
vérification  est  immédiate. 

La  même  démonstration,  convenablement  modifiée, 
permet  d'élab.lir  les  théorèmes  analogues  et  bien  connus 
aussi  relatifs  aux  représentations  de  certains  nombres 
premiers  par  les  formes  ^- H- 2jk",  x--{-3y',  et  même 
par  la  forme  indéfinie  x- — 2jk-.  Voici  l'esquisse  de 
la  démonstration  pour  ce  dernier  cas  : 

Soit/?  un  nombre  premier  dont  2  est  résidu  quadra- 
tique (nombre  de  la  forme  8^-|-i  ou  de  la  forme  8(7  +  7). 
On  considérera  des  points  M^  de  coordonnées  .r/,  y/2  i 
(/=  I ,  ...,  p —  1),  tels  que 

xj  —  '2 1*2  ^  o         (  rnocl  p  ;, 

et  tous  contenus  à  l'intérieur  d'un  rectangle  de  cotés 
p  —  2,  y/2  (/?  —  2);  pour  deux  quelconcpies  d'entre 
eux, on  a 

Oij  =  (xi—  xj)'^—2{  i  —jy^  =  o         (  riiod  p). 

Par  le  même  raisonnement  géomélri(jue  qu(i  |)récé- 
demment,  on  reconnaît  que,  si  p  est  plus  grand  cpiun 
certain  nombre,  on  a  pour  un  choix  convenable  des 
nombres  i  et  y, 

{xi  —  Xj  f  -\-  ■>.  {i  —  j y^  <  '?. p . 
Ann.  de  Matliénial.,  \'  série,  l.  XIII.  (Décembre  1913.)     '><3 


On  en  dccliiit 
et  par  suite 
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I  ''u\  <'^P 


'IJ 


p. 


Par  conséquent  p  est  représentable  par  l'une  des 
formes  x- — 2jK",  — x- -\- ly"^ .  On  sait  d'ailleurs  que 
ces  formes  sont  équivalentes,  en  vertu  de  l'identité 

x^i-  —  -lyï  =.  'i[x  -\- yy- —  (a?  H-  -i-yY. 


rLi^2cl 

SIR  LES  COURBES  ALTOPOLAIRES  ; 

Par  m.  a.  MYLLER. 


Dans  un  article  publié  dans  les  Nouvelles  Annales 
(le  Mailiématiques  (y\%(^f\)^  M.  P.  Appell  a  étudié  les 
courbes  autopolaires,  c'est-à-dire  les  courbes  qui 
coïncident  avec  leurs  polaires  réciproques  par  rapport 
à  une  conique  directrice  donnée.  11  a  montré  en  parti- 
culier que  toute  courbe  autopolaire  peut  être  consi- 
dérée comme  enveloppe  d'une  série  de  coniques  auto- 
polaires. 

En  me  rapportant  à  ce  résultat  je  me  propose  d'établir 
quelques  propriétés  de  ces  courbes  d'où  il  résulte  un 
procédé  géométrique  simple  pour  les  construire. 

Soient 
(i)  A:p2_^  B>-2  — I  =  O 

l'équation  de  la  conique  directrice  et 
(  '2  )  A  a  .r  -f-  B  3y  —  I  =  o 

l'équalion    d'une     droite  arbitraire.    Soient    E,    F    les 
points  de   rencontre  de  la  droite   (2)   avec  (i)  et  Pie 
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pôle  (a,  [3)  de  cette  droite.  Considérons  la  conique 
tangente  en  E  et  F  à  la  conique  (i)  et  telle  que  ses 
rajons  de  courbure  en  E  et  F  soient  égaux  et  de  direc- 
tions contraires  à  ceux  de  (i)  dans  les  mêmes  points. 
L'équation  de  cette  conique  qu'on  obtient  sans  diffi- 
culté est 

(3)  2(Aair-f-Bpj  — 1)2  — (Aa2-f-B[î2— i)(Aa;2-HB^2_,)=:o, 

On  constate  que  cette  équation  coïncide  avec  l'équa- 
tion   connue  des    coniques    autopolaires    par    rapport 

à(0- 

Laissons    le  point   P    se   mouvoir   sur   une   courbe 

donnée 

(4)  cp(a,p)  =  o. 

La  conique  (3)  enveloppera  alors  une  courbe  auto- 
polaire 

Nous  allons  cherclier  les  points  de  contact  de  (3) 
avec  l'enveloppe  (5).  Ces  points  sont  à  l'intersection 
de  (3)  avec  la  coni(jue  suivante  obtenue  en  différentiant 
l'équation  (3)  : 

2(Aaa7H-B|3j^— i)(A^c?a-f-  ^y  d'^) 

—  (A.r2H-Bj2_i)(Aa^x-+-  B^^S)  =0. 

Par  ces  quatre  points  passe  le  faisceau 

•>.  {XoLX  -h  B,3j—  I )  [  Aa^  +  B  [3^  —  i  -+-  À (A.r  dy.  h-  \lyd^p)\ 
-(A:r2^_B_;K2— i)[Ax2-h  Bp2  — I  -hX(Aa«fa-h  ^^d'^)]  =0. 

En  prenant 
on  obtient  deux   dioilcs   (|ui    piisscnl    par  les  points  de 
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conlact  de  (3)  avec  son  enveloppe  (5).  L'une  est  la 
droite  (2)  comme  il  était  à  prévoir,  car  la  conique  (i) 
est  une  partie  de  l'enveloppe  (5);   l'autre  a  l'équation 

(6)  A[(i  — Bp2)^a+Bap6/p]  ^ 

-4-  B  [  A  a[^  ^a  +  (  I  —  Aa2)  6/(3]  j^  —  :V  a  ^a  —  B  p  ^(^  =  o. 

Cette  droite  coupe  (3)  en  deux  points  G  et  H  qui 
appartiennent  à  la  courbe  autopolaire  (5)  et  se  corres- 
pondent dans  la  transformation. 

La  droite  (6)  est  caractérisée  géométriquement  par 
les  deux  propriétés  suivantes  qu'on  déduit  facilement  : 

1  •"  Elle  passe  par  le  point  P  ; 

2°  Elle  est  conjuguée  harmonique  de  la  tangente 
en  P  à  la  courbe  (4)  par  rapport  aux  deux  tan- 
gentes PE  et  PF  menées  de  P  à  la  conicjue  direc- 
trice (i). 

Déterminons  les  tangentes  en  G  et  H  à  la  courbe  (3). 
Dans  ce  but,  prenons  les  droites  PE  et  PF  comme 
nouveaux  axes  des  coordonnées  O^  et  Oy.  Soient  R 
et  L  les  points  de  rencontre  de  la  tangente  en  P  à  la 
courbe  (4)  avec  laconique  directrice  et  T  l'intersection 
de  la  même  tangente  avec  la  corde  de  contact  EF. 

L'équation  (i)  de  la  conique  directrice  prend  dans  le 
nouveau  système  d'axes  la  forme  suivante  : 

(7)  a'^x'^+-  imxy  -h  ù-y--\-  lax  +  ihy  +  1  =  0, 

et  l'équation   (3)   de   la  conique  autopolaire  tangente 
en  E  et  F  devient 

( 8 )  «2 ,^2 -\-  -1  ['lab  —  m)  xy  -+-  b'^y'^ -^  2  ax  -\-  2 by  -h  i  =  o. 
Soit 

y  =  kx 
l'équation  de  la  tangente  PKL;  celle  de  la  droite  PGH 
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sera  alors 

L'équation  du  faisceau  de  coniques  langentes  en  G 
et  H  à  la  conique  (8)  est 

a'-x--{-  i{iab  —  m) xy 

_l_  fjiyï^  <2nx^iby^\—  '^  {y  -^  J(x)-  =  o, 

ou  encore 

a-x^  -\-  i{i  ah  —  m  —  i  /  p  )  xy 

-h  b-y'^  +  2 ax  -^^by -^\  —  p {y  —  kxy  =^q. 
En  prenant 

^  ik 

on   obtient  Téquatiou  suivante  des  deu^i  tangentes  TG 
et  TH  (|ui  passent  par  le  point  T 

(  ax  -h  by  -h  i  )2  —  62  (  j-  —  Axy  =  o. 

Soit  Q  le  point  d'inlerseclion  de  la  droite  PGH 
avec  EF.  L'équation  des  langentes  QR  et  OL  s'obtient 
de  la  même  manière  et  elle  est 

(  ax  -^-  by  -\-  \y-  —  f)-Hy  -^  A-.i' )^  =  o, 

où  0  a  la  même  signification  cpie  précédemment. 

r^es  points  G,  H,  K,  L  étant  déterminés  comme 
intersections  des  droites  dont  nous  avons  trouvé  les 
équations,  on  peut  alors  facilement  écrire  les  équations 
des  droites  HK,  GL,  GK,   HL  qui  sont  les  suivanles  : 

(HKj  ax^  (b  —  20)y-hi  =  o, 

(GL)  ax -+- (b -\- 2^)y-^  i  =  o, 

(GK)  (^a  -  .ik())x^by-hi  =  o, 

(  H  L  )  (  a  -H  !2  /  0  )x  -h  by  -h  i  =  o. 

On  constate  que  les  droites  llk  cl  GL  passcnl  par 
le  point  E,  les  droites  GK  et  IIL  pai-  le  poini  L. 
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Ce  dernier  îésultat  nous  indique  la  construction 
géométrique  simple  pour  déterminer  les  point  G  et  H 
de  la  courbe  (5)  ainsi  que  les  tangentes  quand  on  donne 
le  point  P  de  la  courbe  (4). 


CERTIFICATS  M  ^lÉCA^IOL'E  RATIONNELLE. 


Besançon. 


ÉpRKL'VE  THÉORIQUE.  —  Couis.  —  Principe  de  d'Alembert^ 
principe  de  Gaass  ou  de  la  moindre  contrainte;  équation 
de  Lagrange. 

Problème.  —  Un  chariot  G  roulant  sur  un  plan  horizontal 
supporte  l'axe  de  suspension  d'un  pendule  P;  cet  axe  de 

Fig.  I. 


suspension  est  parallèle  aux  axes  des  deux  paires  de  roues, 
dont  les  masses  sont  négligeables. 

Etudier  le  mouvement  de  ce  système  à  deux  degrés  de 
liberté  supposé  soustrait  à  toutes  résistances  passives.  Etu- 
dier en  particulier  le  cas  où  l'équilibre  primitif  vient  à 
être  rompu  par  une  force  de  percussion  appliquée  au 
centre  de  percussion  du  pendule. 


I 
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Étudier  d'une  part  Le  cas  des  petites  oscillations  et  le 
cas  où  la  rotation  du  pendule  continueia  toujours  dans  le 

Fiç.  2. 


t^Ù 


même  sens,  charge  minima  \x  du  chariot  nécessaire  à 
V exécution  de  ce  dernier  mouvement,  réactions  entre  le 
pendule  et  le  chariot. 

RpREUVK  PRATFQi  i:.  —  ^ur  une  roue  lestée  de  >.'"  de  dia- 
mètre formant  pendule  et  par  V  intermédiaire  de  frottoirs  F 
cylindriques,  concentriques  à  l'are  de  la  roue  et  de  rayon 
égal  à  -^oi'"'",  >(),  on  a  transmis  au  moyen  de  deux  leviers 
pesants  une  pression  normale  et  verticale  IN  de  iS''*'',  ()Oo. 

Cinq  oscillations  complètes  avant  l'extinction  du  mou- 
vement ont  été  observées;  V écart  de  la  semi-amplitude 
initiale  Uo  et  de  la  semi-amplitude  finale  U\q  observée  à 
la  fin  de  la  cinquième  vibration  complète  correspond  à 
un  arc  de  la  grande  circonférence  de  la  roue  dont 
rétendue  comprend  j.*""". 

D'autre  part,  à  la  même  températui e,  on  a  observé 
qu  un  fil  tendu  le  long  de  la  circonférence  externe  de  la 
roue  par  un  poids  P  de  •}}"'  pendant  librement  d'un  seul 
côté  de  la  roue,  produit  une  déviation  angulaire  de  la 
roue  </ui  s'accuse  sur  son  pourtour  par  un  déphucmcnt 
lin  éa  ire  de  \  \  """ ,  o/î  ■>. . 

Déduire   de  ces   deux  expériences  la  valeur  iiumériij ne 
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du  coefJlcÂent  f  du  frottement  quia  éteint  les  oscillations 
de  la  roue  dans  la  première  expérience. 

Le  frottement  sur  Varête  O  du  couteau  de  la  roue  est 
tout  à  fait  négligeable  et  négligé. 

(Juin  1912.) 

Epreuve  théorique.  — Sur  un  système  rigide  S  tournant 
autour  d'un  axe  vertical  U  avec  une  vitesse  angulaire 
constante  w  est  articulée,  par  un  axe  Ai,  perpendiculaire 
à  la  direction  de  U,  et  au  pied  de  leur  plus  courte 
distance.,  une  barre  homogène  pesante  dont  la  longueur 
est  perpendiculaire  à  son  axe  d'articulation;  à  l'extré- 
mité inférieure  de  cette  barre  et  sur  un  axe  d^ articula- 
tion A2  parallèle  à  Ai  est  articulée  une  seconde  barre 
homogène  pesante,  perpendiculaire  à  ce  nouvel  axe  d'ar- 
ticulation. 

On  néglige  toutes  résistances  passives  et  l'on  demande., 
connaissant  les  longueurs  et  les  densités  linéaires  des 
deux  barres  : 

1°  La  figure  d'équilibre  relatif  du  système  des  deux 
barres  par  rapport  au  système  S  ; 

2"  Les  petits  mouvements  relatifs  du  système  autour  de 
sa  position  relative  d'équilibre. 

Epreuve  pratique.  —  On  a  taillé  deux  cylindres  de  révo- 
lution., V un  en  sapin,  l'autre  en  liège. 

A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  dimensions  de 
l'un  et  de  Vautre  pour  que  chacun  d'eux  puisse  d'une 
manière  stable  flotter  sur  l'eau  en  conservant  vertical  son 
axe  de  révolution. 

Par  rapport  à  Veau,  les  densités  du  sapin  et  du  liège 
sont  respectivement 

0,9.3     et     0,24. 

(Novembre  1912.) 

Caen. 

Epreuve  théorique.  —  Une  barre  sans  masse  AB  est 
fixée  par  une  de  ses  extrémités  A  de  telle  façon  qu'elle  ne 
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puisse  se  déplacer  que  dans  un  plan  horizontal.  A  l'ex- 
tî^éniité  libre  B  on  a  suspendu  à  la  Cardan  un  gyroscope.^ 
de  façon  qu'un  point  fixe  de  son  axe  se  trouve  au  point  B, 
tandis  que  l'axe  peut  prendre  dans  l'espace  toutes  les 
orientations  possibles. 

I**  Montrer  que  les  théorèmes  généraux  de  la  Mécanique 
permettent  d'écrire  trois  intégrales  premières  des  équa- 
tions du  mouvement  de  ce  système.  Ecrire  ces  intégrales 
dans  le  cas  général. 

2"  Adjoindre  à  ces  trois  équations  le  nombre  d  équations 
nécessaire  et  suffisant  pour  déterminer  le  mouvement. 

3"  Etudier  complètement  le  mouvement  dans  le  cas 
particulier  suivant  :  le  point  B  coïncide  avec  le  centre  de 
gravité  G  du  gyroscope  ;  à  l'instant  initial.,  le  gyroscope 
a  une  position  quelconque.  Effectuer  les  intégrations. 
Plus  particulièrement,  on  supposera  qu'à  l'instant  initial 
le  gyroscope  occupe  une  position  quelconque.,  mais  qu'il 
est  animé  d'une  vitesse  angulaire  r^  autour  de  son  axe, 
tandis  que  le  point  G  est  lancé  horizontalement  avec  une 
vitesse  v. 

Données  :  AB  =  a;  BG  =  6  (Z>  =  o  dans  3");  masse  du 
gyroscope  =  m. 

Epreuve  pratique.  —  On  emploie  en  Allemagne  le 
procédé  suivant  pour  déterminer  la  flèche  des  fils  métal- 
liques à  grande  portée  :  on  écarte  le  fil  de  sa  position 
d'équilibre.,  et  on  le  laisse  osciller  sous  l'action  de  la 
pesanteur. 

1**  Calculer  la  flèche  en  fonction  du  nombre  n  d'oscil- 
lations simples  à  la  minute;  on  suppose  que  le  fil  ne  se 
déforme  pas  en  oscillant  et  se  comporte  par  conséquent 
comme  un  corps  solide  ;  on  suppose  les  deux  points  d'attache 
dans  un  même  plan  horizontal.  On  appellera  xa  la  portée, 
f  la  flèche.  On  assimilera  tout  d'abord  la  figure  d'équi- 
libre à  une  parabole,  puis,  dans  la  suite  du  calcul,  <>n 
négligera  les  puissances  de  f  su/x'-rieurcs  à  la  picmière. 

Application  numérique  :  n  —  S3.  On  suppose  ce  nombre 
exact  à  une  unité  près  :  à  quelle  approriination  convient-il 
de  calculer  f'} 
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2"  Calculer  la  tension  maximum  en  supposant  o.a  =  oo*", 
et  la  masse  spécifique  du  fil  égale  à  7,6. 

(Juin  r9r>.) 

RpREUVE  THÉORIQUE.  —  Un  dlsquc  plein  liomogène  est 
assujetti  à  rouler  sans  glisser  sur  une  droite  horizontale. 
Au  début  du  mouvement.,  sa  vitesse  est  nulle  et  son  plan 
est  vertical.  On  suppose  le  disque  infiniment  plat  et  l'on 
néglige  le  frottement. 

Le  disque  est  soumis  à  l'action  cVune  force,  parallèle  à 
rhorizontale  sur  laquelle  se  meut  le  disque.  Cette  force 
est  appliquée  en  un  point  fixe  du  disque,  et  elle  dépend 
uniquement  de  V angle  0  dont  celui-ci  a  tourné  depuis 
l'instant  initial.  On  la  désignera  par  mP(6). 

1"  Montrer  que  l'étude  du  mouvement  du  disque  se 
ramène  aux  quadratures. 

2"  On  suppose  P(0)  donné  par  le  développement  en  série 

P(0)  =  «0-^  «1  C0S(.6  -h  Pi  )  -h  «2  COS(!2  0  -h  cp,)  +.  .  . 

-t-  a,i  cos(/i6  -h  CD/, )  -h. .  . . 

Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  les  coefficients  de 
cette  série  pour  que  la  vitesse  reprenne  sa  valeur  après 
un  tour  complet  du  disque?  Montrer  qu'alors  le  mouve- 
ment est  périodique. 

3°  On  suppose  le  disque  soufnis  en  outre  à  une  force, 
également  parallèle  à  la  droite  donnée,  appliquée  au 
centre,  et  pioportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  de  trans- 
lation. Etudier  complètement  le  mouvement  en  supposant 
la  force  P(0)  égale  à  A  sinO. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  une  portion  de  Vhéli- 
coïde  gaucJie  à  plan  directeur 

X  ^=  r  cosO, 
jK  =  /'  sinO, 
z  =  a^ 

limitée  .   1"  par  le  cylindre  d'axe  Oz  et  de  rayon  K;  1"  par 

deux  plans  passant  par  O  z  et  faisant  entre  eux  l'angle  a. 

Sur  cJiaque  élément,  ds,  de  surface,  agît  une  force  pro- 
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portionnelle  et  normale  à  cet  élément^  proportionnelle  au 
carré  de  sa  vitesse  et  au  sinus  de  l'angle  i  que  fait  le 
plan  tangent  avec  le  plan  xOy. 

Quelle  sera  la  puissance  nécessaire  pour  faire  tourner 
la  sut  face  autour  de  0-s  avec  une  vitesse  angulaire 
constante^  oj,  en  supposant  que.  dans  ce  mouvement,  les 
forces  appliquées  aux  éléments  de  surface  agissent  comme 
résistances  ? 

Application  numérique  :  R  =  '200  (C.G.S);  pas  de  l'héli- 
coïde  =  ioot;  x  =  3o";  to  =  100  tours  à  la  minute. 

L'expression  de  la  force  est  kv'-sini  ds^  et  l'on  a 

A  =  8.io-5(G.G.S.). 

(Novembre  1912.) 


SOLUnOiXS  M  QlIESriOi\S  IMtOPOSÉES. 


2194. 

(1912,   p.  .{.ÎG.) 

On  considère  les  hyperboles  équilatères  qui  passent  par 
les  sommets  de  grand  axe  d'une  ellipse  donnée.^  et  qui 
sont  tangentes  en  un  point  variable  de  cette  ellipse.  Le 
lieu  du  centre  de  ces  hyperboles  est  une  quartique, 
podaire  de  centre  d'ellipse.  (  D'  W.  GAKDECKfc:.) 


SOLl  TION. 
Par  M.  Parhod. 

Soient  A  et  A'  les  sommets,  M  le  point  variable  do 
l'ellipse,  M'  un  point  voisin  de  M;  le  centre  de  rhy|)erboIe  est 
le  deuxième  point  d'interseclioii  ()  des  deux  cercles  des  neuf 
points  des  triangles  A  MM'  et  A' MM'. 
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L'iiomothétie  de  centre  M,  rapport  5t,  nous  donne  les  cercles 
tangents  en  A  et  A'  et  passant  par  M,  ils  se  coupent  en  O' 
et  O  est  le  milieu  de  00'. 

L'axe  radical  MO'  rencontre  AA'  en  I  milieu  de  AA'  ;  lorsque 
M  décrit  l'ellipse,  les  deux  rayons  MA,  MA'  sont  homo- 
grapbiques;  les  centres  to,  to'  des  deux  cercles  précédents 
décrivent  sur  les  perpendiculaires  en  A  et  A'  à  AA'  deux 
divisions  homographiques ;  la  droite  toOoo'  enveloppe  une 
ellipse  de  centre  I  et  le  point  O  décrit  une  quartique,  podaire 
du  centre  de  l'ellipse  enveloppe  de  loto'. 

Autres  solutions  par  MM.  Barisien,  Bouvaist,  Klug,  T.  Ono. 


2195. 

(1912,  p.  X'.G.) 

La  tangente  en  un  point  variable  de  V ellipse  de  Frégier 
d'une  ellipse  donnée  rencontre  cette  ellipse  en  A  et  B. 
L'aire  des  segments  elliptiques  limités  par  la  corde  AB 
est  constante.  (W.  Gaedecke.) 

Solution. 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Une  ellipse  donnée  et  son  ellipse  de  Frégier  sont  hoino- 
thétiques  et  concentriques,  on  peut  donc  les  projeter  suivant 
deux  cercles  concentriques,  ce  qui  démontre    la  proposition. 

Autres  solutions  par  MM.  F<;lug,  T.  Ono,  Parrod. 


2196. 

(1912,  p.  38',.) 

Une  sécante  quelconque  d'une  ellipse  donnée  rencontre 
l'ellipse  de  Frégier  en  deux  points  de  Frégier  u  et  u'  et 
l'ellipse  donnée  en  b  et  c.  Le  cercle  de  diamètre  bc  ren- 
contre Vellipse  donnée  en  deux  points  a  et  a!  qui  corres- 
pondent aux  points  u  et  u' .  (D'  W.  Gaedecke.) 
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Solution. 
Par  M.  T.  Oxo,  à  Kagoshima. 

Puisque  les  angles  bac  et  ba  c  sont  droits,  les  deux  points  u 
et  a  correspondent,  par  définition  du  point  de  Frégier^  aux 
points  a  et  a  . 

Autres  solutions  par  iMM.  Barisien,  Klug. 

2197. 

(  1912,  p.  38i.| 

Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coe  fflcients 
de  l'équation 

z^-\-  az'^-+-  b z'  -\-  cz^-\-  dz^-i-  ez  -\-  f  =  o 

pour  que    le  produit   de    trois   des    racines   soit  é^al    au 
produit  des  trois  autres.  (D'  W.  Gakdecke.) 

Solution. 
Par  M.  Parrod. 

L'équation  pourra  être  mise  sous  la  forme 

Identifions  : 

a  +  a'=a,         fJ^'-i- (a  h- a') y  =  ^/, 

ap'+^a'+'2Y  =  c,  Y'=/; 

!i  et  |j'  sont  racines  de  l'équation 

y'—~y-^d  —  a^(  =  o, 


a  et  a   sont   racines  de  l'équation 

Y 


,        e 
X-  —  ax  -h  0 =  o 
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et  l'on  a 

ou 

(  a  -I-  a')  (p  +  [i')  -  (a  -  a')  (^-[i')  =  ^c  -  4t, 

Remplaçons  et  simplifionj,  on  a 

(  a2__4^  _+_  4IJ  /L  _4  ^  +  4rtY  j  =  (^  -  2C-+-4Y  V- 

Autres  solutions  par  MiM.  Barisikn,  T.  Ono. 

2198. 

(1912,  p.  Î84.) 

On  considère  le  quadrilatère  ABGD  inscriptible  dans  un 
cercle.  Le  triangle  ABC  est  équilatéral.,  le  côté  CD  est  le 
côté  du  carré  inscrit,  et  le  côté  AD  est  celui  du  dodécagone 
régulier  inscrit.  Montrer  que  l'aire  du  triangle  formé 
par  les  trois  diagonales  de  ce  quadrilatère  est  le^  jf  du 
carré  qui  a  pour  côté  la  distance  des  milieux  des  deux  dia- 
gonales intérieures.  (E.-N.  Baresien.) 

Solution. 
Par  M.  T.  Ono,  à  Kagoshima. 

Soit  le  rayon  du  cercle  =  i,  on  a 

AB  =  BC  =  GA.  =  v/3,         CD  =  v/2, 

■2  9. 

Soient  E  et  F  les  points  d'intersection  de  AB,  DC  et  de  AD, 
BG  ;  on  voit 

AED  =  45'\         DCB=75%         CDF  =  60", 


(  ^7'^  ) 

En  prenant  pour  axes  des  coordonnées  la  droite  BC  et  la 
perpendiculaire  abaissée  de  A  à  cette  droite^  on  trouve  les 
coordonnées  des  points  : 

^'=-^  i^=— T^^  i  ^^3(2  +  v/3) 

F  )  <  '1 


1-4-/3.  i  3(,  4_^3) 


^ 


r  =  o. 


•2      '  \  4         ^ 

el,  par  suite,  les  équations  des  trois  diagonales  : 

(GA)  6iP -h  *2/3jK  =  3  y/3^, 

(BD)  •2a;-2j-  =-v/3, 

(EF)      G(i-f-v/3)x  +  ->.(9-i-7v/3)j  =  9(j+3v/3); 

et  enfin,  les  coordonnées  des  sommets  du  triangle  PQK  formé 
par  ces  trois  diagonales  : 

_3(v/3— i)  i       _  21+13/3,  J     ^  _  3  -I-  v/3 

^  ~  ^  '  (  -^  ~~  26         '  (  -^^^  ~         2 

fi  _ 

On  trouve  que  l'aire  du  triangle  PQR  est  égale  à  —  (5  —  '2/3)' 

et  celle  du  carré  qui  a   pour  cùté  la  distance  des  milieux  de 

CA  et  BD  à  -(5  —  2/3);  donc,  elc. 
4 

Autre  solution  pur  M.  liouvAisr. 


(iiiEsriOi\s. 


,V'22|:2.    Si  un  rayon  mohilc  ()!'  d'un  cercle  de  cent rc  <►  coupe 
ce   cercle    en    I*   et    la    tangente   en    un   point  fixe   \  du  cercle 
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en  N,  le  point  de  rencontre  M  des  parallèles  à  OA  et  AN 
menées  respectivement  par  N  et  P  décrit  une  conchoïde  de 
Kûlp  {Noiw.  An/i.,  1913,  p.  193).  Le  point  T  où  la  tangente 
en  M  à  la  conchoïde  coupe  la  tangente  fixe  AN  au  cercle  peut 
être  obtenu  comme  suit  :  U  étant  le  point  où  cette  tangente 
fixe  est  rencontrée  par  la  tangente  en  P  au  cercle,  si  l'on 
porte  sur  le  rayon  OP  le  vecteur  OV  =  PN,  la  droite  OT  est 
parallèle  à  UV.  M.  d'Ogagne. 

2*213 .  Soient  c  et  G  une  section  droite  et  une  section  oblique 
d'un  cylindre  de  révolution,  tangentes  entre  elles  en  un  point 
par  lequel  passe  la  génératrice  G  du  cylindre.  On  sait  que  les 
droites  rencontrant  G  à  angle  droit,  qui  s'appuient  d'autre 
part  sur  la  conique  G,  engendrent  un  cylindroïde  (ouconoïde 
de  Plucker).  Démontrer  que  le  volume  du  tronc  de  cylindre 
limité  aux  plans  des  sections  c  et  G  est  double  du  volume  du 
tronc  de  cylindroïde  limité  à  sa  directrice  G  et  au  plan  de  la 
section  G.  M.  d'Ocagnk. 
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